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基于单元相对刚度系数的结构损伤识别研究*
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摘 要: 提出了一种基于单元相对刚度的结构损伤识别方法。该方法以结构刚度变化率为损伤指标，定
义结构的相对刚度系数，利用特征方程，通过矩阵变换得到结构损伤指标的相对刚度系数表达式，采用快速

傅里叶 FFT与贝叶斯相结合的方法( Fast Bayesian FFT) 识别结构的模态参数，计算相对刚度系数，进而得到
结构的损伤指标，便同时得到结构的损伤程度和损伤位置。利用 Simulink模拟结构响应，识别结构模态参数，
计算损伤指标判断结构损伤。结果表明，基于单元相对刚度系数的方法能利用较少的模态参数，实现单损伤
和多损伤的定位和损伤程度识别，具有一定的抗噪能力，且精度较高。
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STUDY ON STＲUCTUＲAL DAMAGE IDENTIFICATION BASED
ON THE ＲELATIVE ELEMENT STIFFNESS COEFFICIENT
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Abstract: A kind of damage identification method was proposed based on relative element stiffness coefficient．
Damage index of structure was defined as the ratio of the variation of relative element stiffness to the undamaged one，
relative element stiffness was a function of modal parameters． Then，utilizing the modal parameter，damage of
structure can be identified clearly． On the basis of soft Simulink，a structure was used to demonstrate the feasibility of
the presented method，the relative stiffness of damaged and undamaged structure was calculated，and then damage
index was required as defined． The results showed that the method could efficiently identify the damage position and
degree of structure．
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损伤识别技术是结构健康监测最为关键性的环

节［1］。结构损伤能够降低结构的刚度、增大结构的
阻尼、改变结构的动态特性［2］，因此，可以利用结构
损伤前、后结构动力特性的变化识别结构损伤，研究
如何利用结构动力特性使其能更好地反映结构的健

康状况为当下研究的一个热点。
比较成熟的损伤识别方法有［3］: 模态修正法;

灵敏度分析法; 反分析法; 神经网络法; 损伤指标

识别法。损伤指标识别法是一类重要的结构损伤识
别方法，这类方法无需结构反演来求解结构参数，计

算简便容易满足监测系统的要求，因而受到众多研

究者的关注。但是许多指标是基于仿真试验或实验
室试验的经验归纳构造，理论分析不够深入，导致指

标的损伤定位原理不够明确，没有明确的物理意义

和定位机理。
为此，提出一种基于单元相对刚度的结构损伤

识别方法。首先，采用快速傅里叶与贝叶斯模态参
数识别法相结合的方法 Fast Bayesian FFT法识别结
构的模态参数; 其次，定义结构的单元相对刚度系

数，并以单元刚度变化率 ＲS ( Ｒatio of element
stiffness variation) 为结构的损伤指标，利用特征方
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程，通过矩阵变换得到结构 ＲS 的单元相对刚度表达

式，利用模态参数计算单元相对刚度，从而计算出

ＲS，便可同时识别结构的损伤位置及损伤程度。数
值算例表明，该方法能利用较少模态参数识别结构

的损伤，具有一定的抗噪能力，能实现单损伤和多损

伤的损伤定位和损伤程度识别，且精度较高。

1 结构模态参数识别
1. 1 贝叶斯模态参数识别
贝叶斯模态参数识别方法在理论上比其他非贝

叶斯模态参数识别方法要好，因为贝叶斯可以通过

先验概率将有用的信息整合到识别参数的信号中

去，可以利用更多的信息识别结构的参数; 且结构的

参数存在很大的随机性，利用概率的方法描述更符

合参数的本质特性。
采用 Fast Bayesian FFT法［4 － 6］进行模态参数识

别，结构响应 x( t) 的快速傅里叶( FFT) 变换，可以
表示为:

Fk = Ｒk + iGk = 2Δ槡 t /NΣ
N

j = 1
x( j) pj ( 1)

其中 pj = exp{ 2πi［( k － 1) ( j － 1) /N］}
式中: Fk、Gk 为结构响应的 FFT 变换的实部、虚部;
k = 1，2，…，Nq，与其对应的频率 fk = ( k －
1) / ( NΔt) ，Nq 为 N /2 取整。
增广矩阵［Zk］ = ［Ｒk，Gk］

T 在采样频率较高、
采样时间较长的情况下，服从均值为 0、协方差为 Ck

的正态分布［7］:

Ck = 1
2
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－1·

β2jk －( )1 + i 2ζiβ( )[ ]
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β jk = f ( 1) / fk
式中: ［Hk］为响应的谱密度矩阵; ＲeHk 为［Hk］的

实部; ImeHk为［Hk］的虚部; σ
2为预测误差; ［I］为

2n × 2n单位矩阵; β jk为频率比; f
( i) 为固有频率; fk

为对应于 k的频率; Sij 为激励的谱密度; ζi 为阻尼
比。
在应用中一般选择感兴趣的固有频率附近的一

段 FFT数据进行模态参数识别。在假设无信息先
验分布的情况下，结构参数 θ的后验分布为:
p( θ | { Zk} ) ∝ p( { Zk} | θ) = ( 2π)

－［( Nq－1) /2］·

［∏
Nq
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求其似然函数并化简可得:
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k
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式中: λ̂为矩阵［A］的最大特征值。
通过奇异值谱得到结构大致的固有频率，在固

有频率附近选取一段来计算所对应的模态参数。由
于选择区段长度及位置对识别结果影响较大，若长

度太长则会引入其他频率段成分的信号，加大了信

号的噪声; 太短则会漏掉一些有用的信息。两者都
会影响识别精度，特别是对结构的周期和阻尼比的

影响较大。选取区段时，首先，采用奇异值谱确定大
致的固有频率; 其次，在固有频率附近选择计算的频

段。在选好的频段内应用优化方法来求取似然函数
L的最优值( 最大值) ，当 L 取得最优时对应的参数
即为待识别参数，即振型［A］的最大特征值所对应
的特征向量。
1. 2 初值选取
初值的选取关系优化的收敛速度。固有频率

f( i) 的初值由奇异值谱的峰值取得; 阻尼比 ζi初值可
以根据结构选取: 混凝土选 0. 05，钢结构选 0. 03; 预
测误差 σ2 由 d － λ( )

0 /［ n －( )1 Nf］计算; 激励的

谱密度 S由 4σ2ζ2计算。λ0为［A0］= Σ
k
Mk的最大

特征值; d为矩阵［A0］的迹; Nf 为所选区段内数据

点的数目。

2 单元相对刚度系数
2. 1 损伤指标
由结构动力学知识可得:

ω2
i［M］φi = ［K］φi ( 6)

式中: ［M］为质量矩阵; ［K］为刚度矩阵; ωi 为结构

的第 i阶圆频率; φi 为结构的 i阶振型。
若结构自由度数为 n，单元数为 m，则［K］φi 可

表示为:

［K］φi = Hi［k］( Hi ∈ Ｒn×m，k∈ Ｒm×1 ) ( 7)
式中: ［k］为单元刚度矩阵。
由此可得:
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ω2
i［M］φi = Hi［k］ ( M∈ Ｒn×n ) ( 8)

记 Yi = ω2
i［M］φi ( 9)

则式( 8) 可写成: Yi = Hi［k］ ( 10)

其中 ［k］ = ［k1，k2，…，kn］
T

对不同模态［Y］ = ［Y1，Y2，…，Ym］
T，［H］ =

［H1，H2，…，Hm］
T。由此可得:
［k］ = ［H］－［Y］ ( 11)

式中: ［H］－ 为［H］的广义逆矩阵。
在损伤识别中，假设刚度发生变化而质量不变，

结构的损伤程度可以用损伤前、后结构刚度变化率
来反映。但结构的质量未知，不能直接计算出结构
的刚度，即刚度变化率不能直接计算出来。
定义单元相对刚度: ［k'］ = ω2

i［H］
－ φi

由式( 11) 可得:
［k］ = diag( ［k'］) m ( 12)

式中: ［k］为单元刚度矩阵; ［k'］为单元相对刚度
矩阵。
定义损伤指标为单元相对刚度变化率 ＲS。

ＲS = | Δk' /k' | ( 13)

其中 k' = ω2［H］－ φ
式中: Δk' 为单元相对刚度的变化值。
由式( 12) 可得: | Δk /k | = | Δk' /k' |，即结构损

伤前后刚度变化率可以用相对单元刚度的变化率表

示，即:

ＲS = | Δk' /k' | ( 14)
从式( 14 ) 可以看出，损伤指标 ＲS 为模态参数

的函数，仅利用结构的模态参数即可计算 ＲS，识别

结构损伤。当 ＲS = 1 时，表示单元刚度完全丧失;
ＲS = 0时表示结构未发生损伤。
2. 2 矩阵［H］
式( 6) 可理解为一个力平衡方程: 由于质量矩

阵为对角矩阵，等式左边项可理解为以大小为 ω2
i φi

的加速度所受到的惯性力; 而等式右边项为以 φi 为

变形的响应刚度对其提供的恢复力。对任意质点 j，
若质点 t对其有约束，且约束的刚度为 kT。根据力
的平衡可得:

ω2
i mjφj = Σ φij － φ( )

it kT ( 15)

式中: φit为第 i阶振型质点 t( 对 j有约束) 的振型系
数。
将式( 15) 写为矩阵形式，并将对 j 质点没有约

束的项用 0 代替，可得:
ω2

i mjφj = ［0 … φj － φt … 0］×［k1 k2 … km］
T

( 16)
对所有质点进行如式( 8 ) 的计算，按照分块矩

阵的思想对其进行组装，即可得到如下矩阵:
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分块矩阵 ［hij］ = ［0 … φij － φit … 0］1×m
j = 1，2，…，n

即: Hi = ［hi1 … hij … hin］
T ( 18)

对矩阵［H］进行分析可得结构能实现损伤识别
的最小阶数: 对 Hn × n，若 rand ( H) = n，则可以实现损
伤程度的判别; 若 rand ( H) ＜ n，则不能判断损伤的程
度。

3 数值模拟
为验证方法的有效性，以某 7 层框架宿舍楼模

型为背景提取其刚度和质量。通过建立模型，调整
结构刚度模拟结构损伤。完好结构计算参数如表 1
所示。

表 1 结构物理参数
Table 1 The physical parameters

层数
刚度 /

( 1010N·m －1 )

质量 /

( 105 kg)
层数

刚度 /

( 1010N·m －1 )

质量 /

( 105 kg)
1 1. 33 8. 81 5 1. 06 8. 80
2 1. 33 8. 81 6 1. 06 8. 80
3 1. 24 8. 81 7 1. 06 8. 80
4 1. 24 8. 81

为了模拟结构不同的损伤位置、不同损伤程度、
不同模态、单损伤和多损伤，设置 8 种损伤工况，如
表 2 所示。

表 2 结构损伤工况
Table 2 Damage cases

工况 损伤单元 损伤程度 /% 输入模态

1 3 30 1 阶
2 2、5 25、20 1 阶
3 5 15 1、2 阶
4 2、5 25、30 1、2 阶
5 1、7 25、20 1、2 阶
6 1、4、6 30、20、15 1、2 阶
7 3 25 1、2、3 阶
8 1、4、6 30、20、15 1、2、3 阶

用 Simulink建立模型，施加白噪声激励，模拟不
同工况下结构的响应，采集结构的加速度响应。在
结构响应信号中分别加入噪信比为 5%、10%的噪
声模拟实际测量时引入的噪声干扰。利用 Fast
Bayesian FFT法识别结构模态参数。根据计算出的
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a—工况 1; b—工况 2; c—工况 3; d—工况 4; e—工况 5; f—工况 6; g—工况 7; h—工况 8

1—理论值; 2—噪信比 5% ; 3—噪信比 10%

图 1 计算结果
Fig． 1 The calculated results

模态参数，结合式( 14) 计算 ＲS，结果如图 1。
由计算结果可以看出，损伤单元的 ＲS 值明显比

未损伤单元大。未损伤单元由于噪声等因素的影
响，ＲS 值不为零，但与损伤单元相比要小很多，从而

可以找出结构损伤的单元，确定结构损伤位置。确
定损伤位置后，可利用损伤单元的 ＲS 判断损伤程

度。对算例，结构 1 阶模态不能进行损伤程度的识
别，故对工况 1、2 不进行损伤程度的探讨。结构损
伤程度识别的结果如表 3。

表 3 结构损伤程度识别结果
Table 3 Identification result of damage level

工况 理论值
噪信比 5% 噪信比 10%

识别值 误差 /% 识别值 误差 /%

工况 3 0. 15 0. 143 2 4. 551 4 0. 138 1 7. 929 8
0. 25 0. 235 7 5. 726 7 0. 231 7 7. 308 0

工况 4 0. 30 0. 292 7 2. 440 2 0. 294 5 1. 819 9
0. 25 0. 245 0 2. 016 0 0. 235 0 6. 001 6

工况 5 0. 20 0. 198 0 1. 000 6 0. 190 9 4. 564 1
0. 30 0. 283 8 5. 410 6 0. 273 9 8. 994 7

工况 6 0. 20 0. 200 7 0. 367 7 0. 189 7 5. 166 1
0. 25 0. 242 4 3. 020 5 0. 232 9 6. 841 7

工况 7 0. 25 0. 256 3 2. 527 5 0. 264 6 5. 828 0
0. 30 0. 319 3 6. 434 8 0. 279 8 6. 736 6

工况 8 0. 20 0. 214 3 7. 137 9 0. 218 2 9. 098 2
0. 15 0. 159 9 6. 600 0 0. 163 5 9. 017 3

表 3 为不同损伤工况时，损伤单元的 ＲS 值。从
表 3 可看出，利用 2 阶或 3 阶模态可以进行损伤位
置和损伤程度的识别，其误差在 10%以内，能够反
映实际的损伤情况; 工况 3—工况 6 与工况 7、工况 8
对比可以发现，利用 3 阶模态参数识别的 ＲS 精度与

利用 2 阶模态参数识别的 ＲS 精度相当，且误差都不

大( 误差在 10%以内) ，即利用 2 阶模态即可较好地

识别结构的损伤。

4 结 语
1) 该方法物理意义明确，ＲS 值反映损伤刚度与

原刚度的比值，即 ＲS 值的大小直接反映损伤程度。
2) 能利用较少的模态参数识别单损伤和多损
伤结构的损伤位置和损伤程度。对剪切型结构利用
1 阶模态参数即可实现损伤的定位，多余 1 阶可实
现损伤位置和程度的判别。

3) 具有一定的抗噪能力，识别结果误差较小，
能反映出结构损伤的真实情况。
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