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摘要：针对传统离心叶轮优化设计方法的不足，提出基于不完全敏感性方法的低比转速离心叶轮的优化方法。该优化方法在

求设计目标函数对流道形状控制变量的梯度时，忽略流道形状的变化对流场状态变量的影响，因此在一次优化循环中，只需

要进行一次流场计算，避免应用有限差分方法中计算一次梯度矢量时需要多次计算流场，也避免在伴随方法中复杂的伴随方

程的推导及求解，计算量大大减少。以低比转速离心叶轮作为研究对象，采用泰勒展开法参数化控制二维叶片形状，将泰勒

多项式中的系数视为控制变量，选取作用在叶片上的转矩作为优化目标函数。应用不完全敏感性方法易于计算目标函数对控

制变量的梯度，沿梯度矢量的反方向不断更新叶片形状来逐步寻优，最终找到目标函数值最小时的最优设计，算例计算结果

表明，提出的不完全敏感性方法应用于低比转速离心叶轮优化是可行的。 
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Optimization Research on Low Specific Speed Centrifugal Impeller Based 
on Incomplete Sensitivities Method 
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Abstract：According to the limitation of the traditional optimization design method for centrifugal impeller, the optimization method 

for low specific speed centrifugal pump impeller based on incomplete sensitivities is proposed. In this method, the affection of the 

control parameters perturbation on the flow state variation can be neglected while calculating the gradient of the design objective 

function with the control variable of the impeller passages shape. So the flow filed only need to be simulated once in one 

optimization cycle, it avoids the calculation of the flow field repeatedly in finite difference method. It also avoids deducing and 

solving the adjoint equation in adjoint method. Therefore, the calculation cost is greatly reduced. The calculation case is the low 

specific speed centrifugal impellers; the two dimensional blade is parameterized by Taylor expansion. The coefficients in the Taylor 

function are taken as the control variable. The moment acting on the blade are considered as the objective function. Using the 

incomplete sensitivities method the gradient of the objective function with respect to the control variable can be evaluated easily, and 

the blade shape can be renewed according to the inverse direction of the gradient vectors. The optimum design of impeller can be 

achieved while the objective function is minimized. The calculation case results show that the proposed incomplete sensitivities 

theory for the optimization of low specific speed centrifugal impeller is rational. 
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0  前言* 

随着现代流动测试技术及流动计算技术的快

速发展，水力机械内流动正问题研究发展迅速，但

对水力机械叶轮的反问题及其优化研究进展缓   

慢[1-6]，该问题实质为具有流动约束的形状优化问

                                                        
* 国家自然科学基金(51109104)和国家科技支撑计划(2013BAF01B02)资
助项目。20130312收到初稿，20131109收到修改稿 

题，其难点在于优化目标与内流道形状控制变量之

间的复杂关系。目前，离心泵优化方法主要包括基

于演化算法的优化方法[3]、基于梯度算法的优化方

法[1]、基于试验设计的响应面优化方法[4]及基于正

反问题迭代修正算法的优化方法[5-6]。基于演化算法

及响应面方法的离心叶轮优化中，必须对每个样本

的目标函数值进行预估，因此设计变量维数较大时

计算量巨大。基于梯度优化方法的主要困难在于目

标函数对设计变量的梯度计算量大。采用有限差分
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方法计算目标函数对设计变量的梯度时，由于计算

梯度矢量的每个分量时都要计算一次流场，流场的

计算次数与控制变量的维数成正比。随着优化理论

的发展，伴随方法广泛应用于具有流动约束的形状

优化问题[7]，伴随方法中每沿梯度矢量方向更新一

次流道几何形状只需要计算一次流场及伴随变量

场，但需要推导复杂的伴随方程及其边界条件并求

解伴随变量场[7-8]。基于正反问题迭代修正算法的离

心叶轮优化方法中，根据对泵内流场计算结果对叶

型进行修改不便，难以定量控制[5-6]。本研究提出采

用不完全敏感性方法进行离心叶轮优化设计研究。 

不完全敏感性方法是由 MOHAMMADI 等[9]

提出的。该方法在具有流动约束的几何形状优化问

题中计算目标函数的梯度时，忽略几何形状扰动对

流场的影响，因此在目标函数梯度矢量的计算中大

大减少流场的计算次数，总的计算量与设计变量的

维数关系不大，可以用来研究较多控制变量所描述

的复杂型面的优化。MOHAMMADI等[9-11]成功地将

其应用于具有流动约束的形状优化问题。ALISON

等[12]将该方法应用于气动降噪优化研究。本文提出

采用泰勒多项式参数化控制叶片形状，应用不完全

敏感性方法计算目标函数对控制变量的梯度，最后

沿梯度的反方向不断更新叶片形状，得到离心叶轮

的最优设计。 

1  叶片型线的参数化控制 

在离心叶轮的优化设计中，优化目标为所期望

的水力性能，优化设计变量为内流道几何形状的控

制参数，本研究中以低比转速离心叶轮为研究对象，

依据离心泵设计理论，低比转速叶片设计成二维圆

柱叶片[13]，叶片厚度设计成等厚度叶片。最优工况

点的流量在很大程度上依赖于叶轮轴面及转速，扬

程和效率主要取决于叶轮轴面、叶片型线及转速。

本研究在假定叶轮轴面及转速不变的情况下，对叶

片型线进行优化研究。二维圆柱叶片可以表达为

( , ) 0f r   。通常这个理想的解析函数是难以得到

的。本研究中采用泰勒多项式方法对叶片形状进行

参数化控制，表达式如式(1)所示 

 2
0 1 2( ) m

mr a r a r a r       (1) 

式中   ——圆周角坐标； 

 ia ——控制参数， 1,2, ,i m  ； 

 r ——量纲一半径，且 1 2 1( ) ( )r R R R R   ； 

 0 ——初始的圆周角坐标。 

任意叶轮叶片形状 ( , ) 0f r   可以表示为其在

初始叶片型线 0 ( )r 基础上的泰勒展开，因此可以用

式(1)对叶片形状进行参数化控制，式中的多项式各

系数为控制变量。如图 1所示。 

 
图 1  应用泰勒公式参数化控制叶片型线 

2  不完全敏感性方法应用于叶轮优化 

离心叶轮的优化目标函数可表述为 

 , ( ), ( )i i iJ J a q a U q a     

式中，J 为目标函数， ( )iq a 为叶片型线边界，

 ( )iU q a 为流场变量。 

根据链求导法则，目标函数对设计变量的梯度

可以表述成 

 
d

d i i i i

J J J q J U q

a a q a U q a

     
  
     

 (2) 

目标函数的梯度受控制参数 ia 和边界形状

( )iq a 以及流动状态的影响，式(2)的主要计算量在

( )( )iU q q a    这一项，即流道形状的扰动对流场

变量变化的贡献。如采用有限差分方法计算梯度，

当给定控制参数一个微小的扰动 i 时，则有 
 

 d
, ( ), ( )

d i i i i i i
i

J
J a q a U q a

a
        

 

   , ( ), ( )i i i iJ a q a U q a     (3) 

每求解一次其梯度矢量时要进行 m(m 为控制

变量的维数)次流场的计算，当控制变量较多时计算

量巨大。根据不完全敏感性的理论[9-11]，当目标函

数可以写成 

  , ( ) ( )di i

s

J f a q a g U s   (4) 

则梯度表达式(2)的最后一项是前面两项的小量级，

由于是沿着目标函数对控制变量的梯度矢量方向不

断迭代寻优，加上迭代过程中还要由步长系数来控

制其迭代的步长，据不完全敏感性理论[9-11]中的稳

定性及收敛性分析表明，对于叶轮的优化设计，式
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(2)中最后一项可以忽略。由于流动参数的变化对目

标函数变化贡献可以被忽略，梯度矢量可以表达成 

 
d

d i i i

J J J q

a a q a

  
 
  

 (5) 

则采用有限差分法计算梯度矢量的表达式可表示为 
 

 d
, ( ), ( )

d i i i i i
i

J
J a q a U q a

a
      

 

   , ( ), ( )i i i iJ a q a U q a     (6) 

所以，一次优化循环中，只需要预测流场变量一

次。在本研究中，采用数值计算方法来预测流场变量。 

沿梯度矢量的反方向不断地更新叶片形状，可

以找到目标函数取最小值时的最优叶轮设计。 

 1 d

d
n n
i i

i

J
a a

a
    (7) 

式中，为步长系数， n为迭代次数。 

反复迭代至叶片收敛于最优形状，总的概括起

来，叶片型线的不完全敏感性方法优化算法如下。 

(1) 规定原始叶片形状： 0
ia 。  

(2) 进行泵内流场计算，得到流场参数： ( )n
iU a 。 

(3) 计算目标函数：  , ( ), ( )n n n
i i iJ a q a U q a 

 。 

(4) 按照式(6)计算目标函数对控制变量的不完

全敏感性  d , ( ), ( ) dn n n
i i i iJ a q a U q a a 

  。 

(5) 如果  d , ( ), ( ) dn n n
i i i iJ a q a U q a a     ，则

停止计算。 

(6) 根据式(7)更新叶片形状，得 1n
ia  ，转入步

骤(2)，重新计算流场。 

3  结果分析与讨论 

以沈阳水泵研究所汇编的水力模型中的

MH48-12.5 低比转速离心泵为研究对象，其基本参

数如下：体积流量 qV=12.5 m3/h, 扬程 H=30.7 m, 转

速 n=2 900 r/min, 效率 η=53%，进行优化设计算例

分析，设计目标是在设计工况提高泵的效率，在这里，

假定在叶轮的轴面不变时对叶片型线进行优化，作用

在叶轮上的转矩被视为目标函数，目标函数可表示为 

    1 1 1, ( ), ( ) , ( ), ( )n n n
i i i i i iJ M a q a U q a M a q a U q a         (8) 

转矩 M可表达成 
 

 
,

( ) ( )cot dw

P S

M p s   R n R� � �
 

 
hub,shroud

( )cot dw s R�  (9) 

式中   P，S——叶片的工作面和背面； 

Hub，shroud——叶轮后盖板与前盖板； 

w ——切向应力； 

 ——叶片安放角； 

n——叶片表面的法向矢量； 

R——叶片表面点的位置矢量。 

当叶轮的轴面确定时，叶片形状可以通过式(1)

来参数化控制，保留式(1)中的 5次多项式，则有 5
个控制变量，即为 ( 1,2, ,5)ia i   。 

由第 2节可知，不完全敏感性优化方法沿目标

函数对设计变量的梯度方向不断更新设计变量，进

行叶片型线的优化，优化理论严密。因此，该优化

方法与给定的初始叶片形状关系不大，可以任意给

定叶片的初始形状。本研究中给定叶片优化前的初

始形状为进口安放角为 25°的直叶片(图 3)，根据

该直叶片的形状及式 (1)可反推其控制变量的
0 ( 1,2, ,5)ia i   的原 始值 。泵 内部 流场 采用

FLUENT13.0 来计算，采用 RNG k-湍流模型和
SIMPLEC算法，采用多坐标系方法处理叶轮内流道

与蜗壳内流道的相对运动，为了便于目标函数式(9)

的处理，叶片的工作面和背面生成结构化网格，蜗

壳及叶轮其余表面采用非结构化网格。 

根据泵内流场计算结果可以计算泵的扬程 

 2 2( )H p p z    (10) 

式中， 1 2p p、 分别为泵进、出口压力，γ 为介质比

重，z为泵进出口高差。 

泵的水力效率 

 ( )Vq H M    (11) 

式中，为叶轮旋转角速度。 

泵的容积效率及机械效率按照离心泵传统设

计理论中的统计公式进行计算[13]，为此可计算泵的

总效率。 

根据泵内流场的计算结果，由式(9)计算目标函
数 M。给定控制变量扰动 i ，由式(6)及式(9)计算目

标函数对叶型控制变量的梯度。在给定初始叶片
0 ( 1,2, ,5)ia i   的基础上，按照式(7)逐步更新叶片

型线，不断迭代就可以找到最优设计。式(9)、式(6)

及式(7)的计算均由Matlab程序代码实现。计算结果

如图 2、3所示。 

图 2 为优化迭代过程中泵的水力性能变化规

律，由图 2可以看出随着优化迭代次数的增加，泵

的效率逐渐变大，作用在叶片上的转矩和泵的扬程

逐渐减小，在迭代 6次之后，扬程、效率和转矩已

经趋于平稳，n=9 时该优化过程基本收敛。图 3 为
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迭代过程中 n=0，3，6，9 时的叶片型线。n=0 为

给定的初始直叶片的形状，n=9 时的叶片形状为最

终优化设计结果，随着叶轮叶片形状的不断优化，

叶片包角逐渐增大，叶片出口安放角逐渐变小，在

叶轮轴面形状不变的情况下，显然扬程会逐渐降低，

作用于叶片上的转矩也会降低，但叶轮内的流动分

离现象逐渐减弱，效率逐渐提高。 

 

图 2  迭代过程中泵的转矩、扬程及效率的变化 

 
图 3  迭代过程中叶片型线的变化 

该优化设计叶轮在不同工况下的水力性能与

现有水力模型的 CFD 模拟及试验结果的对比如图

4、5所示。图 4为已有水力模型和本研究提出的优

化方法得到叶轮的 H-qV 曲线的数值模拟与试验结

果的对比，图 5为已有水力模型和本研究提出的优

化方法得到叶轮的 η-qV曲线的数值模拟与试验结果

的对比。由图 4、5可以看出，已有的水力模型的数

值模拟结果与试验结果基本保持一致，其误差主要

在于湍流模型误差及数值方法误差，其数值计算结

果与试验结果趋势基本一致，因此该流场的模拟方

法可以用来进行目标函数的评估。优化设计叶轮的

扬程和效率在设计工况点均与已有较好的水力模型

的模拟结果基本一致，而且随着流量增大，优化设

计叶轮的扬程和效率均高于现有水力模型的扬程和

效率。图 6为本优化方法得到叶片型线与现有水力

模型的型线的对比，由图 6可以看出，本文方法得

到的叶片包角明显小于现有水力模型的叶片包角，

从图 2也可以看出，迭代 7～9次以后，泵的各项水

力性能基本趋于稳定，目标函数对设计变量的梯度

较小，由此也可知该设计参数下的叶片包角没有必

要设计得太大。从流动理论的角度分析为如果包角

继续增大，导致的正面效应(扩散及分离现象减弱)

和负面效应(沿程损失增大等)将相互抵消。 

 
图 4  现有水力模型和本文方法得到叶轮的 H-qV曲线 

 

图 5  已有水力模型和本文方法得到叶轮的 η-qV曲线 

以上计算结果表明，在假定叶轮轴面形状不变

的条件下，由给定的任意初始叶片形状，根据本研

究提出的不完全敏感性计算方法，沿着目标函数对

设计变量梯度的反方向不断地更新叶片形状，最终

均能得到性能较好的叶片型线。综上所述，将不完

全敏感性方法应用于低比转速离心叶轮的优化设计

是可行的，能在保证较好的优化效果的条件下大大

减少优化设计的计算量。 
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图 6  现有水力模型和本优化方法得到叶轮型线 

4  结论 

(1) 采用泰勒多项式方法对低比转速离心叶轮

二维圆柱叶片曲面进行参数化控制，依据该方法，

任意复杂的叶片曲面均可以表达为其在初始叶片形

状上的泰勒展开，算例计算结果表明该方法是有效的。 

(2) 提出采用不完全敏感性方法进行低比转速

离心叶轮优化设计，该方法在具有流动约束的形状

优化问题中计算目标函数对设计变量的梯度时，忽

略流道形状的扰动对流场的影响，因此每计算一次

梯度矢量只需要计算一次流场，大大减少了计算量。 

(3) 优化过程中，沿目标函数对设计变量的梯

度反方向不断更新叶片形状，直至结果收敛于目标

函数取极小值时的最优设计。迭代过程中效率逐渐

增大，额定流量点的扬程、效率、转矩逐渐趋于平

稳。优化结果与现有该参数水力模型的数值模拟及

试验结果的对比表明所提出的理论及方法是可行的。 

(4) 本算例中为简化模型，在叶轮轴面不变的

情况下对叶片型线进行优化，将作用于叶轮上的转

矩视为优化的目标函数，在后续研究中将考虑叶轮

轴面可变的全三维叶片优化，以满足额定流量及额

定扬程时的效率最高为优化目标。 
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