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神经网络在自由曲线插补中的应用研究
邬再新，李华兵

( 兰州理工大学 机电工程学院，兰州 730000)

摘要: 针对 NUＲBS 曲线插补中求导误差大、计算复杂等问题，提出了采用 ＲBF 神经网络对自由曲

线进行插补的方法; 并以弓高误差为约束条件，建立一个进给步长可变的神经网络数控插补模型。
另外根据曲线曲率的变化规律找出插补过程中的速度敏感点，在到达该速度敏感点之前将速度降

低到指定值，从而进行有效的速度规划。最后在 MATLAB 平台上进行仿真实验，结果表明，该模型

结构简单、计算量小、插补精度高，能够在保证加工效率和加工质量的同时降低柔性冲击。
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Ｒesearch on the Application of Neural Network in Free Curve Interpolation
WU Zai-xin，LI Hua-bing

( Institute of Mechanical and Electrical Engineering，Lanzhou University of Technology，Lanzhou 730000，
China)
Abstract: In order to solve the problem of large error derivation and complex calculation in NUＲBS curve
interpolation，the method of interpolating free curves by using ＲBF neural network is proposed． And a neu-
ral network numerical control interpolation model with variable feed step is established by using the bow
height error as the constraint condition． In addition，the velocity sensitive point in the interpolation process
is found out according to the change law of curvilinear curvature，and the speed is reduced to the specified
value before reaching the speed sensitive point，thus the effective speed planning is carried out． Finally，
the simulation experiment on the MATLAB platform shows that the model has the advantages of simple
structure，small calculation and high interpolation precision accuracy，which can reduce the flexible impact
while ensuring the processing efficiency and quality．
Key words: free curve; neural network; numerical control interpolation; S type acceleration and decelera-
tion

0 引言

自由曲线是指无法用数学公式表达，而是由一些
型值点用平滑曲线连接而成的曲线［1］。目前对于这类
曲线一般是采用 NUＲBS 曲线建模的方法，得到曲线的
数学表达式，再根据该数学表达式进行插补［2-4］。赵平
等［5］提出基于 NUＲBS 曲线插补方法对数控程序进行
后处理，用过合理选择基函数、控制点、权因子等参数
来实现拟合精度及进给速度的优化。王允森等［6］以抛
物线插值结合牛顿迭代法，提出一种新的 ＲUＲBS 曲线
插补算法。梁盈富等［7］运用 3 阶 NUＲBS 曲线实现对
自由曲线的插补运算，通过改进的 4 阶阿当姆斯微分
方程预估插补中插补参数，实现数据点的密化。但
NUＲBS 曲线建模法涉及的计算量大、求导误差大、且
比较复杂，对相关数学知识的掌握要求较高，这就在一
定程度上造成了插补的困难。

神经网络是一门活跃的边缘性交叉学科，它所具

有的并行运算能力可大幅度缩短插补运算时间，良好

的非线性逼近能力和自学习能力使之能对任意曲线及

空间离散点进行直接插补。现有的神经网络插补算

法［8］大多是针对特殊的曲线形式，如抛物线、双曲线

等，且都是以一个恒定的进给速度来进行研究，没有考

虑插补时进给速度的波动对最终插补结果造成的影

响。本文以 ＲBF( 径向基) 网络为基础，在对插补精度

分析时充分考虑弓高误差的影响，并结合 5 段 S 型加

减速策略，提出一种新的神经网络数控插补模型。

1 神经网络插补模型

1． 1 神经网络结构设计

ＲBF 网络属于三层前馈网络，由三部分组成: 一组

感知单元组成的输入层、计算节点的隐含层和计算节

点的输出层。输入层选 xi－1 、yi－1 、ΔL 三个节点，分别

为前一个插补点的坐标值和进给步长。传递函数为高



斯函数。输出层为两个节点，即下一个插补点的坐标
值 xi 、yi 。而 ＲBF 网络不需要人为确定隐含层神经

元的个数，这就最大限度的避免了人为主观假定对网
络预测结果造成的影响。神经网络结构如图 1 所示。

图 1 ＲBF 神经网络结构

确定了网络的结构之后，需要获取一组样本数据
对该神经网络进行训练。对于自由曲线，可用已知的

一些型值点作为神经网络的输入样本。

1． 2 ＲBF 网络模型的学习算法

ＲBF 网络的学习要求解 3 个参数: 径向基函数的

中心 ci 、宽度 σi 、隐含层到输出层的权值。网络的学

习算法一般包括确定径向基函数的中心和径向基函数
权值学习调整两个阶段。

本文以自组织选取中心算法和最小二乘法来求解

这 3 个参数。具体步骤如下:

( 1) 网络初始化。随机的选择 h 个训练样本作为

聚类中心 ci ( )k ( i = 1，2，． ． ． ，h ; k 为迭代次数) 。
( 2) 计算输入的所有样本与聚类中心之间的距离

xj － ci ( )k ( i = 1，2，． ． ． ，h ; j = 1，2，． ． ． ，n ; n 为

输入样本的个数) 。
( 3) 将输入的所有训练样本按最近邻规则进行分

组。即当 i x( )
j = min xj － ci ( )k ( i = 1，2，． ． ． ，h ;

j = 1，2，． ． ． ，n ) 时， xj 被 归 为 第 i 类，即 xj ∈
θi ( )k ( θi ( )k 为第 i 个聚类域) 。

( 4) 重新调整聚类中心。

ci k +( )1 = 1
ni
∑

x∈θi( )k
x ( 1)

式中，i = 1，2，． ． ． ，h ; ni 为第 i 个聚类域 θi ( )k 当中

所包含的样本个数。
( 5) 如果 ci k +( )1 ≠ ci ( )k ，转到步骤( 2 ) ; 否则

聚类结束。
( 6) 求解方差 σi 。因为 ＲBF 神经网络的径向基

函数为高斯函数，所以方差 σi 可由下式求解:

σi =
cmax
2槡 h

( 2)

式中，i = 1，2，． ． ． ，h ; cmax 为所选取中心之间的最大

距离。
( 7) 计算隐含层和输出层之间的权值 ω。当确定

了径向基函数的中心 ci 和宽度 σi 之后，隐含层至输出

层之间的输出权值就可以采用最小二乘法直接计算得
到。计算公式为:

ω = exp h
c2max

xj － ci( )2 ( 3)

式中，j = 1，2，． ． ． ，n ; i = 1，2，． ． ． ，h。

2 步长 L 的选取

2． 1 进给速度约束的步长

根据编程提供的进给速度 F0 ，将给定轮廓曲线细

分成许多微小直线段，即轮廓步长，且每个插补运算周
期只计算一次。因此，由进给速度 F0 和插补周期 T 确

定的轮廓步长为:
Ln = F0T ( 4)

2． 2 轮廓误差约束的步长

用神经网络建立的插补模型进行插补时，不存在
弦长误差，只存在用直线逼近曲线时产生的弓高误差，

即轮廓误差。图 2 中，Ei 为弓高误差，ρi 为曲率半径，

Li 为进给步长。

图 2 圆弧近似弓高误差分析图

根据其几何关系有:

Ei = ρi － ρ2i － Li( )2槡
2

( 5)

假设机床加工所允许的最大弓高误差为 Emax ，由

式( 4) 可得在该误差约束条件下的进给步长为:

Li = 2 ρ2i － ρi － E( )
max槡 2 ( 6)

3 速度规划和前瞻控制

3． 1 自适应区域分析

对弓高误差进行分析，并将分析结果引入到插补
步长变化控制当中，使插补步长能够根据曲率的变化
进行自适应的调整，但同时也不可避免的造成进了给
速度的频繁波动。随着曲线曲率的增大，当速度以 F0

插补出的点无法满足精度要求时，速度就会由 F0 下降

为由最大弓高误差约束下的进给速度 F1 。F0 与 F1 之

间的数值差距会引起速度的突变，引起过大的进给加
速度。而过大的加速度将给机床带来巨大冲击，甚至
产生破坏，因此必须在插补中考虑加减速的问题。

3． 2 加减速规划

根据以上对自适应区域的分析，文章采用简化后
的五段 S 曲线加减速控制算法，将自适应区域的速度
规划为加减速段、减减速段、匀速段、加加速段和减加
速段［9］，如图 3 所示。

以进入自适应区域之后的减速阶段为例进行分
析，如图 3 所示，其速度曲线为二次抛物线，加速度曲
线为线性直线，加加速度曲线为常数直线。从图 3 可
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以看出，整个减速过程可以分为两部分: 加减速段和减
减速段。以加减速过程为例，设该过程的速度方程为:

V1 ( )t = a0 + a1 t + a2 t
2 ( 7)

对速度方程分别求一阶、二阶导数，可得到加速
度、加加速度方程:

A1 ( )t = a1 + 2a2 t ( 8)

J1 ( )t = 2a2 ( 9)

设减速过程的开始时刻为 0，起始速度为 Vs ，终止
速度为 Ve ，最大加速度为 A，最大加加速度为 J。加减
速阶段的时间为 0 ～ t1 ，减减速阶段的时间为 t1 ～ t2 ，
其中 t1 既是加减速阶段的终止时刻，也是减减速阶段
的开始时刻。

图 3 5 段 S 型加减速

结合图 3 对减速过程进行分析可得，当 t = 0 时，
速度为 Vs ，加速度为 0，加加速度为 － J，即:

V1 ( )0 = a0 + a1 t0 + a2 t
2
0 = Vs

A1 ( )0 = a1 + 2a2 t0 = 0
J1 ( )0 = 2a2

{
= － J

( 10)

对方程组( 10) 进行整理，可得出各项系数: a0 =

Vs ，a1 = 0 ，a2 = － J
2 。

因此，加减速段的速度方程为:

V1 ( )t = Vs －
J
2 t2 ( 11)

当 t = t1 时，减 速 过 程 可 达 到 最 大 加 速 度 值，
A1 t( )

1 = － Jt1 = － A ，得:

t1 = A
J ( 12)

同理，可推导出减减速段的速度方程为:

V2 ( )t = Ve + 2A2

J － 2At + J
2 t2 ( 13)

因为整个减速段的速度曲线是连续的，所以有:
V1 t( )

1 = V2 t( )
1 ( 14)

将式( 11) ～ 式( 13) 代入式( 14) 得:

Vs － Ve = A2

J ( 15)

设整个减速阶段的速度变化量为ΔV ，有ΔV = Ve －

Vs 。分析可知，只 有 当 ΔV = A2

J 时，插 补 运 算 才 能

达到机床的最大加速度和最大加加速度。若 ΔV ＜
A2

J ，则加速度无法达到最大值 A。设此时达到的加速

度为 Ak ，由式( 15) 可得:

Ak = J Δ槡 V ( 16)

若 ΔV ＞ A2

J ，则加加速度无法达到最大值 J，设

此时达到的加速度为 Jk ，由式( 12) 可得:

Jk = A2

ΔV
( 17)

因此在推导加减速段和减减速段的速度方程时，

首先应根据 ΔV 与
A2

J 的关系，计算加减速段、减减速段

能达 到 的 最 大 加 速 度 和 最 大 加 加 速 度，然 后 由 式
( 11) 、式( 13) 分别求出加减速段和减减速段的速度方
程。同理可求出加速过程中加加速段和减加速段的速
度方程。
3． 3 前瞻控制

前瞻控制的目的是为了在到达速率敏感点之前将
速度降到由弓高误差约束下的速度值［10］。首先对整
条轨迹进行快速预插补，并在此过程中完成曲线曲率
的计算、速率敏感点的识别。对于五段 S 型加减速阶
段，其前瞻距离的计算包括加减速阶段和减减速阶段
的位移距离。对式( 11 ) 积分可得加减速段的位移曲
线方程:

S1 ( )t = S0 + Vs t －
J
6 t3 ( 18)

因此，加减速段的位移距离为:
L1 = S t( )

1 － S( )0 ( 19)

同理可得减减速段的位移距离 L2 ，故减速段的位
移量为:

Ld = L1 + L2 ( 20)

得到减速距离 Ld 后，以速率敏感点为起点向前寻
找插补点 m ，其对应的路径 Lm 应满足 Lm ≥ Ld ，则插
补点 m 即为减速起始点。

4 仿真实验与分析

为了验证上述神经网络插补模型的有效性，在
MATLAB 平台上进行仿真测试。为了使结果直观，好
做比较，本文选择正弦曲线为例进行仿真计算。预设
参数为: 插补周期和采样周期为 T = 2ms ，仿真时的编
程速度为 F0 = 70mm /s ，允许的最大加速度为 Amax =
50mm /s2 ，允许的最大加加速度为 Jmax = 250mm /s3 ;
最大弓高误差设定为 εmax = 2μm。采用简化后的 5 段
S 型加减速控制算法，选取曲线上的一组型值点作为
训练样本，对模型进行训练; 以训练后的模型输出作为
刀具轨迹点。
4． 1 轮廓误差分析

当只考虑由进给速度和插补周期约束下的进给步
长，而不考虑轮廓误差控制时，应用 ＲBF 神经网络算
法对上述参数设置的曲线进行仿真插补，得到的弓高
误差曲线如图 4 所示。从图 4 可以看出，当以恒定的
进给速度对曲线进行插补时，由于进给速度和插补周
期不变，导致插补步长为定值; 而当曲线曲率增大时，
插补步长无法进行自动调节，弓高误差也会随之增大。
图中的两个波峰相对应于 sin 函数曲线两个曲率较大
的位置。图 4 中的最大弓高误差为 2． 4μm，已超过预
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先设定的最大弓高误差允许值。
采用本文提出的神经网络插补算法对上述参数设

置的曲线进行仿真测试，得到弓高误差曲线，如图 5 所
示。从图 5 可以看出，由于充分考虑了轮廓误差控制，
最大弓高误差被很好的控制在 2μm 以内。在曲线曲
率发生较大波动时时，模型能够根据曲率的变化对插
补步长进行相应的调整，从而保证弓高误差始终小于
设定的最大弓高误差。

图 4 弓高误差曲线

图 5 弓高误差曲线

4． 2 速度和加速度分析

仿真得到的速度、加速度曲线如图 6、图 7 所示。
从图 6、图 7 可以看出，在整个插补过程中，速度、加速
度保持平稳，保证了零件的表面质量和加工效率。图
8 为局部速度曲线，从图中可以看出，在插补过程中，
速度曲线变化平滑，实现了平滑无冲击的进给过程。

图 6 速度曲线

图 7 加速度曲线

图 8 局部速度曲线

5 结束语

文章对神经网络技术在自由曲线插补当中的应用
进行了研究，得到如下结论:

( 1) 利用本文构建的神经网络模型对自由曲线进
行插补时，只需知道待加工曲线上的一部分型值点，并
且不涉及求导等复杂的数学推导，具有原理简单、计算
量小、插补精度高和插补速度快等优点。

( 2) 通过对弓高误差进行分析，推导出在最大弓
高误差约束条件下的插补步长; 并结合 5 段 S 型加减
速控制策略，使整个插补过程中的速度和加速度保持
平稳，实现了数控机床平滑、无冲击的进给过程，最大
限度的平衡了进给速度和加工精度之间的矛盾。
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