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凝固过程小晶面枝晶生长的相场法模拟研究进展
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摘 要：基于 Eggleston 等人提出的小晶面枝晶生长的相场模型，阐述了国内外采用相场法模拟小晶面枝晶生长的

研究现状，对不同的模拟结果进行了分析讨论。 结果认为，相场模型的取值还存在较大的人为因素，需要设计相对理想、

简单并且可以控制的试验，确定相场参数和实际材料及环境参数的精确联系，避免计算的人为因素，保证模拟结果的精

确性。

关键词：相场法；各向异性；小晶面

中图分类号：TG113 文献标识码：A 文章编号：1000-8365(2014)05-0867-04

Research Progress of Phase-field Method Simulation for Faceted Dendritic
Growth in Solidification Process
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Abstract： Based on the phase-field model of faceted dendritic growth which proposed by Eggleston et al, the domestic and
overseas research status of faceted dendritic growth were expounded using phase-field simulation, and the different
simulation results were discussed. The results show that the evaluation of phase field model has major man-made factors,
which need relative ideal, simple and controllable experiments in design, so as to determine the accurate contact of
phase-field parameters, actual materials and environment parameters, avoid the man-made factors in calculation, ensure the
accuracy of the simulation results.
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枝晶作为铸件最基础的组织形态，其结构、形貌

和成分的变化受众多因素的影响。 由于用实验的方

法来研究铸件中枝晶的生长规律有时间周期长、经

济效益低、工作量过大等弊端，使得传统的实验方

法不能满足社会经济发展的需要。 随着计算机技术

的快速发展及凝固理论和数值模型的不断完善，使

得采用数值模拟的方法来研究枝晶的生长 规律越

来越受到人们的重视[1]。
相场法作为 一种被广泛 接受的模拟 凝固过程

微观组织演化和控制的方法， 自上世纪 80 年代提

出以来便倍受关注 [2-6]。 相场法以 Ginzburg-Landau
理论为基础，引入相场变量 Φ(x, t)来表示系统在空

间 / 时间上每个位置的物理状态(液态或固态)；其中

x 为空间变量， t 为时间变量。 Φ=1 表示固相，Φ=0

或 Φ=-1 表示液相， 在固液两相区，Φ 值在 0～1 或

-1～1 之间连续变化，无量纲。
对于立方晶系金属 / 合金， 其凝固过程相场模

型的界面能表示为：

ε(θ)=ε軈[1+γεcos4(θ-θm)] (1)
式中，γε 为无量纲的各向异性强度；θ 为界面法相与

特定方向的夹角；ε軈为常数，其值由界面能、界面厚度

及熔点决定；θm 为最先失去取向的方向。
界面处平衡态时的 Gibbs-Thomson 方程[7]：

(ε(θ)+εθθ)κ=f L- f S=1-15γεcos4(θ) (2)
其中，f L、 f S 分别为固相和液相的自由能密度，κ 为界

面曲率。当 f L- f S>0，即在 γε < 1/15 的情况下，称为弱

的各向异性强度， 凝固界面二维形式表现为连续光

滑曲线；然而当 γε>1/15，即在强的各向异性条件下

时，使得方程(2)左侧为负值，为了使得固相晶体的

能量最低，某些高能量的取向方向就会消失，这时就

会出现所谓的失去取向的现象， 表现在 Wulff 结构

图上就是出现耳朵状封闭区域，如图 1。 这种位于平

整界面之间的耳朵状区域使得原始的相场法模型变
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图 1 强各向异性条件下枝晶形貌的 Wulff 结构
Fig.1 Wulff construction of dendrite morphology

under high anisotropy

图 2 γε=0.20 时 ε-1(θ)的极图
Fig.2 Polar plot of ε-1(θ) when γε=0.20

ε-1

-θm
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得不可用， 相场模型的有效模拟是将该区域移去后

所获得的模拟结果。 本文将强的界面能各向异性引

入到相场模型中， 探讨了不同的小晶面枝晶生长的

模拟结果，提出了该领域进一步的研究方向。

1 小晶面枝晶的相场模型

本文基于 Warren 等提出的二元合金等温凝固

相场模拟，在该模型中，温度场的变化被忽略。 通过

引入熵函数来建立模型[7]：

s= 乙s(准, e, c)- ε2

2 |荦准|2)dx3 (3)

式中，s 代表热力学熵密度，e 是内能密度，c 为溶质

B 在溶剂 A 中的浓度。 通过要求熵密度函数 s(0, e,
c)和 s(1, e, c)在固 / 液相中有相同形式，忽略凝固过

程中体系的体积变化， 可获得相场及溶质场控制方

程：
坠准
坠t =M准{荦·ε2荦准-[(1-c)HA+cHB]} (4)

坠c
坠t =荦

·Dc[荦c+ vmR c(1-c)(HB-HA)]荦准} (5)

式中，HA 为相场参数，可定义为如下形式：

HA=WAg'(准)+30g(准)LA( 1T - 1
T
A

m

) (6)

HB 和 HA 有相同形式。 MΦ 为与界面动力学相关

的无量纲参数，定义如下：
MΦ=(1-c)MA+cMB (7)

式(5)中，Dc 为溶质扩散系数，定义如下：
Dc=Ds+p(Φ)(Dl-Ds) (8)

式中，Ds 和 Dl 分别 为固相和液 相中 的 溶 质 扩 散 系

数。 将上式中 p(Φ)定义为：
p(Φ)=Φ3(10-15Φ+6Φ2) (9)

当 Φ=1、0 时，p(Φ)分别对应于液相和固相。 在

式(6)中，将 g(Φ)定义为双势阱函数，分对应 Φ=1、0
时取极小值，其形式如下：

g(准)=准2(1-准)2 (10)
通过求解固、液共存的相场模型方程，可获得计

算参数 WA,B、MA,B、 与合金材料热物性参数间的关系

为：

MA= (T
A

m )
2
β
A

6 2姨 L
A
δ
A (11)

WA= 3σ
A

2姨 T
A

m δ
A (12)

ε軈2= 6 2姨 σ
A
δ
A

T
A

m

= 6 2姨 σ
B
δ
B

T
B

m

(13)

而 MB、WB 具有与 MA、WA 相同形式。 其中 T
A

m 为纯物

质 A 的 熔点，β 为界面 动力学系数，LA 为纯物质 A
的结晶潜热，δ 为界面厚度，σ 为表面能。

图 2 为 γε=0.20 时 ε-1(θ)的极图。 可以发现，当

γε>1/15 时，在 1/ε 的极图上就表现为向内部的抛物

线状的凹陷，在这部分内凹的区域各向异性消失，基

于极图上的内凹区域处于不稳定或是亚稳定状态，
使得相场模拟过程表现不连续。 通过确定内凹区域

的夹角， 可以获得各向异性消失的范围。 同时，在

1/ε 极图右边的切线处，其横坐标值达到极值：

d
dθ ( 1

ε(θ) cosθ)=0 (14)

解方程得 θ=θm [8]。
为使相场法模拟具有有效性， 需对界面能进行

如下校正[8]：

ε%=
ε(θ) (π2 i+θm)≤|θ|≤π

2 (i+1)-θm

ε(θm)cosθ
cos(θm)

(π2 i-θm)≤θ≤(π2 i+θm)

≤
≤
≤
≤
≤≤
≤
≤
≤
≤
≤≤
≤

(15)

上式中i 取 0~3 之间的整数，在此只讨论 i 取 0 的情

形。 通过联立方程(5)、(7)，可得相场模型的修正形式

为：

当 θm≤|θ|≤π
2 -θm 时

FOUNDRY TECHNOLOGY
Vol.35No.5
May. 2014868· ·



王智平, 等:凝固过程小晶面枝晶生长的相场法模拟研究进展

准M准=[ε軈2η2荦2准-(1-c)HA-cHB)]+ε軈2ηη′[sin(2θ)(准yy-准xx)

+2cos(2θ)准xy]-(1/2)ε軈2[η′2+ηη″]×[2sin(2θ)准xy

-荦2准-cos(2θ)(准yy-准xx)] (16)
当 |θ|≤θm 时

准M准=[ε軈2η2荦2准-(1-c)HA-cHB)]+( ε(θm)
cos(θm)

)2准xx (17)

2 小晶面枝晶生长模拟研究进展

早期模拟二元合金凝固微观组织的相场模型以

Wheeler 等人提出的 WBM 模型[9]，以及 Kim 等人提

出的 KKS 模型[10,11]最为典型，其在模拟各种类型非

小晶面枝晶生长过程中均表现出强的适应性， 被研

究者广泛接受。
2001 年，Eggleston 将界面能的校正形式应用于

相场法模拟模型， 使得相场模型可以成功模拟强各

向异性条件下的小晶面枝晶生长。 Suzuki 利用该校

正模型模拟了 Si-Ni 二元合金小晶面枝晶生长，如

图 3 [12]。 其中，过冷度 ΔT=80 K 时可以发现，枝晶生

长尖端曲率效应消失， 界面前沿的变化不再是光滑

连续形式，而在枝晶生长根部界面变得不稳定，产生

棱角状的非连续形貌。 图 4 为实验获取深过冷条件

下Si 的小晶面枝晶生长形貌[13]，可以发现，界面前沿

呈现棱角状非连续结构， 枝晶根部产生明显的颈缩

效应及断裂效应，对比相场法模拟结果表明，改进模

型后的相场模型预测小晶面枝晶生长在定性上具有

有效性。
图 5 为 作 者 利 用 Eggleston 的 校 正 模 型 模 拟

Si-Ni 合金的小晶面枝晶生长形貌。 其中，各向异性

强度系数为 γε=0.15，过冷度为 ΔT=35 K。 可以发现，
晶体生长呈现棱角状树枝晶，枝晶尖端尖锐，曲率效

应消失，固 / 液界面为粗糙不平整的锯齿状界面，为

典型的小晶面树枝晶生长形态。 由于 Si-Ni 合金溶

质分配系数小于 1， 枝晶生长过程溶质分布出现了

反偏析的现象， 界面处溶质浓度高于最早结晶的枝

干部分的溶质浓度， 而溶质的最高浓度分布在二次

枝晶间。
此外，J.M.Debierre 等人也提出了另外一种强各

向异性条件下小晶面枝晶的界面能的校正模型 [14]，
模型研究了针状枝晶的小晶面生长； 并提出了一种

小晶面针状枝晶生长的近似解析理论。 Uehara 等[15]

模拟了 Ni 在强动力学各向异性条件下的二维小晶

面枝晶生长， 讨论了各向异性对枝晶形貌及尖端稳

态 行 为 的 影 响，模 拟 结 果 与“Wulff”形 貌 较 好 的 吻

合。 Kasajima 等[16]将小尺寸固 / 液界面极限运用到

相场模型中，模拟了过冷 Si 溶体凝固过程中的小晶

面枝晶生长， 模拟结果与 Gibbs-Thomson 关系基本

近似。 张国伟等[17]研究了纯 Ni 在强动力学各向异性

和高界面能各向异性作用下的小晶面枝晶的演化，
发现当过冷度发生变化时， 晶体生长速率由热扩散

控制转变为界面动力学系数控制。 王锦程等[18]讨论

了水杨酸苯酯小晶面晶体生长的三维形态， 表明在
图 3 Si-20%Ni 合金小晶面枝晶形貌

Fig.3 Faceted dendritical morphology of Si-20%Ni alloy

图 4 深过冷条件下 Si 的小晶面枝晶形貌
Fig.4 Faceted dendritical morphology of Si
under the condition of high undercooling

(a) 相场形貌 (b) 溶质场分布

图 5 小晶面枝晶模拟结果
Fig.5 Simulation results of faceted dendrite

小晶面晶体形貌成型前期过冷度和生长速率是非线

性的， 而在小晶面晶体形貌成型后的生长阶段过冷

度和生长速率表现为线性关系。

3 结语

（1）相场法基于确定形核模型，模拟单个晶粒界

面形态及凝固特征参数较为准确， 但在实际金属凝

固过程中，晶粒生长受到影响因素较多，会存在非小

晶面生长向小晶面生长的转变。因此，需建立统一的

相场模型能模拟其转变过程。
（2）在已有的小晶面枝晶生长的相场模型中，通

常仅考虑各向异性作用下的生长形式； 而其他因素
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如浓度、过冷度、外场等作用被忽略。 模拟多场耦合

条件下的凝固微观组织势在必行。
（3）相场模型的取值还存在较大的人为因素，需

要设计相对理想、简单并且可以控制的试验，确定相

场参数和实际材料及环境参数的精确联系， 避免计

算的人为因素，保证模拟结果的精确性。
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