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4 结论

本系统利用凸轮实现太阳视日轨迹跟踪， 其机构

设计简单、实用。 整个系统实现一个驱动、两个方向运

动，不仅简化了控制电路结构，而且降低了装置的制作

成本。 对于非聚焦的太阳光伏发电系统的方向跟踪而

言,性价比高是设计制造跟踪系统应该追求的目标。 研

究表明该系统可以很好地实现对太阳运动的跟踪，可

进一步为太阳能的利用提供有力支持。
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椭 圆 齿 轮 齿 根 过 渡 曲 线 拟 合

□ 刘永平 □ 王 鹏 □ 县喜龙
兰州理工大学 机电工程学院 兰州 730050

摘 要：针对用折算齿形法绘制椭圆齿轮的齿廓时生成齿根过渡曲线的问题，提出了利用齿形渐开线上的等分点拟

合齿根过渡曲线的方法，拟合了每个齿的左右齿廓齿根过渡曲线，解决了齿根过渡曲线的问题。 该方法对提高椭圆齿轮的

齿根弯曲强度提供了一种设计方法，并对电火花线切割加工的编程能有所指导。
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一对相互啮合的椭圆齿轮，因其机构紧凑、传动平

衡、 能实现单向循环变速运动和一定要求的变 速传

动［1~4］，在许多机械动力机构中都有应用并且在工业上

的应用越来越广， 故对椭圆齿轮的设计与加工有了更

高的要求 ［5,6］。 目前，生成非圆齿轮齿廓的方案一般有

两种， 一种是模拟实际加工的过程， 用展成运动通过

VC 等来获得包络后的齿廓数据，并提取其齿廓数据至

AutoCAD（CAXA）等 软 件 中 对 数 据 进 行 处 理，然 后 在

UG（Pro/E）等软件中生成三维模型，并对其进行运动仿

真，或在 ANSYS（ADMAS）中进行动力学分析。 另外一

种方法是用折算齿形法来绘制非圆齿轮的渐开线齿廓。
本文对生成椭圆齿轮齿廓的第二种方法进行了研究。

1 椭圆齿轮设计的理论基础

1.1 椭圆齿轮的节曲线设计

椭圆齿轮的节曲线是比较常见的封闭型节曲线，
如图 1 所示， 当 椭圆齿轮 的回转中心 在左焦点上 O
时，椭圆的极坐标方程为：

γ= a（1-e2）
1-ecosθ

（1）

式中：a 为椭圆长半

轴 ；b 为 椭 圆 短 半

轴 ，b =a 1-e2姨 ；e
为 偏 心 率 ；θ 为 椭

圆向径与 X 轴的夹

角。
圆齿轮的轮齿

在分度圆上位置是可以任意分布的， 但非圆齿轮的轮

齿不能随意分布， 由于其两个相互啮合的非圆齿轮的

节曲线的切点位置是一一对应的 ［7］，因此必须保证轮

齿在非圆齿轮节曲线上均匀分布， 即椭圆齿轮的轮齿

须均匀地分布于其节曲线上。不失一般性，假设椭圆齿

轮的齿数为 z，模数为 m，椭圆的节曲线的周长为 L，即

此三者必须满足：

L=
2π

0乙 γ2+ dγ
dθ乙 乙

2

姨 dθ=πmz （2）

1.2 椭圆齿轮齿廓的数学模型

非圆齿轮的齿廓形状可由齿形渐屈线的渐伸线来

确定，而渐伸线可以由作图法获得，其理论基础为根据

渐屈线的求长法来确定渐伸线。 但非圆齿轮节曲线的

曲率中心和齿形渐屈线的曲率中心没有公共轨迹，因

此齿形渐屈线不可能是齿轮节曲线的法向等距线，所

b
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▲图 1 椭圆齿轮节曲线
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▲图 2 折算齿形法绘制椭圆齿轮齿廓
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以 求 齿 形 的 渐 屈 线 并 用 数 学 方 程 量 化 的 描 述 有 困

难［8］。 故采取相对于上述齿形渐屈线的渐伸线较为简

单的折算齿形法来绘制椭圆齿轮的齿廓。
椭圆齿轮的齿形较渐开线圆齿轮要复杂得多，因

为其任意一轮齿其左右齿形是不相同的。 用折算齿形

法生成椭圆齿轮的渐开线齿形的数学 模型如图 2 所

示。 图中：O 为椭圆齿轮节曲线中心也是坐标系 YOX
的坐标原点；ρ 为折算齿形轮齿节曲线的曲率半径；O1

既是 ρ 的端点， 又是坐标系 Y1O1X1 的坐标原点；A 为

折算齿形渐开线 4 上任意一点；B 为渐开线齿形 4 在

A 点的法线与基圆 6 的交点；C 为渐开线齿形的起点；

μ 为 O1C 与 O1B 的夹角；β 为 X 轴与 O1B 的夹角；m、n
分别为坐标系 Y1O1X1 的原点在坐标系 YOX 中的横、
纵坐标；1 为椭圆齿轮的节曲线，2 为齿顶曲线，3 为折

算齿形的左侧渐开线，4 为折算齿形的右侧渐开线，5
为曲率圆，6 为基圆，7 为齿根曲线。

对于渐开线右齿形 4 的方程在坐标系 Y1O1X1 中

可描述为：

xR=O1Bcosβ+BAcos π
2 -β0 0

=O1B（cosβ+μsinβ）

yR=O1Bsinβ+BAsin π
2 -β0 0

=O1B（sinβ+μcosβ

0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
00
0 ）

（3）

坐 标 系 Y1O1X1 中 的 坐 标 可 以 通 过 变 换 矩 阵 M01

转换至坐标系 YOX 中，即：

x
y

1
1
1
1
1
1
11
1

1
1
1
1
1
1
11
11
=M01

x1
y1
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1
1
1
1
1
11
1

1
1
1
1
1
1
11
11

（4）

M01=
1 0 m
0 1 n
0 0
0 0

1
（5）

2 齿根过渡曲线的设计

齿根的过渡曲线对齿轮的啮合性能没有影响，当

用滚刀或齿条刀加工渐开线齿轮时， 齿根过渡曲线会

自然生成［9］，但其对齿轮的齿根强度和寿命影响很大。
如图 2 所示，从渐开线的起点 C 至椭圆齿轮的齿根曲

线是没有渐开线的，即每一个折算后的轮齿，其基圆内

无渐开线，故用折算齿形法绘制齿廓齿根过渡曲线，有

时候是无法生成的， 只能通过拾取已得到的渐开线上

的数据来拟合，理论上只要拾取的数据足够多，采取的

方法合理，那么拟合的曲线就会有足够的精度。
在图 2 中提取 折算齿形渐 开线 3、4 上 的 点 见 表

1，用其坐标点拟合的曲线如图 3、4 所示。
图 3 中 3xy 为 15 个提取的样本点，quadratic 为二

次拟合曲线：

y1=-0.078 8x2+2.7x-12.3 （6）
cubic 为三次拟合曲线：

y1=0.009 68x3-0.548x2+10.5x-54.5 （7）
图 4 中 4xy 为 15 个提取的样本点，quadratic 为二
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数据序号 A1 B1 C1 D1

1
R -0.009 36 0.712 6 -17.31 134.3
L 0.009 36 -0.712 6 17.31 -134.3

2
R 0.008 08 -0.258 1.31 16.5
L 0.014 55 -0.940 4 20.18 -136.2

3
R 2.166 1 -109.62 1 850.3 -10 407
L 0.009 68 -0.548 10.5 -54.5

4
R 52.462 -1 862.3 22 039 -86 927
L 0.077 7 -2.45 26.5 -82.1

5
R -3.555 54.45 -275 474.9
L 0.388 -4.55 19.2 -10.7

6
R -1.27 -2.2 -3.01 16.9
L 3.33 26.7 73.4 87.6

7
R -0.157 -3.41 -25.7 -49.9
L -846.4 -23 171 211 430 -643 070

8
R -0.043 47 -1.781 -24.9 -103.6
L -4.951 2 -213.79 -3 078.8 -14 777

9
R -0.018 83 -1.09 -21.17 -127.4
L -0.081 55 -4.024 -72.77 -416.9

10
R -0.011 54 -0.814 -18.78 -137.6
L 0.006 224 0.549 14.32 117.8

表 2 实例 1 拟合曲线的系数

数据序号 3x 3y 4x 4y

1 13.839 11.381 16.368 9.057

2 14.127 11.668 16.63 9.368

3 14.449 11.918 16.852 9.71

4 14.789 12.142 17.046 10.068

5 15.144 12.342 17.216 10.438

6 15.509 12.523 17.365 10.818

7 15.883 12.685 17.495 11.204

8 16.264 12.83 17.607 11.596

9 16.651 12.958 17.703 11.992

10 17.042 13.072 17.783 12.391

11 17.438 13.17 17.847 12.794

12 17.836 13.255 17.898 13.198

13 18.238 13.325 17.935 13.604

14 18.641 13.383 17.958 14.011

15 19.046 13.429 17.969 14.418

次拟合曲线：

y1=2.179 8x2-72.037x+604.42 （8）
cubic 为三次拟合曲线：

y1=2.166 1x3-109.62x2+1 850.3x-10 407 （9）
通过上述图形可知， 其拟合曲线采用三次拟合曲

线方程较为合理。
用折算齿形法绘制齿廓时，从图 5 中可看到，在椭

圆齿轮节曲线上不同点处，随着曲率半径的变化，渐开

线至齿根曲线的距离是变化的， 其趋势为随着曲率半

径的增加， 折算齿形渐开线的起点至齿根曲线的距离

在减小，这在用折算齿形法绘制三阶椭圆时尤为明显，
如图 6 所示。

因为圆齿轮 分度圆大于 基圆而齿顶 圆大于齿根

圆，但基圆和齿根圆的大小关系则不一定［10］。基圆直径

和齿根圆直径分别为：
Db=mzcosα （10）
Df=m［z-2（ha

*+c*）］ （11）

式中：ha
* 为齿顶高系数，一般为 1；c* 为顶隙系数，一般

为 0.25；α 为刀具齿形角，一般为 200。
当满足：Df≥Db，即：

z≥ 2（ha
*+c*）

1-cosα
（12）

将参数代入式（12）得：z≥41.454，即 z≥42 时，用

折算齿形法可以得到整个齿廓曲线。

3 实例计算与说明

以椭圆齿轮为例。
实例 1： 当各参数为椭圆长半轴 a=21.046 1 mm、
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▲图 5 椭圆齿轮折算齿形渐开线
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▲图 6 三阶椭圆齿轮折算齿形渐开线

注：图中 1 为用折算齿形法生成的齿廓，2 为三阶椭圆齿轮节曲

线，3 为齿根曲线，4 为齿顶曲线。

注：1~10 为用折算齿形法绘制的部分齿廓，11 为椭圆齿轮齿根

曲线，12 为节曲线，13 为齿顶曲线。

表 1 渐开线 3、4 的坐标点/mm

O
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短半轴 b=16.836 9 mm、偏心率 e=0.6、模数 m=2 mm、
齿数 z=19 时， 如图 5 由对称性只须拟合 X 轴上方轮

齿的数据即可，用上述方法拟合的三次曲线方程为：

y1=A1x3+B1x2+C1x+D1 （13）
式中：A1、B1、C1、D1 为 20 维的列向量矩阵数据，见表 2，
表中 1~10 为图 5 中轮齿序号 , R、L 为其对应齿的 左

右齿廓。
实例 2：当各参数为椭圆长半轴 a=30 mm、短半轴

b=24 mm、偏心率 e=0.6、模数 m=2 mm、齿数 z=28 时，
由对称性知只须绘制 8 个齿形即可，其顺序如图 7 所

示，用上述拟合方法得到三次拟合曲线方程为：

y2=A2x3+B2x2+C2x+D2 （14）
图中，1~8 为折算齿形法生成的齿廓，9 为三阶椭

圆齿轮齿根曲线，10 为节曲线，11 为齿顶曲线，A2、B2、

C2、D2 为 20 维的列向量矩阵数据，见表 3。 表中 1~8 为

图 7 中轮齿序号, R、L 为其对应齿的左右齿廓。
在 Pro/E 中通过调节渐开线与拟合曲线的曲率，

使两者的曲线曲率能平滑过渡， 得到的椭圆齿轮三维

模型如图 8 所示。

4 结论

（1） 通 过 作 图 与 计

算得到， 当折算齿数大

于 41 时，非圆齿轮的齿

廓皆为渐开线。

（2） 提 出 了 用 折 算

齿形渐开线的点来拟合

齿根过渡曲线， 并做了

验证。通过作图得知：有的齿根曲线的拟合即使用上述

三次曲线方程也得不到满意的结果， 但有时轮齿左右

齿廓的拟合曲线中有一条是较为合理的， 这时可通过

曲率半径的镜像得到另一条拟合曲线， 从而代替不理

想的拟合曲线。 用这种方法来获取齿根过渡曲线计算

量比较大，拟合曲线较复杂。

（3） 通过其曲线曲率来控制， 使拟合曲线与折算

后的渐开线能平滑过渡， 消除齿廓曲线的奇点比较复

杂费时。

（4） 这种拟合过渡曲线的方法可用于高 阶椭圆

齿根过渡曲线的生成。

（5） 齿廓曲线方程给线切割加工的编程能有所指

导。
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▲图 7 实例 2 椭圆齿轮

折算齿形渐开线

实例 1 三维模型 实例 2 三维模型

▲图 8 椭圆齿轮三维模型

数据序号 A2 B2 C2 D2

1
R -0.007 86 0.800 1 -26.49 285.6

L 0.007 86 -0.800 1 26.49 -285.6

2
R -0.004 39 0.523 6 -18.75 214.9

L 0.008 818 -0.837 2 26.29 -265.8

3
R -0.007 39 0.973 9 -35.3 -398.4

R 0.011 76 -0.989 6 27.83 -248.4

4
L 0.282 4 -19.03 428.8 -3 216

R 0.020 37 -1.413 33.08 -243.4

5
L 1.139 8 -61.06 1 091.7 -6 598.7

R 0.039 6 -2.084 37.28 205

6
R 27.43 -1 073.8 14 014 -60 961

L 0.121 5 -4.418 48.24 -167.3

7
R -7.471 156.3 -1 092 2 573

L 0.446 -6.77 35.8 -41

8
R -2.22 7.27 -10 30.2

R 2.22 7.27 10 -30.2

表 3 实例 2 拟合曲线的系数
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