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0 引言

提升系统中的异常振动 严重影响了 机电设备

的正常工作、提升钢丝绳的使用寿命、乘员的安全

与乘坐舒适性。 国内外对其安全问题都极为重视，
但由于提升系统工况特殊且复杂，尤其是因异常振

动和冲击导致的提升钢丝绳断绳安全事故仍频繁

发生，造成生命和财产的惨重损失。 因此，对于提升

系统性能的研究尤为重要。
本文应用 Hamliton 原理建立变长 度提升系统

钢丝绳的运动方程。 同时，设计出在预定的加速时

间内，既使系统达到预定的运动状态，又使其振动

大幅度减小的变结构控制算法，并运用 Matlab 对钢

丝绳的动态特性进行了仿真，验证了变结构控制算

法的可行性。
1 矿井提升系统的纵向振动模型

（1）提升系统的纵向振动

将提升系统简化为一端附有质量 m 的轴向受

力、运动的变长度绳子，如图 1 所示。 绳的单位长度

质量为 ρ，横截面积为 A，弹性模量为 E。 在运动过

程中，记绳长为 l（t），绳上 x（t）处的纵向振动位移为

w（t），v（t）=l（t）为提升系统的纵向 运动速度，a（t）=

v（t）为提升系统纵向运动加速度。

图 1 矿井提升系统模型

弦线上 x 处的位移向量 R 和速度向量 v
R＝｛x（t）+w［x（t），t］｝j （1）
v＝｛v（t）+［wt（t）+v（t）wx（t）］｝j （2）

式（2）中下标“t”、“x”分别表示对 t 和 x 的偏导

数。 在下面的公式中分别以 w、wt、wx 表示 w（x，t）、
wt（x，t）、wx（x，t）。

与重物连接处绳的位移向量 RC 和速度向量 vC
分别为

RC＝｛l（t）+w［l（t），t］｝j （3）
vC＝｛v（t）+wt［l（t），t］｝j （4）

同时假设：①绳子的 ρ、E 和 A 为恒定值；②不

考虑绳子横向振动的影响；③钢丝绳纵向振动引起

的变形相对于整个绳长来说很小；④忽略绳子的弯
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曲刚度、各种阻尼和摩擦力的影响。
（2）运动方程的建立

系统动能

T＝ 1
2 mvcovc｜x=l（t）+ 1

2 ρ
l（t）

0乙 VoVdx （5）

系统弹性势能

Ek=
l（t）

0乙 （Pωx+ 1
2 EAωx

2）dx （6）

其中 P 为弦线在静平衡状态下的张紧力， 其表达

式为

P=｛m+ρ［l（t）-x］｝gn （7）
系统重力势能

Eg=Ec-
l（t）

0乙 ρgnω（x，t）dx-mgnω（l，t） （8）

根据 Hamliton 原理
t1

t2乙δ（T－Ek-Eg）dt=0 （9）

边界条件

δω（0，t）=δω（x，t1）=δω（x，t2）=0
ω（0，t）=
乙

0
（10）

可以推导出变长度柔性提升系统的纵向振动方程

ρ（v+ωtt+vωx+v2ωxx+2vωxt）-Px-ρgn-EAωxx=0
m（v+ωtt）+ρv（v+ωt+vωx）-mgn+P+EAωx=0
式（11）为弦线在 x=l（t）处的边界条件，式（12）

为弦线的纵向振动控制方程。
（3）离散化求解运动方程

本文采用 Galerkin 方法， 将无限维的偏微分方

程转化为有限维的常微分方程，然后再通过数值方

法对常微分方程进行求解。
定义一个新的独立变量 ξ， 将相对于 x 的时变

域［0，l（t）］转换为相对于 ξ 的固定域［0，1］，其中 ξ＝
x/l（t）。 假设运动微分方程的解可表示为无限自由度

大的分布参量函数

ω（x，t）＝
n

i = 1
Σφi（ξ）pi（t）+ξτ（t） （13）

式中 pi（t）———广义坐标，i=1，2，…，n；
n———模数；

φi（ξ）———型函数，φi（ξ）= 2姨 sin 2i-1
2 π姨 姨ξ ；

τ（t）———修正参数，对纵向运动的型函数进

行修正。
由式（13）很容易得到 ωx（x，t）、ωxx（x，t）、ωt（x，t）、

ωxt（x，t）和 ωtt（x，t），将其与式（13）一 起 带 入 式（11）
和式（12），同时两边乘以 φj（ξ），其中 j=1，2，…，n，并

将其在 ξ［0，1］内进行积分，应用加权余量法可将原

来的偏微分方程离散化为常微分方程组

M（t）P（t）+C（t）P（t）+K（t）P（t）=F（t） （14）
式中 P（t）———广义坐标向量，P（t）＝［p1（t），

p2（t），…，pn（t），τ（t）］T；
M、C、K 和 F———广义质量、阻尼、刚度和广义

力矩阵。
对常微分方程组（14）进行求解，可得到广义坐

标向量 P，回代式（13）即可得到纵向振动的实时值。

2 提升系统的控制模型

在运动过程中弦长为 l（t），记为 y1；在弦线上 x（t）
处的纵向振动位移为ω（x，t），记为 y2；v（t）=l（t）为提升

系统的纵向振动速度，记为 y3 ；a（t）=v（t）为提升系统

的纵向加速度，记为 y4 ；记 y5 =ωt（x，t），y6 =ωx（x，t）；
u=a（t）为加速度变化率。 设计一个合适的控制量 u，
使 y1、y3、y4 按一定的规律变化，并使 y2、y5、y6 最小。本

文采用变结构控制的方法求解。

系统有 6 个状态变量，构造切换面 s=
6

i = 1
Σciyi。 ci

为常数,根据经验与计算结果调整得到。 为使切换面

外的点移向该面,取指数趋近率 s＝－εsgns-ks，可使趋

近过程变快，并且可以削弱引起的抖动。这里，ε 和 k
为大于零的常数，由经验确定；sgn 为符号函数。

由于本问题为在一定的时间内将容器提升到一

定高度,并且具有一定速度的跟踪控制问题，故应对

方程做些变换，引进新变量

e1=y1-y1g
e2=y2-y2g
e3=y3-y3g
e4=y4-y4g
e5=y5-y5g
e6=y6-y6g
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（15）

式中 y1g———给定的随时间变化的弦长；

y2g———给定的随时间变化的振动位移；

y3g———y1g 的导数；

y4g———给定的随时间变化的提升系统加速度；

y5g———y5 的给定运动；

y6g———y6 的给定运动。

ei 为跟踪误差，当 ei 趋于零时，系统将实现给定

的运动，同时绳的纵向振动量最小。由式（15）得到关

于跟踪误差的方程

（11）
（12）
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e1=e3

e2=e5
e3=e4
e4=u-y4g

e5=y5-y5g=ωtt（x，t）-y5g=
n

i = 1
Σφi（ξ）pi（t）-2ξy3

y1

n

i = 1
Σφi

′（ξ）pi（t）+

n

i = 1
Σ （ 2ξy3

2

y1
2 - ξy4

y1
）φ′

i（ξ）+ξ
2y3

2

y1
2 φi

″（ξΣ Σ） pi（t）+

2ξy3
2

y1
2 -y4

y1
Σ Σξτ（t）- 2y3

y1
ξτ（t）+ξτ（t）-y5g

e6=y6-y6g=1
y1

n

i = 1
Σφ′（ξ）pi（t）-

n

i = 1
Σ y3

y1
φ′（ξ）+ξy3

y1
2 φi

″（ξΣ Σ） pi（t）-

y3

y1
2 τ（t）+ 1
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此时切换面改为 s=
6

i = 1
Σciei， 根据使状态向量移

向切换面的要求，得到点在切换面外的控制规律

u=-εsgns-ks+y4g-c1e3-c2e5-c3e4-c5e5-c6e6 （17）
令 s＝0，可得到状态点在切换面上滑动控制规律

u=y4g-c1e3-c2e5-c3e4-c5e5-c6e6 （18）
3 算例分析

选 取 典 型 参 数 ρ=6.63 kg/m，E=1×1011 Pa，A=
701.6 mm2，m=7.6 t 进行计算。 假设箕斗从最高点出

发,到达最低点之后停留一段时间 ,再返回最高点。
提升系统在整个运动过程中的位移 l、速度 v、加速

度 a 和加加速度 a′曲线如图 2 所示， 作为模型计算

的输入量。

图2 运动过程中的位移、速度、加速度和加加速度曲线

分别选取 lmax=265 m，vmax=5 m/s，amax=1 m/s2，a′max=
1 m/s3，在 140 s 内，按照图 2 所示曲线动作,并代入
式（14）进行计算,结果如图 3 所示。

引入上述振动控制后， 在相同的仿真参数下，
得到图 4 所示的仿真结果。

由图 3 可知，在提升系统加减速制动时，纵向
振动位移、速度和加速度的幅值有明显的突变，这与
提升系统的运行曲线有关，因此，运行曲线对钢丝
绳动态性能有重要影响。 从图 3 还可以发现，上行
时的纵向振动位移、速度和加速度的幅值明显高于
下行时纵向振动位移、速度和加速度的幅值。

对比图 3 和图 4 可以看出，当采用一个合适的控

制决策时，可以显著减少提升钢丝绳的纵向振动位

移，并在预定的时间,使容器达到预定的运动状态。

时间 t/s 时间 t/s

时间 t/s

图 3 箕斗下行和上行时钢丝绳末端纵向振动响应

时间 t/s 时间 t/s

时间 t/s
图 4 引入变结构控制后箕斗下行和上行时钢丝绳末端纵向

振动响应

4 结语
研究表明，采用变结构控制等技术,可明显降低

提升系统的振动，从而改善乘坐舒适性,降低机器运
行噪声等，为进一步研究钢丝绳提升系统的振动特
性和振动的控制提供了一定的参考价值。
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