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计量逻辑学中的旋转对称逻辑公式
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摘　要：密码学中的旋转对称布尔函数是一类具有多输入单输出性质的函数，本文以此类函数为基础提
出了旋转对称逻辑公式的概念。初步研究了此类公式的性质，并给出了此类公式真度的轨道刻画。接
着给出了全体旋转对称公式等价类的个数统计。最后证明了旋转对称逻辑公式经过反射变换后得到的
公式依然是旋转对称逻辑公式。
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１　引言
由于数理逻辑的高度符号化和形式化，计量逻辑学从对基本概念的程度化入手，将数值计算的思想

引入到数理逻辑中，提出了公式的真度的概念，又以真度为基础提出了公式间的相似度和伪距离，建立
了逻辑度量空间，进而提出了一套完整的近似推理机制并引发了大量的研究成果［１－９］。布尔函数是数
理逻辑中的重要概念，它在密码学的研究中也发挥着重要作用，利用布尔函数实现密码学与逻辑学的交
叉研究是一个有吸引力的研究课题，如文献［１０］在引入密码学中对称布尔函数的概念后，提出了对称逻
辑公式和准对称逻辑公式的概念，最后在拓扑学的观点下证明了全体对称公式之集在经典逻辑度量空
间中无处稠密，文献［１１］将密码学中线性布尔函数的概念引入到了经典逻辑中提出了线性逻辑公式的
概念，并研究了反射变换下线性逻辑公式的性质，文献［１２－１３］将密码学中满足严格雪崩准则的布尔函
数的概念引入到计量逻辑学中提出了雪崩逻辑公式的概念，给出了雪崩逻辑公式的构造，并研究了反射
变换下雪崩逻辑公式的相关性质，这些研究成果初步建立了密码学与逻辑学之间的联系，也使得借助逻
辑学来研究密码学成为可能。
旋转对称布尔函数最初是在研究 Ｈａｓｈ算法的快速实现时提出的，它是一类具有良好性质的多输

入单输出布尔函数，并且在密码学的研究中扮演重要角色［１４］。本文将旋转对称布尔函数引入到计量逻
辑学中，提出了旋转对称逻辑公式的概念，给出了旋转对称逻辑公式真度的轨道刻画，解决了全体旋转
对称逻辑公式中等价类的计数问题，证明了旋转对称逻辑公式经过反射变换后得到的公式依然是旋转
对称逻辑公式。

２　预备知识

定义２．１［１２］　称映射ｆ：｛０，１｝ｎ → ｛０，１｝为ｎ元布尔函数，记为ｆ（ｘ），其中ｘ∈ ｛０，１｝ｎ。
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定义２．２［１５］　 对向量（ｘ１，…，ｘｎ）中分量ｘｉ，其中１≤ｉ≤ｎ，且１≤ｋ≤ｎ，定义 　

ρ
ｋ
ｎ（ｘｉ）＝

ｘｉ＋ｋ， ｉ＋ｋ≤ｎ
ｘｉ＋ｋ－ｎ，ｉ＋ｋ＞烅
烄

烆 ｎ
而 （ｘ１，…ｘｎ）∈ ｛０，１｝ｎ，我们扩展以上定义为ρ

ｋ
ｎ（ｘ１，…，ｘｎ）＝ （ρ

ｋ
ｎ（ｘ１），…，ρ

ｋ
ｎ（ｘｎ））。

定义２．３［１５］　设ｆ是一个ｎ元布尔函数，若 ｘ∈ ｛０，１｝ｎ 和 ｋ（１≤ｋ≤ｎ），都有ｆ（ρ
ｋ
ｎ（ｘ））＝

ｆ（ｘ），则称ｆ（ｘ）为旋转对称布尔函数。
令Ｇｎ（ｘ）＝ ｛ρ

ｋ
ｎ（ｘ）｜１≤ｋ≤ｎ｝表示由向量ｘ生成的轨道。将｛０，１｝ｎ中轨道的个数记为ｇｎ，则ｎ阶

循环群 ｛ρ
ｋ
ｎ（ｘ）｜１≤ｋ≤ｎ｝将｛０，１｝ｎ分成ｇｎ个互不相交的轨道Ｇｎ（ｘｉ），即｛０，１｝ｎ ＝∪

ｇｎ

ｉ＝１
Ｇｎ（ｘｉ），且当ｉ≠

ｊ时，Ｇｎ（ｘｉ）∩Ｇｎ（ｘｊ）＝．其中Ｇｎ（ｘｉ）中元素的个数｜Ｇｎ（ｘｉ）｜为ｎ的因子，称｜Ｇｎ（ｘｉ）｜＝ｎ的轨道
为长圈；称｜Ｇｎ（ｘｉ）｜＝ｄ（ｄ＜ｎ，ｄ｜ｎ）的轨道为短圈。记Ｒｎ 为全体ｎ元旋转对称布尔函数的集合。

定义２．４［１］　设原子命题集Ｓ＝｛ｐ１，ｐ２，…｝，Ｆ（Ｓ）是由Ｓ生成的（，→）型自由代数，称Ｆ（Ｓ）中元
素为公式或命题，称Ｓ中的元素为原子公式或原子命题。
定义２．５［１］　映射ｖ：Ｆ（Ｓ）→ ｛０，１｝，若ｖ是（，→）型同态，即

ｖ（Ａ）＝ ｖ（Ａ），ｖ（Ａ→Ｂ）＝ｖ（Ａ）→ｖ（Ｂ）
则称ｖ为Ｆ（Ｓ）的赋值，ｖ（Ａ）也称为公式Ａ的赋值。记Ω为Ｆ（Ｓ）的全体赋值之集。
定义２．６［１］　设公式Ａ，Ｂ∈Ｆ（Ｓ），
（ｉ）如果 ｖ∈Ω，均有ｖ（Ａ）＝１，则称Ａ为重言式，记作 Ａ；如果 ｖ∈Ω，均有ｖ（Ａ）＝０，

则称Ａ为矛盾式。
（ｉｉ）如果 ｖ∈Ω，均有ｖ（Ａ）＝ｖ（Ｂ），则称Ａ与Ｂ 逻辑等价，记作Ａ≈Ｂ．
定义２．７［１］　设Ａ是含有ｎ个原子命题的公式，记为Ａ（ｐ１，…，ｐｎ），它是由逻辑连接词，→，∨，∧

连接而成。设（ｘ１，…，ｘｎ）∈｛０，１｝ｎ，分别用ｘ１，…，ｘｎ取代Ａ（ｐ１，…，ｐｎ）中的ｐ１，…，ｐｎ，且对，→，∨，

∧ 解释为 ０＝１，１＝０；ｘ１→ｘ２＝０当且仅当ｘ１＝１，ｘ２＝０；ｘ１∨ｘ２＝ｍａｘ（ｘ１，ｘ２）；ｘ１∧ｘ２＝

ｍｉｎ（ｘ１，ｘ２），这样得到的一个ｎ元函数，叫作公式Ａ诱导出的布尔函数，记为Ａ（ｘ１，…，ｘｎ）。

命题２．１［１］　每个布尔函数都可以由某个逻辑公式导出。

定义２．８［１］　设Ａ（ｐ１，…，ｐｎ）是二值逻辑系统中含有ｎ个原子命题的合式公式，则Ａ的真度τ（Ａ）
定义如下：

τ（Ａ）＝｜
珡Ａ－１（１）｜
２ｎ

其中｜珡Ａ－１（１）｜表示使得珡Ａ（ｘ１，…，ｘｎ）＝１的赋值的个数。

命题２．２［１］　设Ｈ ＝ ｛τ（Ａ）｜Ａ∈Ｆ（Ｓ）｝，则Ｈ ＝ ｛ｋ２ｎ｜ｋ＝０
，１，…，２ｎ，ｎ＝１，２，…｝。

定义２．９［１６］　设Ｆ（Ｓ）是二值命题逻辑系统中的全体公式之集。定义Ｆ（Ｓ）上的自映射φ：Ｆ（Ｓ）→
Ｆ（Ｓ）如下：

φ（Ａ）＝Ａ（ｐ１，…，ｐｎ）
这里Ａ＝Ａ（ｐ１，…，ｐｎ）是Ｆ（Ｓ）中任意公式，称φ为反射变换。

３　计量逻辑学中的旋转对称逻辑公式

定义３．１　设Ａ∈Ｆ（Ｓ），Ａ含有ｎ个原子命题ｐ１，…，ｐｎ，且Ａ诱导出的布尔函数Ａ（ｘ）是旋转对
称布尔函数，即ｘ∈｛０，１｝ｎ和ｋ（１≤ｋ≤ｎ），有Ａ（ｘ）＝Ａ（ρ

ｋ
ｎ（ｘ）），则称Ａ为旋转对称逻辑公式。

记全体含ｎ个相同原子命题的旋转对称逻辑公式之集为Ｒｎ（Ｓ）。
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注３．１　当公式Ａ只含有一个原子命题ｐ时，有Ａ（ｘ）的定义域｛０，１｝被分为Ｇ１（０）和Ｇ１（１）两个
长圈。当公式Ａ含有原子命题的个数ｎ≥２时，Ｇｎ（０）和Ｇｎ（１）是Ａ（ｘ１，…，ｘｎ）的定义域｛０，１｝ｎ中的两
个长度为１的短圈。
注３．２　显然，若公式Ａ只含有一个原子命题，则Ａ是旋转对称逻辑公式。
定理３．１　若Ａ∈Ｒｎ（Ｓ），则 ｘ∈ ｛０，１｝ｎ 和 ｙ∈Ｇｎ（ｘ），都有Ａ诱导出的布尔函数Ａ（ｙ）在

Ｇｎ（ｘ）上恒为常数。

证明　因为Ａ∈Ｒｎ（Ｓ），所以ｘ∈｛０，１｝ｎ和ｋ，１≤ｋ≤ｎ，都有Ａ（ｘ）＝Ａ（ρ
ｋ
ｎ（ｘ））。又因为ｘ

∈ ｛０，１｝ｎ，得Ｇｎ（ｘ）＝ ｛ρ
ｋ
ｎ（ｘ）｜１≤ｋ≤ｎ｝，所以 ｙ，ｚ∈Ｇｎ（ｘ），知 ｈ，ｊ（１≤ｈ，ｊ≤ｎ）使得ｙ＝

ρ
ｈ
ｎ（ｘ），ｚ＝ρ

ｊ
ｎ（ｘ），且Ａ（ｙ）＝Ａ（ρ

ｈ
ｎ（ｘ））＝Ａ（ρ

ｊ
ｎ（ｘ））＝Ａ（ｚ），定理得证。

例３．１　设Ａ＝（ｐ１∧ｐ２∧ｐ３∧ｐ４）∨（ｐ１∧ｐ２∧ｐ３∧ｐ４）∨（ｐ１∧ｐ２∧ｐ３∧ｐ４），
则Ａ是旋转对称逻辑公式。
证明　由Ａ诱导的布尔函数Ａ（ｘ１，ｘ２，ｘ３，ｘ４）的定义域｛０，１｝４ 可被分成６个互不相交的轨道，它

们分别是

｛（０，０，０，０）｝＝Ｇ４（（０，０，０，０））
｛（０，０，０，１），（０，０，１，０），（０，１，０，０），（１，０，０，０）｝＝Ｇ４（（０，０，０，１））
｛（０，０，１，１），（０，１，１，０），（１，０，０，１），（１，１，０，０）｝＝Ｇ４（（０，０，１，１））

｛（０，１，０，１），（１，０，１，０）｝＝Ｇ４（（０，１，０，１））
｛（０，１，１，１），（１，０，１，１），（１，１，０，１），（１，１，１，０）｝＝Ｇ４（（０，１，１，１））

｛（１，１，１，１）｝＝Ｇ４（（１，１，１，１））

　　由Ａ的结构知Ａ（ｘ１，ｘ２，ｘ３，ｘ４）在轨道Ｇ４（（０，１，０，１））和Ｇ４（（１，１，１，１））中所有点处值为１，而在
其它轨道中所有点处值为０，从而Ａ是旋转对称逻辑公式。
定理３．２　若Ａ∈Ｒｎ（Ｓ），则 Ａ∈Ｒｎ（Ｓ）。

证明　因为Ａ∈Ｒｎ（Ｓ），所以Ｇｎ（ｘｉ），１≤ｉ≤ｇｎ，ｙ∈Ｇｎ（ｘｉ）和ｋ（１≤ｋ≤ｎ），都有Ａ（ｙ）

＝Ａ（ρ
ｋ
ｎ（ｙ））。从而 Ａ（ｙ）＝１－Ａ（ｙ）＝１－Ａ（ρ

ｋ
ｎ（ｙ））＝Ａ（ρ

ｋ
ｎ（ｙ）），则Ａ是旋转对称逻辑公式。

定理３．３　 若 Ａ，Ｂ∈Ｒｎ（Ｓ），则Ａ∨Ｂ∈Ｒｎ（Ｓ）。

证明　因为Ａ，Ｂ∈Ｒｎ（Ｓ），所以Ｇｎ（ｘｉ），１≤ｉ≤ｇｎ，ｙ∈Ｇｎ（ｘｉ）和ｋ（１≤ｋ≤ｎ），得Ａ（ｙ）

＝Ａ（ρ
ｋ
ｎ（ｙ））和Ｂ（ｙ）＝Ｂ（ρ

ｋ
ｎ（ｙ））。

从而Ａ∨Ｂ（ｙ）＝Ａ（ｙ）∨Ｂ（ｙ）＝Ａ（ρ
ｋ
ｎ（ｙ））∨Ｂ（ρ

ｋ
ｎ（ｙ））＝Ａ∨Ｂ（ρ

ｋ
ｎ（ｙ））。所以Ａ∨Ｂ是旋转

对称逻辑公式。
注３．３　由上述两个定理知Ｒｎ（Ｓ）中公式关于运算 ，∨ 封闭，而二值逻辑中其它逻辑连接词如

→，，，∧ 可由 ，∨ 表示出来，故Ｒｎ（Ｓ）中公式也关于运算 →，，，∧ 封闭。
针对旋转对称逻辑公式，可以用轨道的势重新刻画它的真度。首先给出１轨道和０轨道的定义。
定义３．２　设ｆ是旋转对称布尔函数，即ｆ∈Ｒｎ．若对Ｇｎ（ｘｉ），１≤ｉ≤ｇｎ有ｆ（ｘｉ）＝１，则称轨

道Ｇｎ（ｘｉ）为ｆ的１轨道，记为Ｇｆ
（ｘｉ）＝１
ｎ （ｘｉ）；若ｆ（ｘｉ）＝０，称轨道Ｇｎ（ｘｉ）为０轨道，记为Ｇｆ

（ｘｉ）＝０
ｎ （ｘｉ）。

因为旋转对称逻辑公式诱导出的布尔函数为旋转对称布尔函数，所以可以用轨道重新刻画旋转对
称逻辑公式的真度。
定理３．４　对一个含有ｎ个原子命题的公式Ａ 而言，若Ａ∈Ｒｎ（Ｓ），则Ａ的真度可被表示为：

τ（Ａ）＝
∑
ｇｎ

ｉ＝１
Ａ（ｘｉ）｜Ｇｎ（ｘｉ）｜

２ｎ
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其中ｇｎ 为｛０，１｝ｎ 中轨道的个数，ｘｉ为每个轨道的生成向量。
用１轨道的概念，我们可以将Ａ的真度改写为：

τ（Ａ）＝
∑
ｇｎ

ｉ＝１
｜Ｇ

珡Ａ（ｘｉ）＝１
ｎ （ｘｉ）｜

２ｎ

对旋转对称逻辑公式而言｜珡Ａ－１（１）｜为Ａ的所有１轨道中向量的个数，因此Ａ的真度可被表示为上
式。
例３．２　已知Ｂ＝（ｐ１∧ ｐ２∧ ｐ３）∨（ｐ１∧ｐ２∧ ｐ３）∨（ｐ１∧ ｐ２∧ｐ３），求τ（Ｂ）。

解　Ｂ在各轨道的值为：

（ｘ１，ｘ２，ｘ３） Ｇ３（（ｘ１，ｘ２，ｘ３）） Ｂ（（ｘ１，ｘ２，ｘ３））

（０，０，０） Ｇ３（（０，０，０）） Ｂ（（０，０，０））＝０

（１，０，０）

（０，１，０）

（０，０，１）

Ｇ３（（１，０，０）） Ｂ（（１，０，０））＝１

（１，１，０）

（１，０，１）

（０，１，１）

Ｇ３（（１，１，０）） Ｂ（（１，１，０））＝０

（１，１，１） Ｇ３（（１，１，１）） Ｂ（（１，１，０））＝０

因为Ｂ在各轨道的值恒为常数，所以Ｂ是旋转对称逻辑公式。其中Ｂ的１轨道为Ｇ３（（１，０，０）），

从而τ（Ｂ）＝｜Ｇ３
（（１，０，０））｜
２３ ＝ ３８

。

定理３．５　设Ｒｎ（Ｓ）＝ ｛τ（Ａ）｜Ａ∈Ｒｎ（Ｓ）｝，则ＨＲｎ（Ｓ）＝ ｛
ｋ
２ｎ｜

ｋ＝∑
ｔ

ｉ＝１
｜Ｇｆ（ｘｉ）＝１ｎ （ｘｉ）｜，ｆ∈Ｒｎ｝。

证明　设Ａ∈Ｒｎ（Ｓ），则τ（Ａ）＝
∑
ｇｎ

ｉ＝１
｜Ｇ

珚Ａ（ｘｉ）＝１
ｎ （ｘｉ）｜

２ｎ
，令ｋ＝∑

ｇｎ

ｉ＝１
｜Ｇ

珚Ａ（ｘｉ）＝１
ｎ （ｘｉ）｜，则τ（Ａ）＝ｋ２ｎ

，由

Ａ的任意性ＨＲｎ（Ｓ） ｛
ｋ
２ｎ｜

ｋ＝∑
ｔ

ｉ＝１
｜Ｇ

珚Ａ（ｘｉ）＝１
ｎ （ｘｉ）｜，Ａ∈Ｒｎ｝。

反过来，任给ｋ＝∑
ｇｎ

ｉ＝１
｜Ｇｆ（ｘｉ）＝１ｎ （ｘｉ）｜，其中ｆ是ｎ元旋转对称布尔函数。因为ｆ∈Ｒｎ，用ｆ的１轨

道通过构造析取范式可得到Ｒｎ（Ｓ）中的公式Ａ，使Ａ＝ｆ，显然τ（Ａ）＝ｋ２ｎ．
所以由ｋ的任意性有｛ｋ

２ｎ｜
ｋ

＝∑
ｔ

ｉ＝１
｜Ｇｆ（ｘｉ）＝１ｎ （ｘｉ）｜，ｆ∈Ｒｎ｝ＨＲｎ（Ｓ）．

综上ＨＲｎ（Ｓ）＝ ｛
ｋ
２ｎ｜

ｋ＝∑
ｔ

ｉ＝１
｜Ｇｆ（ｘｉ）＝１ｎ （ｘｉ）｜，ｆ∈Ｒｎ｝。
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４　Ｒｎ（Ｓ）公式等价类的个数及公式的反射变换
如何求Ｒｎ（Ｓ）中公式等价类的个数ξｎ，这个问题的关键是求出｛０，１｝

ｎ 的轨道数ｇｎ．
引理４．１［１５］（Ｂｕｒｎｓｉｄｅ引理）　令Ｇ为作用在集合Ｓ上的一个循环群，则Ｇ在Ｓ上诱导出的轨道个

数为 １
｜Ｇ｜∑π∈Ｇ｜ｆｉｘＳ

（π）｜，这里ｆｉｘＳ（π）＝ ｛ｘ∈Ｓ｜π（ｘ）＝ｘ｝且π是Ｓ上的自映射。

引理４．２［１５］　ｇｎ ＝ １ｎ∑ｔ｜ｎφ（ｔ）２
ｎ
ｔ，这里φ（ｔ）是欧拉ｐｈｉ函数。特别的，当ｎ为素数时，ｇｎ ＝

（２ｎ＋２ｎ－２）
ｎ ．

证明　令Ｇ＝ ｛ρ
１
ｎ，…，ρ

ｎ
ｎ｝，Ｓ＝ ｛０，１｝ｎ。用Ｂｕｒｎｓｉｄｅ引理我们得找出每一个ρ

ｉ
ｎ（ｉ＝１，…，ｎ）的不

动点个数。这里ρ
ｉ
ｎ 的循环周期是ｇｃｄ（ｎ，ｉ），每个循环的长度为

ｎ
ｇｃｄ（ｎ，ｉ）

．观察到ρ
ｉ
ｎ 的阶为

ｎ
ｇｃｄ（ｎ，ｉ）

，

由于被ρ
ｉ
ｎ 作用，每个输入循环都肯定包括全零向量（０，０，…，０）和全１向量（１，１，…，１）。因此我们得到

ρ
ｉ
ｎ 不动点个数为２ｇｃｄ

（ｎ，ｉ）．用Ｂｕｒｎｓｉｄｅ引理我们得到

ｇｎ ＝ １ｎ∑
ｎ

ｉ＝１
２ｇｃｄ（ｎ，ｉ）＝ １ｎ∑ｋ｜ｎ ∑

ｎ

ｉ，ｇｃｄ（ｎ，ｉ）＝ｋ
２ｋ ＝ １ｎ∑ｋ｜ｎ２

ｋ ∑
ｎ

ｉ，ｇｃｄ（ｎ，ｉ）＝１
１＝ １ｎ∑ｋ｜ｎ２

ｋ
φ（
ｎ
ｋ
）２ｋ ＝ １ｎ∑ｔ｜ｎφ（ｔ）２

ｎ
ｔ

　　当ｎ为素数时，ｇｎ ＝
（２ｎ＋２ｎ－２）

ｎ ．

例３．３　求｛０，１｝８ 的轨道个数ｇ８．
解　已知８的因子为１，２，４，８，且ｇｃｄ（８，ｉ）＝１的解为１，３，５，７；ｇｃｄ（８，ｉ）＝２的解为２，６；ｇｃｄ（８，

ｉ）＝４的解为４；ｇｃｄ（８，ｉ）＝８的解为８，代入轨道计算公式得ｇ８＝ １８×
（２８＋２４＋２×２２＋４×２１）＝

３６。

定理４．１　Ｒｎ（Ｓ）中公式等价类的个数ξｎ ＝２
１
ｎ∑
ｔ｜ｎ
φ（ｔ）２

１
ｎ ．当ｎ为素数时，有ξｎ ＝２

（２ｎ＋２ｎ－２）
ｎ ．

证明　可通过上述引理求出ｎ旋转对称步尔函数的轨道个数ｇｎ，而Ｒｎ（Ｓ）中公式等价类的个数等
于Ｒｎ 中布尔函数的个数，所以ξｎ ＝２

ｇｎ，定理显然成立。
旋转对称逻辑公式的经过反射变换后得到的公式是否还是旋转对称逻辑公式？这是一个值得研究

的问题。
定理４．２　若Ａ∈Ｒｎ（Ｓ），则反射变换后公式φ（Ａ）∈Ｒｎ（Ｓ）。
证明　因为Ａ∈Ｒｎ（Ｓ），所以 （ｘ１，…，ｘｎ）∈ ｛０，１｝ｎ 和 ｋ（１≤ｋ≤ｎ），均有Ａ（ｘ１，…，ｘｎ）＝

Ａ（ρ
ｋ
ｎ（ｘ１），…，ρ

ｋ
ｎ（ｘｎ））。又由反射变换的定义得φ（Ａ）＝Ａ（１－ｘ１，…，１－ｘｎ），故φ（Ａ）（ｘ１，…，ｘｎ）＝

Ａ（１－ｘ１，…，１－ｘｎ）＝Ａ（ρ
ｋ
ｎ（１－ｘ１），…，ρ

ｋ
ｎ（１－ｘｎ））＝φ（Ａ）（ρ

ｋ
ｎ（ｘ１），…，ρ

ｋ
ｎ（ｘｎ）），即φ（Ａ）也是旋转

对称公式。

５　结束语
本文主要将密码学中的旋转对称布尔函数引入到计量逻辑学中，提出了旋转对称逻辑公式的概念。

首先，证明Ｒｎ（Ｓ）中公式保 ，∨ 运算。其次，用轨道重新刻画了旋转对称逻辑公式的真度。再次，在
轨道计数已有成果的基础上，给出了Ｒｎ（Ｓ）中公式等价类的个数计算。最后，证明了旋转对称逻辑公式
经过反射变换后依然是旋转对称逻辑公式。本文的结论是否在多值逻辑系统中依然成立？此问题值得
进一步研究。
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