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摘 要 ： 对于一些复杂图来说 ， 计算其电阻距离非常困难 ． 定义了一类新的图运算 ： 轮扩展 图 ． 通过

此类图的 Ｌａｐ ｌａｃ ｉａｎ矩阵和 Ｌａｐ
ｌａｃ ｉａｎ矩阵的广义逆 ， 给出 了轮扩展图 中任意两点之间 的电阻距离和

轮扩展图 的 Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ指数表达公式 ． 用 Ｍａｔ ｌａｂ 编程计算了此类图任意两点之间具体的 电阻距离值

及 Ｋｉ ｒｃｈｈｏｆｆ指数 ．
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本研究只讨论简单无向 图 ． 设图 Ｇ＝ｒ
（
Ｇ

） ，上放置一个单位电阻
，
即可得到 图 Ｇ对应的 电 网

的顶点集 、 边集分别为 Ｋ
（
Ｇ

）和玖 ＜５
）

． 记 ４是图 Ｇ络 ， 表示为Ｍ 图 Ｇ 中的任意两点间的电阻距离等

中顶点 ｆ 的度 ，
图 Ｇ 的度矩阵记为于电 网络＃ 中对应的两点间 的有效电阻 ． 图 Ｇ 中
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）
．所有点之间的电阻距离之和等于图 Ｇ 的 Ｋ ｉ ｒｃｈｈｏｆｆ

设图 Ｇ的邻接矩阵为 ＜ ＝

（％） ， 如果顶点 ／与 指数 ． 通常情况下 ，
用 表示图 中顶点 ／ 和７

’

）相邻则 峋
＝

１
； 否则 ， 砌

＝
〇 ． 记 多 … 多 之间 的 电阻距离 ， 汾（

Ｇ
）表示 图 Ｇ 的 Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ指

ＭＧ
）为 图 Ｇ 的邻接矩阵 的特征值 ． 矩阵 １ Ｃ

＝
Ｚ）Ｃ

－数 ，
很多图类的 电阻距离和 Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ指数 已经得

扁称为图 Ｇ 的 Ｌａｐ ｌ ａｃ ｉａｎ矩阵 ，
矩阵 ０ｃ

＝
Ｚ）ｃ

－Ｊ ｃＤｇ＋到 ［，

Ａ称为图 Ｇ 的 Ｓ ｉ

ｇｎｌｅｓｓ Ｌａｐ ｌａｃ ｉａｎ矩阵 ．通过图运算可 以得到很多新的复杂图类 ： 冠

设图 Ｇ是一个连通图 ． 如果在 Ｇ 的每一条边 图
？

、 邻居冠图 ［＇ 剖分图 的邻居冠图？等 ． 本研
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究定义了一类新的图运算 ： 轮扩展图 ．阵义满足ＭＸＭ＝Ｍ
， 则称Ｘ为Ｍ的广义逆矩阵 ．
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本研究给 出 了Ｋ〇 〉 Ｃ３ 中任意两点之间 的 电引 理 ６ 设 Ｃ为 ”个顶点 的圈 图
， 为 （：？ 的

阻距离公式及此类 图 的 Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ指数 ， 给 出 了Ｓ ｉｇｎ ｌｅｓ ｓＬａｐ ｌａｃ ｉａｎ 矩 阵 ，
＊ 为 Ｃ？ 的 关联矩 阵 ，则

Ｍａｔ ｌａｂ编程计算此类图任意两点之间 的电阻距离２Ｃ
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此时
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得到如下恒等式 ：
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展图 呎 〈 ？ 〉 Ｃ３ 中 《个插入的三角形顺时针依次表示 丨

〇？
？

丨

？

？

为〇 ， （
匸

３ ） ２
，

＂ ．

， （
（：３ ）＂

． ％ 〈 ／ 〉 （＾ 的中心顶点编号为
ｐ ＝

Ｊ ＪＪ

？

３？＋ １
， 第 ｚ

？

个三角形 （
Ｇ

） ， 中与 呎 〈〇 Ｇ 中心顶点相Ｕ０
…

１０ ，

邻的顶点标号为 ｉ
， 其他两个顶点顺时针编号为第定理 １ 设 Ｃ？为顶点数为 《 的圈 图

，
定义Ｘ＝

Ａ ：个顶点 ｃ＊的编号为 奸》和 ／＋２？ ． 呎 〈 ｆ 〉Ｇ 的顶点编ＵＸＭＵｚ ＰＸ
—

，
Ｆ

Ｔ
＝Ｘ

—

＇

ｉ
＞
Ｔ

？ 则轮扩展图 的 电

号示意图见图 ３ ． 阻距离为 ：

按照 以上顶点编号 ， 图 Ｋ 〈 ／ 〉 Ｇ 的顶点集为 １
） 当 时

，

Ｖ
（
Ｗ？ （ ｔ ） ａ）

＝

｛
ｌ

，
２

，

－

 ，

？
｝Ｕ｛

ｎ＋ ｌ
，
ｎ＋ ２

，

－

，
２ｎ

｝Ｕ＾ （

＾
？
（〇
Ｃ

３） 

＝ ＾
＋－

＾
－Ｘ：

＇

；

｛
２？＋ １

，

２？＋２
，

…

，
３ｒａ

｝Ｕ｛
３？＋ １

｝
． 设 及 为 圈 图Ｃ？ 的２

） 当ｅ
｛
？＋ １

，
？＋２

，

…

，
２？

｝
时

，

关联矩阵 ，
则。狀 〈

，
〉

（：
３ ） 

＝

８〇
Ｗ 

－

１ ６Ｘ
ｆ

＇

；

ｆ ｌ〇 ． ． ．〇Ａ

１ １〇 ． ． ．〇 ３
） 当 ／

， ＞ ｛
２ ？７＋ １

，
２？＋２

，

． ＂

，
３？

｝
时

，

Ｒ ＝

 ｉ
．

．

．
．

．

．
？

？

？ ： ？⑴Ｑ
ｌ
Ｗ

？
｛

ｔ

）

Ｃ
， ） 

＝

８Ｘ：
１

＋８Ｘ
；

１

－

１ ６Ｘ：

１

；

、
０ １ ｌ ｊ ４

） 当 ／
， 户 ３？＋ １时 ， 巧 （％ 〈

，
〉

０：
３
） 

＝

０
；

轮扩展图 呎 〈 （ 〉Ｇ的邻接矩阵为 ５
） 当 ／ ｅ

｛
１

，
２

，

…

，

《
｝ ，ｙ

＿

ｅ
｛
？＋ ｌ

，
ｋ＋２

，

…

，
２？

｝
时

，
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２０ １ ６
，５ ２

（
５
）

。取 〈〇Ｃ３
） 

＝

｜ 

＋
导
Ｘ

，；

１

＋８Ｘ
；

丨

－

８Ａ
７

＇

－

２ １
＾ ；

由于及＝Ｊ＋Ｐ和 及
Ｔ

＝
， ＋ 尸＇ 通过引理 ７

， 进一步可得 ：

６
） 当邱 ，

２
，

． ． ．

，〇 ｛
２糾

，

２？＋２
，

． ． ．

，
３？

｝
时

，

＾ ３／
？ 

＋１ ７Ｘ
－

＇

＋ ４／
＞Ｘ

－

＇

＋ ４

＾ ；

５ 

＝
／

？ 

＋１ ９Ａ：

＇

＋
４／Ｗ ＋ＵＸ

－

＇

Ｐ
１

；

＾ （
Ｋ

（〇Ｑ ） 

＝ １
＋＋ ８Ａ

；

１

－

８Ｘ：
＇

－

２Ｙ
ｉＪ

； Ｃ ＝ Ｉ
？

＋ ｌ ９Ｘ
－

＇

＋ｌ ２ＰＸ
＇

＋ ４Ｘ
－

＇

Ｐ
Ｔ

；

７
） 当 ｆ ｅ

｛
ｌ

，
２

，

…

，
ｈ

｝ ， 户３？＋ １
时 ， Ｚ）

＝
３／

？ 

＋ ２ ５Ａ
＾

＋１ ２ＰＡ：

—

＇

＋ １ ２ＡＴＰ
Ｔ

．

Ｑ
， ｛

Ｗ
？
｛

ｔ
）
Ｃ

， ） 

＝

＾ 

＋

＾
Ｘ：

１

－

，此时
，

的广义逆矩阵为

８
） 当 ｚ

＇

ｅ
｛
？＋ ｌ

，
《＋２

，

＂ －

，

２ｗ
｝ ， ＿／

’

ｅ
｛
２”＋ ｌ

，
２？＋２

，

＂ ．

， （ ４Ｘ＋ ＰＸ０

ｉ
（

１

）＝ ｆ
Ｃ ＼

Ｄ４Ｘ
＇

＋ ３ＰＸ

＇

０

３？
｝时 ， ４Ｘ

＇

＋ｘ
－

＇

Ｐ
＇

ｔ

４Ｘ
＇

ｔ

＋
３Ｘ

，

Ｐ
１

８Ｘ
１

０

ｊ^ ｛

Ｗ
？
（
ｔ
）
Ｃ

３
） 

＝

８Ｘ：
１

＋８＾：

＇

－

８Ｘ：

１

－

６Ｆ
； 

； １０ ０ 〇〇Ｊ

９） 当 ｆｅ 丨《＋ ｌ？＋２ ＿ ？ ？２？ 丨 ／

＝

３ｎ＋ ｌ 时根据 图 Ｍ 〈 丨 〉 Ｇ 的顶点编号 ，
可知顶点 （

《＋ ／
）

Ｑ （Ｗ （ ｔ ＼ｃ ［ 
＝

ＲＸ
－

＇


’

和
（
《＋

＿／）
之间 的 电阻距离与相应顶点 （

２？＋〇和 （
２？＋

？

制 时 ，

刀之间的 电阻距离相等 ， 其中 ，
，抑 ２

，

． ＿ ．

， 外 即

Ｑ
ｌ

］ （

Ｗ
ｎ ｛

ｔ

）

Ｃ
＾

＝

％Ｘ
－

＇

．
？ 由此可得 ，

证明 设 百

？
＾１

；：｛
＂ 即＞ 

＝
８Ｘ

Ｈ

．将等式 ｜
ｚ） 
＝

８ｆ 化简成为
Ｍ

，

＝
－

／
？３／

？
－

Ｒ ？ ？

－

Ｉ
？

－Ｒ
Ｔ

３／Ｊ

其中 并将其代人矩阵浼 Ｓ
，
Ｃ中

，
可得

Ｍ
－

人
〕 ｒｉ

（

／
？

＋ １ ５Ａｒ

，

）４Ｘ
＇

＇

＋Ｘ
＇

Ｐ
ｒ

ＡＸ
－

＇

＋ ＰＸ
＇

０

、

１ １

ｌ

－

／
ｎ３／Ｊ

＿

 Ｉ
（

；＝４Ｘ
＇

＋ＰＸ
－

＇

 ８ＡＴ
１

ＡＸ
＾

＇

＋ ＾ＰＸ
＇

０

由 引理 ４可得 ， 的逆矩阵为
’ －

卜
－

４义
－

＇

＋

。

＾８Ｘ

＇

０

＝设矩阵卜 户：＾＾尤 少
’ 根据 ⑶ 式 可得

广 丄
ｆ ，＋ １ ５Ｖ

１

、４Ｖ
＂

１

＋Ｙ
ｔ４ 

Ｖ
＂

１

＋Ｖ

由引理 ４和矩阵 可得
，

Ｍ
， 的逆矩阵为ｐ＝Ｖ ，

＋Ｆ

；

８Ｘ
－

，

４＾
，

＋
３ Ｆ〇

（ １＾ １？＾ Ｖ
－

＇

＋ｌｆＶ
－

Ｏ
Ｗ ！

４Ｘ
－

＇

＋Ｙ
ｒ

４Ｘ
＇

＇

＋ ３ Ｙ
Ｔ

８Ａ
￣

＇

０

Ｓ

Ａ ８

Ｂ３Ｘ＋ ＲＸ ｌ０ ０ ０ｏｊ

Ｍ
＞

＇

＝

ｉｃ｜
ｄＡ

＾
＋ＳＪＭＴ

１

，

图ｆｆ？ 〈〇 Ｃ３ 的顶点集为

．３Ｘ ＋ Ａ：

１

／？

１

Ｘ ＋ ３Ｘ Ｒ
１

３Ｘ
＇

ＪＶ
（
Ｗ？ （ ｔ ）Ｃ，）

＝

其中 ｛
１

，

２
，

…

，

《
｝

｜Ｊ｛
？＋ １

，
《＋２

，
…

，
２？

｝Ｕ

Ｘ ＝ ｍ
？

－

ＡＡ
Ｃ

－

， ｛
２？＋ ｌ

，
２？＋２

，

…

，
３？

｝ Ｕ ｛
３？＋ １

｝ ，

Ａ 
＝

３Ｉ
？ 

＋ ９Ｘ
＇

＋３ＲＸ

＇

＋ ３ＸＲ
Ｔ

＋
ＲＸ

＇

Ｒ
ｒ

 ，由引理 １ 和矩阵 （
６
） ，
可得

Ｂ ＝ Ｉ
ｎ 

＋ ３Ｘ
－

＇

＋ ＲＸ
＇

＋ ９Ｘ
＇

Ｒ
Ｔ

＋ ３ＲＸ
＇

Ｒ
Ｔ

；定理 ２图 呎〇 〉Ｃ３ 的 
Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ指数为

Ｃ ＝ Ｉ
？ 

＋ ３Ｘ

＇

＋９ＲＸ

＇

＋Ｘ

＇

Ｒ＾ ３ＲＸ＾
，

ｙｆａｙ
＋ １＋

Ｄ 

＝

３／
？ 

＋
Ａ：

１

＋ ３ＲＸ
！

＋ ３Ｘ
＇

Ｒ
Ｔ

＋ ９ＲＸ
＇

Ｒ＼ Ａ１ ３；４ １ ３
－

４／ｌ
，

．

（
Ｃ

？ ）

又因为 ３ｎ
２
－

４３ｎ

Ａ－ｎ ４
，

５ 

＝

？
－

（

－

ｌ

Ｔ

０〇
）

￡
－

＇

〇＝
？
－

｜
ｌ

Ｔ

＾ ｌ
＝
０

，其中 ，

又
， （
Ｃ

？ ）
为圈图 Ｃ？的邻接矩阵

＜ 
的特征值 ．

＾证明 由矩阵 （６ ）可知 ，

所以
，
由矩阵群逆的定义可得奴ＰＷＶＪ

，

 （
１

）

？ｍ｝ ＇

＝

５＾
， 则 ＞Ｓ

＃
＝

０ ＿
ｔｒ

＼

Ｌ
ｗ＾）

＝

由引理 ３和矩阵（
４
）可得 ，？的

的广义逆矩阵为ｉ＾
（

／
？ 

＋１ ５Ａ：

＇

） 

＋ ８  ／ｒ
（

ＡＴ

＇

） 

＋８ ／ｒ
（

Ａ：

－

＇

）

＝

ｆ＾＾ ３Ｘ
＇

還

：

０

〕ｆ 

＋
＾ （

ＡＴ

－

＇

） 

＋１ ６ ＾
（

Ｘ
－

＇

） 

＝

＝ ｜
Ｃ ｛

ＤＸ ＋ ３ＲＸ
＇

０４４ｖ ＾ ｖ ！

３Ｘ
１

＋ Ａｒ

ｌ

ｉ？

Ｔ

Ｘ

＇

＋
３Ｘ

＇

Ｒ
Ｔ

８Ｘ
１

０ ｎ ，７９ ｗ
ｖ

ｉ ＼

ｌ０ ０ ０ｏ ｊ ）

■
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 ６７ １

由于 Ｘ＝
１ ３／

？

－

４＇ ， 则 步骤 ５ 由 Ｌａｐｌａｃｉａｎ矩阵的广义逆矩阵 Ｚ：

（

ｌ

）

与

ＷＸ
—

＇

） 

＝

ｆ （ １ ３
－

４Ａ （Ｃ ＝引理 １ 得到图 的电阻距离矩阵 １２ ．

＾ ＂

 步骤 ６ 由 １２得到图 见Ｘ ，〉Ｃ３的 Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ指数 ？

ＶＩ 步骤 ７ 任意输人广义逆矩阵 ￡
（ ”顶点 ／ 和ｙ ，

？＾
１ ３

－

４１ ＣＣ Ｖ
ＡＪ
输出 ｚ和ｙ两点之间的电阻距离 ？

同时 ，

ｌ

Ｔ

Ｌ
？

，

）

Ｃ
ｊ

ｌ
＝ ４ 应用与实例

１

Ｔ

（＾ ？ 

＋

￥
；〇 １＋１

Ｔ

（
４ＪＴ ＋ ；＾，

）
１＋以图 灰

ｉＸＯＧ为例 ，
由定理 １ 、 ２计算了 的沾Ｇ

１

Ｔ

（
４；Ｔ

＇

＋伙
－

，

）
１＋１

Ｔ

（
４Ｖ

丨

＋
Ｐ；Ｔ ）

１＋的任意两点间的电阻距离 ，
得到了 Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ指数

，

１

Ｔ

（
８Ａ：

１

）
１＋ｌ＾＾

＇

＋３ＰＸ
＂

＇

）
１＋并用Ｍａｔｌａｂ程序验证了结论的正确性 ．

１

Ｔ

（
４ＡＴ

＂
＋Ｘ

＇

＇

Ｐ
Ｔ

）
ｌ＋１

Ｔ

（
４ＡＴ

Ｈ
＋３Ｘ

＇

Ｐ
Ｔ

）
１＋图的 

Ｌａｐ ｌａｃ ｉａｎ矩阵为

ｌ

Ｔ

（
８Ａｒ

＇

）
ｌ
＝ ｒ ３／

３
＿

／
３

－

／
３

－

１
、

ｎ＋ ｎ＋ｎ＋ ｎ
＋

＾
ｎ＋

＾
ｎ＋ ｎ＋

＾
ｎ＋

＾
ｎ
＝

ｌ ｌ ｎ ．Ｌ
ｗ

，
｛

，

）

ｃ

＝

Ｊ
ｊ＾＾Ｊ

．

则 由 引理 ５ 可得
， ｌ

－

ｒ０ｏ

＇

３ ，

Ｋｆ（Ｗ？ （
ｔ
）
Ｃ

３ ）

＝

（３ｎ＋ ＼
）
ｔｒ

（

Ｌ
＾ ｛

，

）

ｃ） 

－

ｆＬ
叼呢

１
－其中

ｍｎｌｌｙ＾Ｉ＿＿ ＋ ＲＪ
ｌ

〇！？
１

４ ｌ
４ｒ

ｌ ３
－

４Ａ
，

．

（
Ｃ

？ ） ｔ ｉ〇Ｊ
３＂

２
￣

４３ｗ
． 图 叭 〈 ／ ＞Ｇ的 Ｌａｐ ｌａｃ ｉａｎ矩阵的广义逆矩阵为

ｆ
ｉ
（

／
３

＋ １ ５Ｘ
＇

＇

）ＡＸ
－

＇

＋Ｙ
Ｔ

４Ｘ
＂

１

＋Ｙ０

、

３Ｍａｔｌａｂ编程求解轮扩展图的电阻距离１
（

１

）＝４Ｙ
＂

１

＋ＹＳＸ
＇

４Ｘ
＂

１

＋ ３ Ｙ０
Ｗ

ｉ ｛
ｔ
）
Ｃ

ｉ

４Ｘ
￣

ｌ

＋Ｆ
Ｔ

４Ｘ
￣

ｌ

＋ ３ Ｆ
Ｔ

８Ｖ
Ｉ

〇

定理 １ 、 ２ 给 出 了 轮扩展 图 的 电 阻距离 和 Ｌ〇 ０ ０〇Ｊ

Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ指数的公式 ？ 显然 ，
通过这两个公式进行 其中

进一步的计算 比较复杂 ， 尤其是电阻距离 的计算 ＾ １ ３－

４
－

４

^

更为困难 ，
即使 《值不大的情况下也难以得到它们１４１

，

Ｖ
＊￣

４
一

４＼ ５ Ｊ

的具体值 ． 下面给 出用 Ｍａｔ ｌａｂ软件编程的方法得 ６８６８
^

到电阻距离及 Ｋ ｉｒｃｈｈｏｆｆ指数的具体值 （程序参见Ｘ
１

＝

Ｔ＾６８１ ５ ３６ ８ ，

附录 ）
１ ４４５

Ｕ８６ ８１ ５ ３Ｊ

通过矩阵 （
４

）
及 Ｍａｔ ｌａｂ 中 的 Ｐ ｉｎｖ

（
Ｌ

）
函数得到

矩阵 的广义逆矩阵 ， 由 引理 １ 得到 Ｆ力〉Ｇ 中
１４４５

（ｊ ５ ３６８６８ ，

任意两顶点之间的电阻距离 ．

算法的基本步骤为 ：？ （ 〇ｃ
３ 

－

 ［

Ｑ
ｌ
Ｗ＾Ｃ

，
）
｝

．

输人 ： 轮图 Ｒ圈上的顶点个数 《
； １

） 当 ｆ
， ｙ ｅ ｛

ｌ
，
２

，
３

｝时 ，

输出 ： 该轮图扩展图 的电阻距离矩阵

及其 

Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ指数 ．

Ｑ ２７２
．

步骤 １ 描述轮图扩展 图 呎 〈 ／ 〉 Ｃ３ 的邻接矩 ２ ８９
’

阵１ ２
） 当  ｚ

＿

， ｙ ｅ ｛
４

，
５

，

６
｝时 ，

步驟 ２ 描述轮图扩展图 Ｋ 〈 ， 〉Ｇ的度对角矩？ （以敗卜仏机 丨犯卜

阵及Ａ
．

６
（＾ ）

ｃ
３
） 

＝

｜ｇ ；

步骤 ３ 由邻接矩阵 ３ 和度对角矩阵 ／）
，
得到 ８９

｝＃
細扩麵的 

Ｌａ—ａｎ
矩阵 

Ｌ ＿＾ ，
）

Ｃ
３
）

＾
７

，
９
（＾ （〇Ｃ ３

） 

＝

步踩 
４由 

Ｌａｐ
ｌａｃ ｉａｎ

矩阵及 
Ｍａｔｌａｂ的 

Ｐ ｉｎｖ
（
Ｚ
〇^

函数得到其广义逆矩阵 ｉ
（

１

）

．＾ ９
（
＾ （〇Ｃ３

）

＝

２８９
；
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