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摘 要: 针对曲线梁桥在地震作用下出现的平扭耦合作用对结构产生的不利影响，将隔震技术与附加减震装置相

结合对平扭耦合进行控制。建立考虑上部结构偏心的曲线梁桥在双向水平地震作用下的振动控制方程，分别采用序列最

优控制算法( Sequential Optimal Control，SOC) 及经典线性最优控制( Classical linear Optimal Control，COC) 对结构进行分析，

求解曲线桥两种控制算法的地震响应，并通过比较研究两种控制算法的适用性。结果表明，序列最优控制算法较经典线

性最优控制能更有效减小曲线梁桥在水平双向地震作用下的地震反应、抑制结构扭转耦合效应，对减少落梁震害、确保曲

线桥抗震安全有较好的工程实用价值。
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Curved girder bridges' control based on sequential optimal control
algorithm under two-directional horizontal earthquake

LI Xi-mei1，2，DU Yong-feng1，2
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Abstract: Translation-torsion coupling action of curved girder bridges causes adverse effects on structures under
earthquake action． Here，the seismic isolation technique and additional damping device were combined to control the
translation-torsion coupling of curved girder bridges． The equations of motion for curved girder bridges considering their
upper structure's eccentricity under two-directional horizontal earthquake were established，the sequential optimal control
( SOC) and classical linear optimal control ( COC) were used to solve the seismic responses of curved girder bridges． The
results indicated that the SOC method can more effectively reduce the seismic responses of curved beam bridges under two-
directional earthquake and suppress the translation － torsion coupling effects than the COC method can． The study results
were valuable for reducing seiamic damage of falling girders and ensuring aseismic safety of curved girder bridges．
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曲线梁桥已发展为大中城市最便捷、直接的交通

要道及枢纽［1］。对普通直线桥梁已有多种减、隔震控

制方法，但对曲线桥的减、隔震研究较少。主动控制中

控制算法为关键步骤，而半主动控制算法往往可基于

主动控制算法导出，因此研究主动控制算法有重要意

义［2］。亓兴军等［3 － 5］采用经典最优控制算法对曲线连

续梁桥建立有限元在三维地震动下控制效果进行分

析，但计算过程需求解非线性 Ｒiccati 方程，有限元模型

自由度数量太多导致求解严重困难。阎石等［6 － 9］对曲

线梁桥的振动控制研究未考虑地震波水平双向输入。
而对曲线桥而言，由于结构本身不规则性，会造成纵、
横向地面运动相互耦合，故应考虑地震动两水平分量

同时作用情况。杜永峰等［10］针对经典最优控制算法缺

点，借鉴离散系统最优控制的 Bellman 最优法则，在每

个时间步长上建立目标函数，导出更一般的序列最优

控制算法 ( SOC) ，并用于隔震曲线梁桥的控制分析。
本文据曲线梁桥受力特点，考虑隔震曲线梁桥上部结

构刚度中心与质量中心不一致造成的平扭耦合地震效

应，建立隔震曲线梁桥的双质点 6 自由度简化分析模

型，采用序列最优控制算法 ( SOC) 对一座三跨隔震曲

线连续梁桥进行分析，并与经典控制算法对比。



1 模型建立

图 1 曲线梁桥计算模型简图

Fig． 1 Curved bridge deck model

1. 1 模型假设

分别将隔震曲线

梁桥桥墩及上部结构

简化为两个各具两水

平 x、y 自由度与一个

围绕质量中心轴扭转

θ 自由度的堆积质量

m1、m2 模 型 系 统，桥

墩与上部结构为两质

点非同轴质量偏心结

构的 分 析 模 型，上 下

质点分别表示曲线桥下、上结构，见图 1。
1． 2 运动方程建立

取曲线桥上部结构质量中心为坐标原点，曲线梁

桥动力方程可表示为

M d2

d2 t
{ U} + C d

dt { U} + K{ U} = L{ fc} － M{ U··g} ( 1)

式中: M，C，K 分别为曲线桥模型质量、阻尼、刚度矩

阵; { U} = Ux Uy U{ }
θ

T 为位移向量; L为控制力作用位

置矩阵，由控制器安装位置确定，反映 x、y 两方向控制

器布置情况; { fc} 为含两方向的控制力向量; { U··g} =

{ { U··xg}
T{ U··yg}

T{ 0} T} T 为 x，y 双向地震作用加速度向

量;

M =
Mx

My









J

; K =
Kxx 0 Kxθ

0 Kyy Kyθ

Kθx Kθ y K











θθ

Mx = My =
m1

m[ ]
2

; J =
J1

J[ ]
2

Ji = mi ( r
2
i + X2

mi + Y2
mi ) ，( i = 1，2)

式中: m1，m2 分别为下、上部结构质量; J1，J2 分别为

下、上部结构转动惯量［11］; ri 为回转半径; Xmi、Ymi 分别

为下、上部结构质心相对于参考轴坐标; Kxx，Kyy分别为

结构在 x、y 向平动刚度，取隔震桥梁结构为剪切型，

Kxθ，Kyθ分别为结构 x、y 向平扭刚度，考虑上、下部结构

质心与刚心的偏心距及上、下部结构质心间偏心距，Kθθ

为结构的扭转刚度矩阵。
Kθx = Kxθ

T，Kθy = Kyθ
T

Kyy =
Ky1 + Ky2 － Ky2

－ Ky2 Ky
[ ]

2

，Kθθ =
Kθθ11 Kθθ12

Kθθ21 Kθθ
[ ]

22

Kxθ =
Kxθ11 Kxθ12

Kxθ21 Kxθ
[ ]

22

，Kyθ =
Kyθ11 Kyθ12

Kyθ21 Kyθ
[ ]

22

式中: Kx1，Ky1 与 Kx2，Ky2 分别为下、上部结构平移刚

度; Kxθ12，Kyθ12 分别为仅 m2 发生 x、y 向单位位移时 m1

需施加的绕 z 轴力矩; Kθθ12为 m1 不动仅 m2 发生单位转

角时 m1 需施加的绕 z 轴力矩; Kxθ11，Kxθ22，Kxθ21，Kyθ11，

Kyθ22，Kyθ21，Kθθ11，Kθθ22，Kθθ21含义以此类推［12 － 13］。
阻尼矩阵［C］用分区瑞利阻尼模型可分解为

［C］ = ［C0］+ ［Cr］，( C0 ) = αs［M］+ βs［K］

［Cr］ =
Cbr ［0］

{ 0} ［0
[ ]

］

式中: ［Cr］为体现非比例阻尼的余项阻尼矩阵; Cbr =
( αb － αs ) mb + ( βb － βs ) kb; ［C0］为经典瑞利阻尼矩阵;

αs，βs，αb，βb 分别为下部结构及隔震系统瑞利阻尼比例

系数，即

αs

β{ }
s

=
2ξs

ωi + ω j

ωiω j{ }1
;
αb

β{ }
b

=
2ξb

ωi + ω j

ωiω j{ }1

式中: ξs，ξb 分别为下部结构及隔震系统瑞利阻尼比例

系数; ωi、ω j 为结构第 i，j 阶圆频率。
将式( 1) 转化成状态空间表达式，即

X
·

= AX + BfC + E U··{ }
g

T

Y = CX + DfC + W U··{ }
g

T

式中: X =
x

x{ }· ; A =
0 I

－M －1K －M －1( )C ; B =
0

M －1[ ]L ;

E =
0
－[ ]δ 。I，δ 分别为单位矩阵、单位向量。W 表达

式随输出的加速度性质变化，G 表达式随输出的位移、
速度变化。选择输出向量为各质点绝对加速度及位移

时有

C =
G 0

－ M－1K － M－1[ ]C
D =

0
M－1[ ]L ，W = [ ]00

2 基于状态反馈的序列最优控制算法

时域内结构最优控制算法大多对问题进行简化，

文献［14 － 16］中序列最优控制算法吸收了几种常见算

法优点，并对现有算法进行改进，将控制目标函数化解

至每个时间步长，导出更一般的最优控制算法，并用状

态转移的数值方法实现。
2． 1 基于序列最优控制目标函数的最优控制力模型

据状态反馈序列最优控制算法构造双向地震作用

下二次型控制目标函数为

J = ∫
t

t0

1
2 X ( t) TQX( t) + 1

2 fc ( t)
TＲfc ( t[ ]) dt ( 2)

式中: { X( t) } 为含 x，y 两方向的结构响应; ［Q］，［Ｒ］分

别为对应两方向响应及控制力的权重矩阵; t0，tf 分别

为控制起止时刻。
将地震波及控制力转化为一系列时间域脉冲，由
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于地震动及控制力均随时间推移逐步输入至结构系

统，则系统当前时刻响应由当前时刻脉冲与过去时刻

脉冲响应叠加而成，即

{ X( t) } = { X∑( j －1) ( t) } + { X j ( t) } ( 3)

式中: 下标“∑( j － 1) ”代表直到第( j － 1) 个步长上( 过

去时刻) 脉冲影响总和。
将式( 3) 代入式( 2) 构造 Lagrange 函数，原约束优

化问题转化为无约束问题。因当前时刻脉冲只影响当

前时刻及未来时刻响应，对过去时刻响应无影响，因此

将纯粹含过去时刻脉冲影响控制目标函数分离，引用

最优控制理论的泛函极值条件，可得结构最优控制的

一般表达式为

{ fc ( tA ) } = － ［Ｒ］－1 ［B］T{ λ( tA ) } ( 4)

{ λ
·

} = － ［A］T{ λ} － ［Q］{ X} ，{ λ( tf ) } = 0 ( 5)

{ X
·

} = ［A］{ X} + ［B］{ f} c + { E} U··Tg ( 6)

式中: tA 为当前时刻，式( 5) 、( 6) 定义域为［tA，tf］。
2． 2 基于状态反馈的序列最优控制算法实现

在式( 5) 中直接求解{ λ} ，利用状态转移算法得

{ λ( tk－1 ) = e－［Aλ］Δt{ λ( tk ) } － Δte－［Aλ］Δt［Qλ］{ X( tk ) }

( tk = t0 + kΔt，k = m，…，2，1)

［Aλ］ = － ［A］T，［Qλ］ = － ［Q
}

］

( 7)

利用状态转移算法，由式( 6) 建立递推公式为

{ X( tA + Δt) } = e［A］Δt{ X( tA) } + Δte［A］Δt{ E} U··g ( tA)

( tk = t0 + kΔt，k = m，…，2，1 })
( 8)

式中: m 为终了时刻时间步长数。
由于在时间区间［tA，tf］上，{ }X 为当前时刻与过

去时刻的激励及控制力共同作用，将来时刻的外部激

励尚无作用于系统，则据式( 8) 可得

{ X( tj ) } = e［A］jΔt{ X( tA ) } + Δte［A］jΔt{ E} U··g ( tA )

( tj = tA + jΔt，j = 1，2，3，…，m })
( 9)

式( 7) 中取 k =m，引入终值条件 λ( tA + mΔt) = 0，

将式( 9) 代入式( 7) 并反复逆向递推，最终得

{ λ( tA ) } = － Δt［QA ( m) ］( { X( tA ) } +

Δt{ E} U··g ( tA ) ) ( 10)

［QA ( m) ］ = e－［Aλ］mΔt［Qλ］e［A］mΔt +
e－［Aλ］( m－1) Δt［Qλ］e［A］( m－1) Δt + … +

e －［Aλ］Δt［Qλ］e［A］Δt ( 11)

将式( 11) 代入式( 4) 可求得状态反馈时距控制终

了时刻 m 个时间步长对应的理想控制力，即

{ fc ( tA ) } = Δt［IＲX ( m) ］{ X( tA ) } +

( Δt) 2 { EＲX ( m) } U··g ( tA ) ( 12)

式中:

［IＲX ( m) ］ = ［IQ ( m) ］－1［ＲQ ( m) ］

{ EＲX ( m) } = ［IＲX ( m) ］{ E}

［IQ ( m) ］ = ［I］－ ( Δt) 2［ＲQ ( m) ］［B］

［ＲQ ( m) ］ = ［Ｒ］－1 ［B］T［QA ( m) ］

式中: IＲX ( m) ，EＲX ( m) 为最优控制力系数，可由此求出

每个时刻的最优控制力。
较经典最优控制算法，序列最优算法在求解过程

中未对目标函数预先引用近似简化条件，除将地震波

转化为一系列脉冲、采用状态转移数值算法本身误差

外，该算法建立的模型在概念上更精确。

3 隔震曲线连续梁桥算例及讨论

3． 1 工程背景

某立交匝道上一联圆曲线连续梁桥，跨径 3 × 20
m，曲率半径 Ｒ = 50 m，圆心角 θ = 69°，主梁为单箱单室

箱梁。为简化分析，用独柱式圆形桥墩，直径 1． 5 m，墩

高 5 m，墩底固结，每个墩顶布置圆形铅芯橡胶支座。
下部结构阻尼比 ξs = 0． 05，隔震层水平阻尼比 ξb =
0． 15，上部结构质心为整体坐标系原点。曲线桥梁有

限元模型由 107 个节点、106 个单元组成。平面布置及

有限元模型见图 2。

图 2 曲线梁桥布置图

Fig． 2 Curved bridge layout

每个桥墩处切向、径向各设置一组理想智能控制

器连接墩台与主梁，最大阻尼力 2 000 kN，见图 3。采

用状态反馈序列最优控算法对结构进行控制，设控制

图 3 径向、切向阻尼

器布置示意图

Fig． 3 The dampers arrangement
for radial and tangential

器能实时提供所需控制

力，且不计时滞及自身动

力效应。地震激励采用

常用的 3 种地震波进行

分析，在结构 x 向、y 向分

别 同 时 输 入 El-Centro、
Kobe 及 Northridge 地 震

波南北及东西分量。为

比较方便，加速度峰值 x
方向调整为 250 cm /s2，y
方向调整为 220 cm /s2，

分别求隔震曲线梁桥在

无、有 控 状 态 下 的 地 震
响应。
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3． 2 控制效果分析

控制效果以上部结构位移、加速度响应为评价指

标。为使不同控制算法效率具有可比性，定义控制能

量指标为控制力的绝对值积分 E = ∫
t f

t0
fc ( t) dt。通过

调整权重矩阵，使各不同算法在相同控制能量水准之

下。输入 El-Centro 波、Kobe 波、Northridge 波下上部结

构 x、y 向及扭转角位移控制时程曲线见图 4 ～ 图 6。由

3 图看出，或 El-Centro 地震波，或 Kobe、Northridge 地震

波，推导的序列最优控制算法 ( SOC) 与经典线性最优

控制( COC) 消减曲线桥结构位移响应作用相当，而序

列最优控制算法( SOC) 更有效。因此对总体控制效果

而言，序列最优控制算法优于经典最优控制算法。如

输入 El-Centro 地震波，由图 4 可知上部结构 x、y 向最

大位移控制率分别为 51． 7% 及 38． 3%，且不仅最大值

减小，在时程几乎所有时刻均有不同程度减小。

图 4 输入 El-Centro 波上部结构位移时程图

Fig． 4 Displacement of superstructure under El-Centro

图 5 输入 Kobe 波上部结构位移时程曲线

Fig． 5 Displacement of superstructure under Kobe

图 6 输入 Northridge 波上部结构位移时程曲线

Fig． 6 Displacement of superstructure under Northridge

输入 El-Centro 波、Kobe 波、Northridge 波下上部结

构的 x、y 向及扭转角加速度控制时程曲线见图 7 ～ 图

9。由 3 图 看 出，或 El-Centro 地 震 波，或 Kobe、

Northridge 地震波，在同等控制能量条件下推导的序列

最优控制算法( SOC) 消减结构最大峰值加速度及结构

扭转角加速度效果较经典线性最优控制( COC) 均更有
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效。在 Kobe 地震动初期加速度反应值有局部放大现

象，因原结构施加控制力或添加控制装置后会改变结

构动力特性，部分时间点加速度可能增大，但大部分时

间点加速度均会减小，能达减震控制目的。

图 7 输入 El-Centro 波上部结构绝对加速度时程曲线

Fig． 7 Superstructure absolute acceleration under El-Centro

图 8 输入 Kobe 波上部结构绝对加速度时程曲线

Fig． 8 Superstructure absolute acceleration under Kobe

图 9 输 Northridg 波上部结构绝对加速度时程曲线

Fig． 9 Superstructureabsolute acceleration under Northridg

曲线梁桥在 El-Centro 波输入下，无控、序列最优控

制算法( SOC) 及经典线性最优控制( COC) 三种不同控

制策略响应最大值见表 1。由表 1 看出，两种控制算法

控制效果均较好，但在相同能量指标下，序列最优控制

算法( SOC) 位移、加速度最大值较经典线性最优控制

( COC) 小，控制效果更明显。在 Kobe、Northridge 地震

波作用下，规律相同。

表 1 El-Centro 波下不同控制策略响应最大值

Tab． 1 The maximum response of different
control strategyunder El-Centro

标 无控 SOC COC
X 向位移 /m 0． 353 531 3 0． 231 558 9 0． 239 702 5
Y 向位移 /m 0． 378 676 7 0． 226 963 2 0． 239 033 5
角位移 / rad 0． 008 022 7 0． 003 443 9 0． 003 782 3
X 向加速度 / ( m·s － 2 ) 4． 371 563 9 2． 894 353 2 3． 701 618 7
Y 向加速度 / ( m·s － 2 ) 4． 773 232 5 2． 806 454 6 3． 709 706 7

角加速度 / ( rad·s － 2 ) 0． 128 229 7 0． 059 229 6 0． 068 395 3
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由于墩顶共布置 8 个控制器，分析单个控制器的

控制力大小对比较两种算法控制效率意义不大。因此

分别将布置在径向与切向 4 个控制器的控制力迭加，

获得 x、y 向控制力合力时程。结构在同等控制能量条

件下 El-Centro 波输入的 x、y 向控制力合力时程曲线见

图 10。由图 10 看出，在时程曲线开始段，序列最优控

制算法( SOC) 控制力高于经典线性最优控制 ( COC) ，

而在时程曲线尾部序列最优控制算法( SOC) 控制力低

于经典线性最优控制 ( COC ) 。故序列最优控制算法

( SOC) 所得控制力幅值随结构响应衰减快速减小，在

地震动峰值较大阶段能更好发挥控制效果。

图 10 输入 El-Centro 波控制力时程曲线

Fig． 10 The control force of time-history curve under El-Centro

4 结 论

曲线桥因受偏心及多维地震动作用，使结构反应

表现出平动、转动的耦联效应。本文考虑曲线桥的偏

心及多维地震动输入，通过序列最优控制算法( SOC) ，

对曲线桥地震反应进行控制分析，结论如下:

( 1) 本文所用序列最优控制算法无需求解 Ｒiccati
方程，计算量小，未预先对目标函数引用近似简化，仅

将地震波转化为一系列脉冲及采用状态转移的数值算

法本身误差外，本算法在概念上更合理。
( 2) 采用序列最优控制算法( SOC) 使上部结构角

加速度响应及扭转角位移响应均得到显著减小，由因

曲线桥偏心引起的扭转响应得以降低，并使上部结构

x、y 向位移及加速度响应得到有效控制。
( 3) 同等控制能量条件下，序列最优控制算法

( SOC) 在时程曲线尾部可降低控制力输入、节约输入

能量。因此 SOC 控制效能更高。
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