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变厚度圆环板的面内自由振动分析
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摘要：基于二维线弹性理论，导出厚度沿径向线性变化的变厚度圆环板在面内自由振动的控制微分方程．用微分求

积法（ＤＱＭ）对微分方程及其典型边界条件进行离散，研究变厚度圆环板面内自由振动的无量纲频率特性．数值计

算得到不同边界条件下内外半径比、厚度变化参数等因素对无量纲频率的影响．结果表明，圆环板内外边界在夹

紧—夹紧和自由—夹紧条件下无量纲频率Ω随厚度变化参数α的增大而增大，在自由—自由和夹紧—自由条件下

无量纲频率Ω随厚度变化参数α的增大而减小．
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　　非均匀厚度圆（环）板是电动机械、核工业、航空
航天和海洋等工程中广泛使用的一种承载结构元

件．变化的厚度能改善结构元件的承载能力，从而能
减小其重量和几何尺寸，同时也能改变其振动的固
有频率．因此，对变厚度圆（环）板以及其它构件的振
动问题求解一直是结构动力学的重点研究内容之

一．在对等厚度或变厚度圆（环）板振动问题的相关
研究中，最多的是对其横向振动的讨论，具体内容可
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参见文献［１～６］，但由于圆环板面内振动的研究对
铁路车轮、盘式制动器和硬盘驱动器等的噪音和振
动控制具有重要意义，故对其面内振动的研究也必
须受到关注．关于圆（环）板的面内自由振动问题，文
献［７］第一次阐述外边界自由的实心薄圆盘面内自
由振动的运动微分方程，之后文献［８］求解这一方
程，并获得外边界自由实心圆盘面内自由振动不同
模态时的频率．文献［９］讨论不同泊松比对面内振动
频率和振型的影响以及面内力作用下的振动响应．
文献［１０］将模态在环向用三角函数表示，径向用

Ｂｅｓｓｅｌ函数的级数和表示，求解外边界夹紧的实心
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圆盘面内自由振动的固有频率和振动模态，并和有
限元法的结果进行比较．文献［１１］首先用 Ｈａｍｉｌｔｏｎ
原理推导边界夹紧情况下均匀厚度各向同性材料圆

板在弹性范围内面内振动的两组强耦合的运动微分

方程，再代入 Ｈｅｌｍｈｏｌｔｚ分解进行解耦得到非耦合
的运动方程，分离变量后则得到用Ｂｅｓｓｅｌ函数表示
频率方程的一般解．文献［１２］给出圆环板内外边界
在组合各种可能的经典约束条件下其面内振动的模

态特征并由 Ｒａｙｌｅｉｇｈ－Ｒｉｔｚ法得到圆环板面内自由
振动的频率及相应的模态．文献［１３］则基于线弹性
体理论得到各向同性材料薄圆环板面内自由振动的

控制微分方程并用微分求积法（ＤＱＭ）数值研究圆
环板在多种边界条件下面内自由振动的无量纲频率

特性．以上都是对等厚度圆（环）板面内自由振动的
讨论，而对于厚度变化的圆（环）板面内振动的研究
则相对较少．
本文用微分求积法（ＤＱＭ）研究变厚度各向同

性材料圆环板的面内自由振动问题．考虑内外边界
在自由或夹紧任意组合情况下厚度沿径向线性变化

的圆环板，建立其运动微分方程并用ＤＱ法离散并
求解其面内自由振动的无量纲频率特性，并讨论在
不同边界条件，圆环板内外半径比，厚度变化参数等
对其频率的影响．

１　控制微分方程及无量纲化

如图１所示，考虑厚度沿半径方向线性变化的
变厚度圆环板并建立极坐标系（ｒ，θ）．设外半径为

Ｒｏ，内半径为Ｒｉ，内径处厚度为ｈｉ，外径处厚度为

ｈｏ，材料弹性模量为Ｅ，密度为ρ，泊松比为μ，径向
位移分量为ｕ，周向位移分量为ｖ．给定厚度沿径向
按下式变化：

ｈ（ｒ）＝ｈｉ＋α（ｒ－Ｒｉ）
其中，α称为圆环板的厚度变化参数．
几何方程为

εｒ ＝ｕｒ
，　　εθ＝ １ｒ

ｖ
θ＋

ｕ
ｒ

γｒθ ＝ｖｒ＋
１
ｒ
ｕ
θ－

ｖ烅

烄

烆 ｒ

（１）

　　物理方程为

σθ＝ Ｅ
１－μ

２（εθ＋μεｒ）

σｒ ＝ Ｅ
１－μ

２（εｒ＋μεθ）

τｒθ ＝ Ｅ
２（１＋μ）

γｒ

烅

烄

烆
θ

（２）

　　运动方程为

α（２σｒ－σθ）＋σｒ－σθｒ
（ｈ－αｒ）＋

σｒ
ｒ＋

１
ｒ
τθｒ
θ －ρ

２　ｕ
ｔ（ ）２ ｈ＝０ （３ａ）

２τｒθｒ
（ｈ－αｒ）＋３ατｒθ＋

１
ｒ
σθ
θ＋

τｒθ
ｒ －ρ

ｖ２

ｔ（ ）２ ｈ＝０ （３ｂ）

图１　变厚度圆环板的几何尺寸及坐标系

Ｆｉｇ．１　Ｇｅｏｍｅｔｒｉｃ　ｄｉｍｅｎｓｉｏｎ　ｏｆ　ｃｉｒｃｕｌａｒ　ａｎｎｕｌａｒ　ｐｌａｔｅ　ｗｉｔｈ
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将式（１～３）联立得
１
ｒ＋

α（ ）ｈ Ｓ２Ｌｕｒ＋
１＋μ
２ｒＳ

２
Ｌ
２ｖ
θｒ＋

αμ
ｒｈ－

３－μ
２ｒ（ ）２ Ｓ２Ｌｖθ＋

Ｓ２Ｌ
２　ｕ
ｒ２＋

１
ｒ２Ｓ

２
Ｔ
２　ｕ
θ２＋

ｕ
ｒ２Ｓ

２
Ｌ
μ
ｈαｒ　－（ ）１ ＝

２　ｕ
ｔ２

（４ａ）

１
ｒ＋

α（ ）ｈ Ｓ２Ｔｖｒ＋
１＋μ
２ｒＳ

２
Ｌ
２　ｕ
θｒ＋

１－μ
２ｒｈα＋

３－μ
２ｒ（ ）２ Ｓ２Ｌｕθ＋

Ｓ２Ｔ
２ｖ
ｒ２＋

１
ｒ２Ｓ

２
Ｌ
２ｖ
θ２－

ｖ
ｒ２Ｓ

２
Ｔ
αｒ
ｈ ＋（ ）１ ＝

２ｖ
ｔ２

（４ｂ）

式中：Ｓ２Ｌ＝ Ｅ
ρ（１－μ

２），Ｓ
２
Ｔ＝ Ｅ
２ρ（１＋μ）

．

对随时间变化的谐波振动，位移分量可设为

ｕ（ｒ，θ，ｔ）＝∑
∞

ｎ＝０
Ｕｎ（ｒ）ｃｏｓ（ｎθ）ｅ－ｉωｔ

ｖ（ｒ，θ，ｔ）＝∑
∞

ｎ＝０
Ｖｎ（ｒ）ｓｉｎ（ｎθ）ｅ－ｉω

烅

烄

烆
ｔ

（５）

式中： 槡ｉ＝ －１为虚数单位．将式（５）代入式（４）后并
进行如下的无量纲化：

ｘ＝ｒＲｏ
，　Ω２＝Ｒ

２
ｏω２

Ｓ２Ｌ
，　β＝

Ｒｉ
Ｒｏ
，　ｓ＝ｈｉＲｏ 　

（６）

式中：Ω为无量纲频率参数．则得到圆环板面内自由
振动的无量纲化控制微分方程为

Ｕ″ｎ（ｘ）＋ １
ｘ＋

α
ｓ＋αｘ－α（ ）β Ｕ′ｎ（ｘ）＋

Ω２－ｎ
２（１－μ）＋２
２ｘ２ ＋ μα

（ｓ＋αｘ－αβ）［ ］ｘ Ｕｎ（ｘ）＋
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ｎ μα
（ｓ＋αｘ－αβ）ｘ

－３－μ２ｘ［ ］２ Ｖｎ（ｘ）＋

ｎ１＋μ２ｘ Ｖ′ｎ
（ｘ）＝０ （７）

１－μ
２ Ｖ″ｎ（ｘ）＋１－μ２

１
ｘ＋

α
ｓ＋αｘ－α（ ）βＶ′ｎ（ｘ）＋

Ω２－１－μ＋２ｎ
２

２ｘ２ － １－μ
２（ｓ＋αｘ－αβ）ｘ［ ］αＶｎ（ｘ）－

ｎ １－μ
２（ｓ＋αｘ－αβ）ｘ

α＋３－μ２ｘ［ ］２ Ｕｎ（ｘ）－

ｎ１＋μ２ｘ Ｕ′ｎ
（ｘ）＝０ （８）

２　ＤＱＭ离散及特征值问题

对变厚度圆环板面内自由振动的控制微分方程

（７，８）及 相 应 的 边 界 条 件 采 用 微 分 求 积 法
（ＤＱＭ）［１４－１５］求解，其节点划分采用如下的余弦型公
式：

ｘｉ＝β＋
１－β
２ １－ｃｏｓｉ－１Ｎ－１（ ）［ ］π

　　ｉ＝１，…，Ｎ （９）
式中：Ｎ 为节点总数．方程（７，８）运用ＤＱＭ 离散可
得

∑
Ｎ

ｊ＝１
Ｂｉｊ＋

１
ｘｉ＋

α
ｓ＋αｘｉ－α（ ）β Ａｉ［ ］ｊ Ｕｎｊ＋

μα
（ｓ＋αｘｉ－αβ）ｘｉ

－ｎ
２（１－μ）＋２
２ｘ２［ ］ｉ

Ｕｎｉ＋

ｎ μα
（ｓ＋αｘｉ－αβ）ｘｉ

－３－μ２ｘ２［ ］ｉ
Ｖｎｉ＋

ｎ１＋μ２ｘｉ ∑
Ｎ

ｊ＝１
ＡｉｊＶｎｊ＋Ω２　Ｕｎｉ ＝０ （１０）

１－μ
２ ∑

Ｎ

ｊ＝１
Ｂｉｊ＋

１
ｘｉ＋

α
ｓ＋αｘｉ－α（ ）β Ａｉ［ ］ｊ Ｖｎｊ－

１－μ
２（ｓ＋αｘｉ－αβ）ｘｉ

α＋１－μ＋２ｎ
２

２ｘ２［ ］ｉ
Ｖｎｉ－

ｎ １－μ
２（ｓ＋αｘｉ－αβ）ｘｉ

α＋３－μ２ｘ２［ ］ｉ
Ｕｎｉ－

ｎ１＋μ２ｘｉ ∑
Ｎ

ｊ＝１
ＡｉｊＵｎｊ＋Ω２　Ｖｎｉ ＝０ （１１）

　　　　ｉ＝２，３，…，Ｎ－１

考虑如下２种典型的边界条件：

１）夹紧 （Ｃ）：

Ｕｎ ＝Ｖｎ ＝０　　 在ｘ＝β或１ （１２）

　　２）自由 （Ｆ）：

σｒ ＝０　 即 　Ｕｎｘ ＋
μ
ｘ
（ｎＶｎ＋Ｕｎ）＝０

τｒθ ＝０　 即 　
Ｖｎ
ｘ －

１
ｘ
（ｎＵｎ＋Ｖｎ）＝０　　

　　　　　 在ｘ＝β或

烅

烄

烆 １
（１３）

圆环板内外边界由自由 （Ｆ）和夹紧（Ｃ）组合得４种
不同类型的边界情况，即Ｆ—Ｆ，Ｃ—Ｃ，Ｆ—Ｃ，Ｃ—Ｆ．
边界条件（１２，１３）由ＤＱＭ离散可得

１）夹紧 （Ｃ）：

Ｕｎｉ ＝Ｖｎｉ ＝０　　ｉ＝１或Ｎ （１４）

　　２）自由 （Ｆ）：

∑
Ｎ

ｊ＝１
ＡｉｊＵｎｊ＋μｘｉ

（Ｕｎｉ＋ｎＶｎｉ）＝０

∑
Ｎ

ｊ＝１
ＡｉｊＶｎｊ－１ｘｉ

（ｎＵｎｉ＋Ｖｎｉ）＝０

　　　　ｉ＝１或

烅

烄

烆 Ｎ

（１５）

　　当取内部边界条件时，ｉ＝１，当取外部边界条件
时，ｉ＝Ｎ．方程（１０，１１）与４种边界条件之一联立后
便得到不同边界条件下厚度线性变化圆环板面内自

由振动的边值问题．该边值问题可用分块矩阵形式
表示为

Ｑｂｂ Ｑｂｄ
Ｑｄｂ Ｑ［ ］

ｄｄ

ｗｂ
ｗ｛ ｝ｄ ＝ Ω２　ｗｂ

烅
烄

烆
烍
烌

烎０
（１６）

式中

ｗｂ ＝［Ｕｎ２，Ｕｎ３，…，Ｕｎ，（Ｎ－１），Ｖｎ２，Ｖｎ３，…，Ｖｎ，（Ｎ－１）］Ｔ

ｗｄ ＝ Ｕｎ１，ＵｎＮ，Ｖｎ１，Ｖ［ ］ｎＮ
Ｔ

由式（１６）消去ｗｄ 得变厚度圆环板面内自由振动的
特征值问题：

Ｑｗｂ－Ω２Ｉｗｂ ＝０ （１７）
式中：Ｑ＝Ｑｂｂ－ＱｂｄＱ－１

ｄｄＱｄｂ，Ｉ为（２　Ｎ－４）阶单位阵，
特征向量ｗｂ 描述了圆环板面内自由振动的振型．

３　计算结果与分析

通过 ＭＡＴＬＡＢ程序计算可获得厚度线性变化
的圆环板面内振动的无量纲频率．图２～５分别给出
了Ｆ—Ｆ，Ｃ—Ｃ，Ｆ—Ｃ，Ｃ—Ｆ　４种不同边界条件下泊
松比μ，厚度变化参数α，内径处厚度与外径比值ｓ
确定时不同内外半径比β和前四阶无量纲频率Ω 之
间的关系曲线．计算中取Ｎ＝１８，μ＝０．３，α＝０．２，

ｓ＝０．２，环向波数ｎ＝１．由图２～５可以看出，圆环
板除了Ｆ—Ｆ边界条件下第一阶无量纲频率随β增
大几乎不变外，其余各阶频率Ω都随β的增大而单
调增加．此处若取β＝０，变厚度圆环板的面内自由
振动退化为变厚度圆板的面内自由振动．
图６和图７分别给出同样４种边界条件下厚度
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图２　内外自由—自由边界条件下内外半径比和无量纲频

率之间的关系曲线

Ｆｉｇ．２　Ｄｅｐｅｎｄｅｎｃｅ　ｏｆ　ｄｉｍｅｎｓｉｏｎｌｅｓｓ　ｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓ　ｏｎ　ｒａｔｉｏ　ｏｆ

ｉｎｎｅｒ　ｒａｄｉｕｓ　ｔｏ　ｏｕｔｅｒ　ｒａｄｉｕｓ　ｕｎｄｅｒ　ｂｏｕｎｄａｒｙ　ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ

ｏｆ　ｆｒｅｅ　ｉｎｎｅｒ　ａｎｄ　ｏｕｔｅｒ　ｂｏｕｎｄａｒｉｅｓ

图３　内外夹紧—夹紧边界条件下内外半径比和无量纲频

率之间的关系曲线

Ｆｉｇ．３　Ｄｅｐｅｎｄｅｎｃｅ　ｏｆ　ｄｉｍｅｎｓｉｏｎｌｅｓｓ　ｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓ　ｏｎ　ｒａｔｉｏ　ｏｆ

ｉｎｎｅｒ　ｒａｄｉｕｓ　ｔｏ　ｏｕｔｅｒ　ｒａｄｉｕｓ　ｕｎｄｅｒ　ｂｏｕｎｄａｒｙ　ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ

ｏｆ　ｃｌａｍｐｅｄ　ｉｎｎｅｒ　ａｎｄ　ｏｕｔｅｒ　ｂｏｕｎｄａｒｉｅｓ

图４　内夹紧—外自由边界条件下内外半径比和无量纲频
率之间的关系曲线

Ｆｉｇ．４　Ｄｅｐｅｎｄｅｎｃｅ　ｏｆ　ｄｉｍｅｎｓｉｏｎｌｅｓｓ　ｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓ　ｏｎ　ｒａｔｉｏ　ｏｆ　ｉｎｎｅｒ
ｒａｄｉｕｓ　ｔｏ　ｏｕｔｅｒ　ｒａｄｉｕｓ　ｕｎｄｅｒ　ｂｏｕｎｄａｒｙ　ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ　ｏｆ
ｃｌａｍｐｅｄ　ｉｎｎｅｒ　ｅｄｇｅ　ａｎｄ　ｆｒｅｅ　ｏｕｔｅｒ　ｅｄｇｅ

图５　内自由—外夹紧边界条件下内外半径比和无量纲频

率之间的关系曲线

Ｆｉｇ．５　Ｄｅｐｅｎｄｅｎｃｅ　ｏｆ　ｄｉｍｅｎｓｉｏｎｌｅｓｓ　ｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓ　ｏｎ　ｒａｔｉｏ　ｏｆ

ｉｎｎｅｒ　ｒａｄｉｕｓ　ｔｏ　ｏｕｔｅｒ　ｒａｄｉｕｓ　ｕｎｄｅｒ　ｆｒｅｅ　ｉｎｎｅｒ　ａｎｄ

ｃｌａｍｐｅｄ　ｏｕｔｅｒ　ｂｏｕｎｄａｒｙ　ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ

图６　内夹紧—外夹紧和内自由—外夹紧边界条件下厚

度变化参数和无量纲频率之间的关系曲线

Ｆｉｇ．６　Ｄｅｐｅｎｄｅｎｃｅ　ｏｆ　ｄｉｍｅｎｓｉｏｎｌｅｓｓ　ｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓ　ｏｎ　ｔｈｉｃｋ－
ｎｅｓｓ　ｖａｒｉａｔｉｏｎ　ｐａｒａｍｅｔｅｒ　ｕｎｄｅｒ　ｃｌａｍｐｅｄ－ｃｌａｍｐｅｄ

ａｎｄ　ｆｒｅｅ－ｃｌａｍｐｅｄ　ｂｏｕｎｄａｒｙ　ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ　ａｔ　ｔｈｅ　ｉｎｎｅｒ

ａｎｄ　ｏｕｔｅｒ　ｅｄｇｅ

图７　内自由—外自由和内夹紧—外自由边界条件下厚

度变化参数和无量纲频率之间的关系曲线

Ｆｉｇ．７　Ｄｅｐｅｎｄｅｎｃｅ　ｏｆ　ｄｉｍｅｎｓｉｏｎｌｅｓｓ　ｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓ　ｏｎ　ｔｈｉｃｋ－
ｎｅｓｓ　ｖａｒｉａｔｉｏｎ　ｐａｒａｍｅｔｅｒ　ｕｎｄｅｒ　ｗｉｔｈ　ｆｒｅｅ－ｆｒｅｅ　ａｎｄ

ｃｌａｍｐｅｄ－ｆｒｅｅ　ｂｏｕｎｄａｒｙ　ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ　ａｔ　ｉｎｎｅｒ　ａｎｄ　ｏｕｔ－
ｅｒ　ｅｄｇｅ

变化参数α和前三阶无量纲频率Ω 之间的关系曲
线．计算中取Ｎ＝１８，μ＝０．３，ｓ＝０．２５，β＝０．５，环向
波数ｎ＝１．由图６、７可看出，在Ｃ—Ｃ和Ｆ—Ｃ边界
条件下无量纲频率Ω 都随厚度变化参数α的增大
而增大，而在Ｆ—Ｆ和Ｃ—Ｆ边界条件下无量纲频率

Ω都随厚度变化参数α的增大而减小．这是因为，例
如在Ｃ—Ｆ边界条件下，增大α相当于圆环板的质
量从夹紧的内部边界附近移向了自由的外部边界附

近，故无量纲频率Ω随厚度变化参数α的增大而减
小；相反的情况则出现在Ｆ—Ｃ边界条件的情况下．
由图６和图７还可以看出在α＜０时，厚度变化参数

α对无量纲频率Ω 的影响较大，在α≥０时，厚度变
化参数α对无量纲频率Ω（特别是较高阶频率）的影
响较小．
图８和９分别给出在四种边界条件下内径处厚

度与外径比值ｓ和前三阶无量纲频率Ω 之间的关系
曲线．计算中取 Ｎ＝１８，μ＝０．３，α＝－０．２５，β＝
０．３，环向波数ｎ＝１．由图８、９可看出．在Ｃ—Ｃ和
Ｆ—Ｃ边界条件下无量纲频率Ω都随内径处厚度与
外径比值ｓ的增大而增大，而在Ｆ—Ｆ和Ｃ—Ｆ边界
条件下无量纲频率Ω都随内径处厚度与外径比值ｓ
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图８　内夹紧—外夹紧和内自由—外夹紧边界条件下内

径处厚度与外径比值和无量纲频率之间的关系曲

线

Ｆｉｇ．８　Ｄｅｐｅｎｄｅｎｃｅ　ｏｆ　ｄｉｍｅｎｓｉｏｎｌｅｓｓ　ｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓ　ｏｎ　ｒａｔｉｏ

ｏｆ　ｔｈｉｃｋｎｅｓｓ　ａｔ　ｉｎｎｅｒ　ｅｄｇｅ　ｔｏ　ｏｕｔｅｒ　ｄｉａｍｅｔｅｒ　ｕｎｄｅｒ

ｂｏｕｎｄａｒｙ　ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ　ｏｆ　ｉｎｎｅｒ　ａｎｄ　ｏｕｔｅｒ　ｃｌａｍｐｅｄ　ｏｒ

ｉｎｎｅｒ　ｆｒｅｅ　ａｎｄ　ｏｕｔｅｒ　ｃｌａｍｐｅｄ

图９　内自由—外自由和内夹紧—外自由边界条件下内

径处厚度与外径比值和无量纲频率之间的关系曲

线

Ｆｉｇ．９　Ｄｅｐｅｎｄｅｎｃｅ　ｏｆ　ｄｉｍｅｎｓｉｏｎｌｅｓｓ　ｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓ　ｏｎ　ｒａｔｉｏ

ｏｆ　ｔｈｉｃｋｎｅｓｓ　ａｔ　ｉｎｎｅｒ　ｅｄｇｅ　ｔｏ　ｏｕｔｅｒ　ｄｉａｍｅｔｅｒ　ｕｎｄｅｒ

ｂｏｕｎｄａｒｙ　ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ　ｏｆ　ｃｌａｍｐｅｄ　ｉｎｎｅｒ　ａｎｄ　ｏｕｔｅｒ

ｆｒｅｅ　ｅｄｇｅ　ｏｒ　ｉｎｎｅｒ　ａｎｄ　ｏｕｔｅｒ　ｆｒｅｅ　ｅｄｇｅ

的增大而减小．同样，较大的ｓ值对前三阶无量纲频
率Ω 的影响较小．

４　结论

本文基于线弹性理论，推导得到厚度沿径向线
性变化的变厚度圆环板在面内自由振动的控制微分

方程，用ＤＱＭ对微分方程和相应的边界条件进行
离散，计算得到典型边界条件下变厚度圆环板面内
自由振动的无量纲频率，并考虑圆环板内外半径比、
厚度变化参数以及内径处厚度与外径比值等对低阶

无量纲频率的影响．
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