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摘要：通过分析现代数控系统中自由曲面插补算法的特点，提出了基于最小二乘法的ＮＵＲＢＳ曲
线拟合算法和基于弧长参数补偿的ＮＵＲＢＳ插补技术。采用最小二乘法拟合ＮＵＲＢＳ曲线，能获得光
滑的刀具加工路径，并且在一定范围内能复原曲线的设计轮廓。参数补偿的ＮＵＲＢＳ插补方法，以泰勒
展开法得到的插补参数作为临时插补点，利用该插补法能显著减小速度波动，可将速度控制在理想的范
围内，可进一步提高加工精度并减小数控机床的振动。仿真实验表明：该算法简明高效、易于实现，能够
满足现代数控系统的要求。
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０　引言
随着制造业的快速发展，超高速、高精度、高

柔性的加工技术已成为现代数控加工领域新的研

究方向。传统的计算机数控（ｃｏｍｐｕｔｅｒ　ｎｕｍｅｒｉｃａｌ
ｃｏｎｔｒｏｌ，ＣＮＣ）系统在加工自由曲面时，主要采用
直线或圆弧插补方式，由ＣＡＭ 系统进行离线编
程，再将参数曲线离散成许多直线段或圆弧段构
成的程序传输到ＣＮＣ系统完成插补，采用这种
插补方式势必会降低零件的加工精度和表面质

量，也限制了数控系统的加工效率［１－２］。另外，用
小线段拟合刀具的轨迹本身就会导致加工表面不

光滑且插补误差难以控制，在加工过程中刀具频
繁的加减速使得机床的稳定性大大降低，进而加
剧了刀具的磨损。现代数控加工中可以将自由曲
面的参数直接传输到ＣＮＣ系统中，不再分割成
若干小线段或圆弧段，从而使ＣＡＤ／ＣＡＭ／ＣＮＣ
之间保持完整的参数信息流。当前ＮＵＲＢＳ直接
插补算法已成为高速、高精度加工的研究热点［３］。

国内外学者对ＮＵＲＢＳ曲面插补技术作了许
多研究，例如：Ｎａｍ等［４］提出了实时控制加加速
度，使加速度控制在约束范围内的插补算法。

Ｓｈｉｕｈ等［５］提出了自动调节进给速度的限定弓高
误差的 ＮＵＲＢＳ 插补算法。Ｓｈｐｉｔａｌｎｉ等［６］和

Ｙａｎｇ等［７］提出用泰勒展开式一阶与二阶近似的
方式获取ＮＵＲＢＳ插补数据，从而进一步减小速
度的波动。Ｐａｒｋ等［８］提出了一种分阶段的方式
来处理ＮＵＲＢＳ插补算法。周红梅等［９］提出了自
适应选择节点数量的 ＮＵＲＢＳ拟合算法，该算法
是通过曲率的信息来确定节点数的，最后通过ｄｅ
Ｂｏｏｒ迭代法来获取控制点。本文在前人的研究
基础之上提出了基于最小二乘的ＮＵＲＢＳ样条拟
合算法，使得拟合后的曲线具有较高的精度指标，
进而，针对更高精度的需求，提出了基于弧长参数
补偿的ＮＵＲＢＳ插补技术。

１　ＮＵＲＢＳ曲面上曲线的数学表达式

一条ｋ次ＮＵＲＢＳ曲线可以表示为一分段有
理多项式矢函数：
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Ｃ（ｕ）＝
∑
ｎ

ｉ＝０
ωｉＤｉＮｉ，ｋ（ｕ）

∑
ｎ

ｉ＝０
ωｉＮｉ，ｋ（ｕ）

　　ａ≤ｕ≤ｂ （１）

式中，ｕ为ＮＵＲＢＳ曲线的自变量；Ｄｉ 为控制顶点（ｉ＝０，

１，２，…，ｎ），Ｄｉ顺序连接成控制多边形；ωｉ为权因子，分别

与控制顶点相对应，ωｎ ＞０，其余ωｉ≥０，且权因子不同时

为零（由此可保留凸包性质和防止分母为零）；Ｎｉ，ｋ（ｕ）是

定义在非周期节点矢量Ｕ 上的ｋ次Ｂ样条基函数，Ｕ ＝
（ｕ０，ｕ１，…，ｕｎ＋ｋ＋１）。

一条ＮＵＲＢＳ曲线由控制点、节点矢量、权因
子和基函数的次数４个参数来决定。

２　 最小二乘法的ＮＵＲＢＳ曲线拟合算法

对刀具轨迹生成时获得的离散刀位点进行

ＮＵＲＢＳ曲线的最小二乘法拟合，拟合过程中，误
差界限Ｅ应和曲线曲面的拟合数据同时被输入。
要达到预期的精度Ｅ，我们无法确知需要多少个
控制点来完成，因此，这种拟合问题需要通过迭代
来实现。为了避免涉及非线性问题，一般取权因子

ω＝１，不论是曲线曲面逼近还是插值问题中，都
要保证曲线的始末点与样条曲线重合，即Ｃ（槇ｕ０）

＝Ｄ０ ＝Ｑ０，Ｃ（槇ｕｍ）＝ Ｄｍ ＝Ｑｍ，ｍ ＝１，２，…，

ｎ－１。其余数据点Ｑｉ（ｉ＝１，２，…，ｍ－１）在最小
二乘法下逼近，即目标函数为

ｍｉｎ　ｆ＝∑
ｍ－１

ｊ＝１
｜Ｑｊ－Ｃ（

槇
ｕｊ）｜２ （２）

其中，槇ｕｊ是预先计算好的参数值。
一般用最小二乘法逼近的曲线不能精确地通

过数据点Ｑｊ，且Ｃ（槇ｕｊ）不是曲线上与点Ｑｉ最近的
点。令

Ｒｊ ＝Ｑｊ－Ｎ０，ｋ（
槇
ｕｊ）Ｑ０－Ｎｎ，ｋ（

槇
ｕｊ）Ｑｍ （３）

将参数值槇ｕｊ及式（３）代入式（２），有
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槇
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应用标准的线性最小二乘拟合技术，欲使目
标函数ｆ最小，应令ｆ关于ｎ－１个未知控制点

Ｄｌ（ｌ＝１，２，…，ｎ－１）的偏导数都等于零。它的第

ｌ个偏导为
ｆ
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∑
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槇
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槇
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式（７）是一个控制点Ｄ１，Ｄ２，…，Ｄｎ－１为未知量的线性
方程。让ｌ＝１，２，…，ｎ－１，则得到含ｎ－１个该未知
量的ｎ－１个方程的方程组，写成矩阵形式为

（ＮＴＮ）Ｄ＝Ｒ （８）

其中，Ｎ是（ｍ－１）×（ｎ－１）矩阵：

Ｎ＝
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槇
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  
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槇
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槇
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槇
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熿

燀

燄

燅）
（９）

Ｒ和Ｄ 分别为
Ｒ＝

Ｎ１，ｋ（
槇
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槇
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Ｎ２，ｋ（
槇
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槇
ｕ２）Ｒ２＋…＋Ｎ２，ｋ（

槇
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Ｎｎ－１，ｋ（
槇
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槇
ｕ２）Ｒ２＋…＋Ｎｎ－１，ｋ（

槇
ｕｍ－１）Ｒｍ－

熿

燀

燄

燅１
Ｄ＝ ［Ｄ１ Ｄ２ … Ｄｎ－１］Ｔ （１０）

式（８）中的矩阵（ＮＴＮ）是正定的，可以用高
斯消元法来求解控制点。在规定精度范围内的曲
线逼近，控制点的个数选取决定着曲线的最优程
度，一般用ｋ＋１个控制点（这里是最少的）作为迭
代的开始，用式（３）、式（８）和式（１０）对数据点进
行拟合得到一条逼近曲线，每次拟合之后可以根
据最大模偏差公式检查曲线偏差是否小于逼近误

差Ｅ，直至满足设定的逼近误差Ｅ。当刀位点数与
控制点数相等时，逼近误差Ｅ＝０。最大模偏差公
式为

ｍａｘ
０≤ｊ≤ｍ

　 ｍｉｎ
０≤ｕ≤１

｜Ｑｊ－Ｃ（ｕ）｜ （１１）

本文对离散刀位点进行最小二乘拟合，对数
据点进行了仿真实验。图１结果表明，使用最小
二乘法的ＮＵＲＢＳ曲线拟合方法原理简明，易于
实现，并且具有很高的拟合精度，与其他拟合方法
相较有明显的优势。

图１　ＮＵＲＢＳ曲线的最小二乘拟合

３　基于弧长参数补偿的ＮＵＲＢＳ插补技术

３．１　预处理及误差分析
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ＮＵＲＢＳ曲线的插补预处理是进行实时插补
的关键，本文中 ＮＵＲＢＳ曲线轨迹用矩阵的形式
表示，采用矩阵方式避免了插补过程中基函数的
重复递推，从而减少了插补过程中的繁琐运算量，
可在很大程度上提高零件的加工速度。一般取三
次ＮＵＲＢＳ曲线作为研究对象，曲线矩阵相乘的
表达形式为Ｃ（槇ｕ）＝ｔ　ＭＤ。设权因子ω＝１，对于首
末两节点重复的节点矢量，其次数可取为ｋ＋１，
也就是矩阵Ｕ 是节点分量构成的４阶常数矩阵。
有４个控制点Ｄｉ与权因子ωｊ（ｊ＝ｉ－３，ｉ－２，ｉ－
１，ｉ）相对应。在每个节点区间内，ＭＤ 相乘是一个
常数矩阵，在相应的区间内保持乘积不变，对插补
点的参数坐标没有任何影响。将 ＮＵＲＢＳ曲线的
有理多项式的矢函数写成矩阵的形式为［１０］

Ｃｉ（ｕ）＝

［１　ｔ　ｔ２　ｔ３］Ｍｉ

ωｉＤｉ

ωｉ＋１Ｄｉ＋１

ωｉ＋２Ｄｉ＋２

ωｉ＋３Ｄｉ＋

熿

燀

燄

燅３

［１　ｔ　ｔ２　ｔ３］Ｍｉ

ωｉ

ωｉ＋１

ωｉ＋２

ωｉ＋

熿

燀

燄

燅３

（１２）

ｉ＝０，１，２，…，ｎ－３

ｕ∈ ［ｕｉ，ｕｉ＋１］

ｔ＝ ｕ－ｕｉ
ｕｉ＋１－ｕｉ ∈

［０，１］

令

Ｔ（１）ｉ ＝ｕｉ＋１－ｕｉ

Ｔ（２）ｉ ＝ｕｉ＋２－ｕｉ

Ｔ（３）ｉ ＝ｕｉ＋３－ｕｉ

特别地，Ｔ（０）
０ ＝０，则系数矩阵Ｍ 在第ｉ个区间的

表达式可以表示为

Ｍｉ＝

ｍ１１ ｍ１２ ｍ１３ ｍ１４
ｍ２１ ｍ２２ ｍ２３ ｍ２４
ｍ３１ ｍ３２ ｍ３３ ｍ３４
ｍ４１ ｍ４２ ｍ４３ ｍ

熿

燀

燄

燅４４

＝

（Ｔ（１）ｉ ）２

Ｔ（２）ｉ－１Ｔ
（３）
ｉ－１

１－
（Ｔ（１）ｉ ）２

Ｔ（２）ｉ－１Ｔ
（３）
ｉ－２
－

（Ｔ（１）ｉ－１）２

Ｔ（２）ｉ－１Ｔ
（３）
ｉ－２

（Ｔ（１）ｉ－１）２

Ｔ（２）ｉ－１Ｔ
（３）
ｉ－２

０

－３　ｍ１１ ３　ｍ１１－ｍ２３
３Ｔ（１）ｉ Ｔ

（１）
ｉ－１

Ｔ（２）ｉ－１Ｔ
（３）
ｉ－１

０

３　ｍ１１ －３　ｍ１１＋ｍ３３
（Ｔ（１）ｉ－１）２

Ｔ（２）ｉ－１Ｔ
（３）
ｉ－２

０

－ｍ１１ ｍ１１－ｍ４３－ｍ４４
－（ｎ３３３ ＋ｍ４４＋

Ｔ（２）ｉ

Ｔ（２）
ｉ Ｔ

（３）
ｉ－１

）

（Ｔ（１）ｉ ）２

Ｔ（２）ｉ Ｔ
（３）

熿

燀

燄

燅
ｉ

（１３）

在插补过程中，要想得到较高插补精度，必须

满足插补速度平稳、速度波动小的要求，即插补时
的合成实际速度要与给定的进给速度相一致，本
文将进给速度与轮廓误差作为插补好坏的评价标

准。在ＮＵＲＢＳ曲线插补过程中，通常利用插补点
的曲率来计算参数ｕｉ处的轮廓误差Ｅｉ。
图２是用一段圆弧近似地表示在区间ｕ∈

［ｕｉ，ｕｉ＋１］内的 ＮＵＲＢＳ曲线，ρｉ 为曲率半径，且

ρｉ ＝１／Ｋｉ，插补周期为Ｔ，并令Ｌｉ＝‖Ｃ（ｕｉ＋１）－
Ｃ（ｕｉ）‖，进给速度为ｖ（ｕｉ），通过几何关系可以求
出轮廓误差：

Ｅｉ ＝ρｉ－ ρ
２
ｉ －（Ｌｉ２

）槡 ２ ＝ρｉ－ ρ
２
ｉ －（ｖ

（ｕｉ）Ｔ
２

）槡 ２

（１４）

其中该点的曲率半径计算如下：

ρｉ ＝
１
Ｋｉ ＝

‖ｄＣ
（ｕ）
ｄｕ ‖３ｕ＝ｕｉ

‖ｄＣ
（ｕ）
ｄｕ

ｄ２　Ｃ（ｕ）
ｄｕ２ ‖ｕ＝ｕｉ

（１５）

图２　 误差求解几何关系

假设加工过程中要求最高轮廓误差为δ，则
在要求误差下的进给速度为

ｖ（ｕｉ）＝２ ρ
２
ｉ －（ρｉ－Ｅｍａｘ）槡 ２／Ｔ （１６）

如果Ｅｉ满足Ｅｉ≤δ，插补计算过程将继续进
行下一个点的插补计算；如果Ｅｉ满足Ｅｉ＞δ，插
补过程将会调整插补进给速度ｖ（ｕｉ），返回当前插
补点，按调整后的进给速度重新进行下一个点的
插补计算。在ＮＵＲＢＳ曲线插补过程中，可以通过
调整进给速度来调节规定范围内的加工精度。

３．２　 实时插补算法
传统的ＮＵＲＢＳ插补技术常用的是泰勒展开

法，这种方法难以满足以弧长为参数的插补，并且

ＮＵＲＢＳ插补过程中计算复杂，速度不能平滑过
渡，为了能够满足插补过程中计算量小的要求，并
实现高精度的快速实时插补，笔者提出了基于弧
长参数补偿的ＮＵＲＢＳ插补技术。其方法是以泰
勒展开法得到的插补参数作为临时插补点，对临
时插补点进行参数补偿，以确保原曲线弧长为插
补参数。假设空间参数曲线为Ｃ（ｕ）＝ｘ（ｕ）ｉ＋
ｙ（ｕ）ｊ＋ｚ（ｕ）ｋ，ｕ是曲线参数。则插补进给速度

ｖ（ｕｉ），可以表达为

·２３６１·
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ｖ（ｕｉ）＝ｄＣ
（ｕ）
ｄｔ ＝ｄＣ

（ｕ）
ｄｕ

ｄｕ
ｄｔ

（１７）

可以进一步推导求得：
ｄｕ
ｄｔ＝

ｖ（ｕｉ）
ｄＣ（ｕ）
ｄｕ

（１８）

变量ｕ在ｕ＝ｕｉ处的一阶泰勒展开式为

ｕｉ＋１ ＝ｕｉ＋
ｄｕ
ｄｔ ｔ＝ｔｉ

Ｔｓ＋Ｒ（ｕ） （１９）

式中，Ｔｓ为插补周期；Ｒ（ｕ）为误差余量。

则有

ｕｉ＋１ ≈ｕｉ＋
ｖ（ｕｉ）Ｔｓ

（ｘ′）２＋（ｙ′）２＋（ｚ′）槡 ２
（２０）

式（２０）是通过一阶泰勒展开方法得到的下
一个插补点的求解式。若ｔｉ在所在领域内二阶导
数是连续的，此时可以求其二阶导数：

ｄ２　ｕ
ｄｔ２ ｔ＝ｔｉ

＝－ ｖ２（ｕｉ）

‖ｄＣ
（ｕ）
ｄｕ ‖４ｕ＝ｕｉ

（ｄＣ（ｕ）
ｄｕ

ｄ２　ｕ
ｄｕ ｕ＝ｕｉ

）（２１）

变量ｕ在ｕ＝ｕｉ处的二阶泰勒展开式为

ｕｉ＋１ ＝ｕｉ＋
ｄｕ
ｄｔ ｔ＝ｔｉ

Ｔｓ＋ １２
ｄ２　ｕ
ｄｔ２ ｔ＝ｔｉ

Ｔ２ｓ＋Ｒ（ｕ）

（２２）

则有

ｕｉ＋１ ≈ｕｉ＋
ｖ（ｕｉ）Ｔｓ

（ｘ′）２＋（ｙ′）２＋（ｚ′）槡 ２
－

（ｘ′ｘ″＋ｙ′ｙ″＋ｚ′ｚ″）（ｖ（ｕｉ）Ｔｓ）２

２［（ｘ′）２＋（ｙ′）２＋（ｚ′）２］２
（２３）

式（２１）是通过二阶泰勒展开方法得到的下
一个插补点的求解式。
从得到的一阶、二阶泰勒展开式可以看出泰

勒展开法的本质也是弧长与参数的关系，但是泰
勒展开式中省略了误差余量，导致了弧长与参数
的关系式表达不完全精确。可以用基于弧长参数
补偿的ＮＵＲＢＳ插补技术来完善这个问题，具体
操作步骤是根据插补点的位置坐标、一阶导数、二
阶导数三者之间的关系，在插补的前一个点和临
时插补点之间建立弧长与参数的三次多项式或更

高次多项式，使得插补以弧长为基准。

ＮＵＲＢＳ曲线参数ｕ与弧长Ｓ的三次多项式
可表达为：ｕ＝ａ＋ｂＳ＋ｃＳ２＋ｄＳ３，进行参数插补
的前提是计算临时参数值，以一阶泰勒插补为
起点：

ｕｉ＋１ ＝ｕ′ｉ＋１＋Δ（ｕｉ） （２４）

其中，Δ（ｕｉ）为补偿值，ｕ′ｉ＋１为临时参数值（通过一
阶泰勒展开法得到），在位置Ｃ（ｕ）与Ｃ（ｕ′ｉ＋１）之间
建立三次多项式，以弧长为自变量，参数ｕ为因变
量。此时根据两个导数和两个位置等式组成的方
程组来求解。其中，ｕ′（Ｓ）＝１／Ｃ′（ｕ），为使计算过
程简单，弧长可以用弦长代替，即Ｌｉ＝ ‖Ｃ（ｕｉ）－

Ｃ（ｕ′ｉ＋１）‖，由此可建立三次多项式来求解ａ、ｂ、ｃ
和ｄ４个参数。建立的方程可用矩阵表示：

ｕｉ
ｄｕ
ｄＬ Ｌ＝０

ｕ′ｉ＋１
ｄｕ
ｄ

熿

燀

燄

燅Ｌ

＝

０　 ０　 ０　１

０　 ０　 １　０

Ｌ３　 Ｌ２　 Ｌ　１

３Ｌ２　 ２Ｌ

熿

燀

燄

燅１　０

熿

燀

燄

燅

ａ

ｂ

ｃ

ｄ

（２５）

式（２５）可简写为
δ＝·φ

由此可得系数矩阵φ有唯一解φ＝－１·δ。
假设插补进给速度为ｖ（ｕｉ），插补周期内的位

移Ｓｉ＝ｖ（ｕｉ）Ｔｓ，则参数ｕｉ＋１ 计算式为
ｕｉ＋１ ＝ａＳ３ｉ ＋ｂＳ２ｉ ＋ｃＳｉ＋ｄ （２６）

结合式（２５）就可求解出ａ、ｂ、ｃ、ｄ４个系数。弧长与
参数的五次多项式也可以用同样的方法求解。

４　 仿真结果与性能分析

为了验证本文所提出算法的有效性和正确

性，采用 ＭＡＴＬＡＢ对空间 ＮＵＲＢＳ曲线进行仿
真计算。由于进给速度波动率是评价插补性能的
关键因素之一，因此主要对插补过程中的进给速
度波动进行仿真计算。空间ＮＵＲＢＳ曲线的参数
如下：空间曲线的次数为３，控制点为（０，０，０）、
（３．５，１２，２）、（１２，２２．５，６）、（１７，１８．５，８）、（１９，

９．７５，９）、（２５，１２，１０．２５）、（３０，２１，１２）、（３８，

１１．７５，１４）、（４５，０，１１）（单位为 ｍｍ），节点矢量
（０，０，０，０，１／７，２／７，３／７，４．１／７，５／７，５／７，１，１，１，

１）（ｍｍ），权重（１，１，１，１，１，１，１，１），进给速度ｖｓ＝
６３ｍｍ／ｓ，不考虑加减速，插补周期Ｔｓ＝１．８ｍｓ，
空间ＮＵＲＢＳ曲线如图３所示。

图３　空间ＮＵＲＢＳ曲线

插补方法采用一阶、二阶泰勒展开法，以及三
次、五次多项式的参数补偿插补法。速度波动计
算公式为

δｉ ＝１－‖Ｃ
（ｕｉ＋１）－Ｃ（ｕｉ）‖
Ｔｓｖｓ

（２７）

通过分析对比仿真结果（图４～图７）可以得
出以下结论：① 参数补偿插补方法与泰勒插补方
法相比较，参数补偿插补方法能显著减小速度波
动，能使速度控制在理想的范围内，可进一步提高
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图４　一阶泰勒方法速度波动图

图５　二阶泰勒方法速度波动图

图６　三次多项式补偿速度波动曲线

图７　五次多项式补偿速度波动曲线

加工精度和减小数控机床的振动。② 根据仿真数
据可以分析得出参数的补偿有可能是负值或者是

正值，在曲率比较大的地方为了减小速度的波动
可以提高速度。
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