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基于自适应有限元法的纯物质三维枝晶生长模拟
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摘要：基于高性能计算特性的自适应有限元方法，较大尺度地求解三维相场模型，定量模拟纯物质三维枝晶的凝固

过程，研究过冷度、各向异性系数等相场参数对三维枝晶的影响．结果表明：过冷度和各向异性系数越大，三维枝晶

生长速度越大，侧向分枝越发达，二次枝晶间距越小，并 得 到 与 结 晶 理 论 相 一 致 的 枝 晶 生 长 规 律．此 外，在ＣＰＵ耗

费时间上自适应有限元方法比均匀网格方法降低一个数量级，并且当系统尺寸越大时越能体现出自适应有限元方

法的优越性，为大尺度多场耦合相场模型的模拟提供便利．
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　　自适应理论被引入有限元计算是从２０世纪７０
年代开始的［１］，其主导思想就是减少计算前处理的

工作量，运用网格的离散和动态调整，实现以最小的

网格进行数值模拟，以提高计算效率，为大型数值模

拟提供可能．
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　　相 场 方 法 以 金 兹 堡－朗 道 理 论（ｇｉｎｓｂｕｒｇ－ｌａｎ－
ｄａｕ）为基础，引入随时间和位置变化的序参数，建立

自由能函数，避免在整个计算过程中跟踪固－液界面

的复杂数学问题，该方法被广泛应用到枝晶生长演

化模型模 拟 中［２－３］．基 于 均 匀 网 格 剖 分 的 有 限 差 分

法，由于理论研究较为成熟，且程序结构简单，被广

泛应用于模拟枝晶生长．随着相场模型研究的不断

深入，三维模型逐渐被引起重视，但在进行数值模拟

过程中，计算量大、计算周期长一直困扰着该领域的
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深入研究．即使为降低计算量而采用等温模拟，计算

量也非常巨大，同时采用高性能的计算机又不能真

正解决大尺度的数值模拟．
针对以上问题，本文采用基于动态调整网格的

自适应有限元法模拟三维相场模型，通过网格的剖

分和动态调整技术，使剖分网格的密度随物理量的

梯度大小自动调整，实现以较少的网格数即能给出

较高 精 度 的 解，减 少 了 网 格 数 量，缩 短 了 ＣＰＵ 时

间，为大区域的数值模拟提供了可能．

１　相场模型

研究基于Ｋａｒｍａ和Ｒａｐｐｅｌ提出的纯物质凝固

的三维相场 模 型［４－５］，φ＝１表 示 固 相，φ＝－１表 示

液相，固－液界面处相场变量连续地从－１变到１，将

连续变化的扩散层定义为固－液界面，相场和温度场

控制方程为：

τ（ｎ）φｔ＝
［φ－λｕ（１－φ

２）］（１－φ
２）＋

　　　 !·［Ｗ２（ｎ）!φ］＋

　　　 ｘ
｜!φ｜

２　Ｗ（ｎ）Ｗ
（ｎ）
φ［ ］ｘ

＋

　　　 ｙ
｜!φ｜

２　Ｗ（ｎ）Ｗ
（ｎ）
φ［ ］ｙ

＋

　　　 ｚ
｜!φ｜

２　Ｗ（ｎ）Ｗ
（ｎ）
φ［ ］ｚ

（１）

ｕ
ｔ＝

ＤΔｕ＋１２
φ
ｔ

（２）

其中，Ｗ（ｎ）为界面厚度，τ（ｎ）为弛豫时间，是界面法

向量ｎ的函数．
Ｗ（ｎ）＝Ｗ０ａ（ｎ） （３）

τ（ｎ）＝τ０ａ（ｎ）２ （４）

ａ（ｎ）＝ （１－３ε４）×

１＋ ４ε４
１－３ε４

（ｘφ）
４＋（ｙφ）

４＋（ｚφ）
４

｜!φ｜［ ］４ （５）

ｎ＝
!φ

｜!φ｜
（６）

其中，φ为相 场，无 量 纲 温 度ｕ＝（Ｔ－ＴＭ）／（Ｈ－
ｃｐ），热扩散系数为Ｄ，耦合因子为λ，各向异性强度

ε４，热力学温度为Ｔ，熔点为ＴＭ，Ｈ 为结晶潜热，ｃｐ
为等压热容．

２　相场模型的自适应有限元法求解

２．１　自适应网格的生成和动态调整

自适应有限元法就是将边界问题转化为变分问

题，在求解区域中离散有限个单元，然后在每个单元

上做多项式的插值，使相邻单元的公共边界上满足

某种连续性条件［６］．采用几何等级遗传树作为自适

应有限元的数据结构，通过网格的动态调整技术进

行网格的加密操作，其步骤如下［７］：

１）局部粗化．每个单元网格记作σ，每个网格单

元的指示子记作Ｅσ，通过自适应子和闸值的比 较，

如果Ｅσ＞２　Ｎ＋ａΞ，那么该网格将会被粗化，该网格所

有子网格的指示 子 设 为Ｅσ／２　Ｎ＋ａ，Ｎ 和ａ为 控 制 常

数，Ξ为自适应容忍值．
２）局部细化．对于一个单元σ，如果所有网格都

是当前网格单元，并且 ∑
τ
∧
∈Ｃｈｉｌｄ（τ）

Ｅσ ＜２－αΞ，就合并网

格，设定其指示子为Ｅσ＝２ω ∑
ｉ∈Ｃｈｉｌｄ（σ）

Ｅｉ，这里Ｃｈｉｌｄ（σ）

为σ的所有子单元的集合．
３）细化过程中，检查所有三角形面，要求每个

三角形边只允许有一条边加点，或一个面的３条边

都加点，如图１所示．
４）细化过程中，检查所有四面体单元，要求每

个四面体单元的６条边只允许一条边或同一个三角

面的３条边或６条边都加点，如图２所示．
５）在这个剖分结果中，对于边界上的加密边，

要保证加密点落在边界上．
６）计算细网格上的相场解．
７）返回步骤２．

图１　三角形面剖分的２种情况

Ｆｉｇ．１　Ｔｗｏ　ｃａｓｅｓ　ｏｆ　ｔｒｉａｎｇｕｌａｒ　ｓｕｂｄｉｖｉｓｉｏｎ

图２　四面体剖分的３种情况

Ｆｉｇ．２　Ｔｈｒｅｅ　ｃａｓｅｓ　ｏｆ　ｔｅｔｒａｈｅｄｒａｌ　ｓｕｂｄｉｖｉｓｉｏｎｓ

２．２　相场方程的离散和求解

根据自适应有限元方法，引入试探函数φ（ｘ，ｙ，

ｚ），ｖ（ｘ，ｙ，ｚ），在时间域进行相场方程离散，根据格

林公式写为弱解形式：

　　∫τ（ｎ）φ
ｎ＋１－φ

ｎ

Δｔ φｄｘ
→
＝

∫｛Ｌ（φｎ）φ－（Ｗｎ（ｎ））２ !φ
ｎ＋１·!φ－
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Ｈ !φＷ
ｎ（ｎ）·!φ｝ｄｘ

→ （７）

∫ｕ
ｎ＋１－ｕｎ

Δｔ
ｖｄｘ

→
＝ １２∫φ

ｎ＋１－φ
ｎ

Δｔ
ｖ－

　　Ｄ∫!ｕ１·!ｖｄｘ
→ （８）

Ｌ（φ）＝φ－λｕ（１－φ
２）］（１－φ

２） （９）

Ｈ ＝｜!φ｜
２ Ｗ（ｎ）
（ｘφ）

，Ｗ（ｎ）
（ｙφ）

，Ｗ（ｎ）
（ｚφ（ ））

Ｔ
（１０）

ｘ
→
＝ （ｘ，ｙ，ｚ） （１１）

２．３　平台搭建与主要操作

采用ＧＮＵ／Ｌｉｎｕｘ操作系统，在内存为２０Ｇ，处
理器为２．３ＧＨ的计算机上进行数值 模 拟，采 用 李

若等开发的ＡＦＥＰａｃｋ［８］软件包为基础，运用Ｃ＋＋ 语

言求解三维相场模型，并用专业的数据图形处理软

件Ｏｐｅｎｄｘ进行后处理操作．其主操作过程如下：

１）生成并读取网格数据．
２）建立参考单元．参考单元＝几何信息 ＋（四

面体形状＋计算体积的函数＋数值积分信息）＋坐

标转换（映射参考单元和真实单元之间的点）＋自由

度＋基函数．
３）建立有限元空间．有限元空间＝网格＋参考

单元．
４）建立刚度矩阵．每个试函数得到一个方程，

形成一个线性代数系统，系数矩阵就是代数矩阵．
５）求解相场和温度场方程．
６）网格自适 应 调 整 也 就 是 引 入 不 规 则 网 格 和

指示子．
７）多重网格运算．

２．４　初始半径选取

初始晶核半径为Ｒ０，初始条件为

φ＝１，ｕ＝０，ｘ
３＋ｙ３＋ｚ３ ≤Ｒ０

φ＝－１，ｕ＝－Δ，ｘ
３＋ｙ３＋ｚ３ ＞Ｒ

烅
烄

烆 ０

（１２）

式中：ｘ，ｙ，ｚ分别代表坐标轴〈１００〉，〈０１０〉，〈００１〉方

向．为减少计 算 量，设 置 初 始 晶 核 于 计 算 区 域 一 角

（ｘ，ｙ，ｚ≥０），取 晶 核 的 八 分 之 一 作 为 模 拟 对 象，设

枝晶轴对应于 直 角 坐 标 系 的ｘ轴，ｙ轴，ｚ轴，初 始

界面采用球体形状，代表凝固开始时的晶核，为了减

小计算量，模拟计算取八分之一正方体区域（ｘ，ｙ，ｚ
≥０）．

在计算中φ和ｕ均采用Ｚｅｒｏ－Ｎｅｕｍａｎｎ边界条

件：

φ
ｎ＝

０，　ｕｎ＝
０ （１３）

２．５　计算参数确定

由薄界面渐进分析可以得到相场模型与尖锐界

面模型的参数关系［９－１１］：

ｄ０ ＝ａ１Ｗλ
（１４）

β＝ａ１
τ
Ｗ －ａ２［ ］ＷＤ （１５）

其中，ｄ０ 为 毛 细 长 度，ｄ０＝γ０Ｔｍｃｐ／Ｈ２，γ０ 为 固 －液
界面能，β为动力学系数，ａ１，ａ２与相场模型所采用的

多项式函数相关．采 用 的 相 场 模 型 中α１＝０．８８３　９，

α２＝０．６２６　７．按照式（１４，１５），令动 力 学 系 数β＝０
选择λ值．选择空间步长时，Δｘ／Ｗ０＝０．８．按照计算

的稳定性选取时间步长Δｔ／τ０＝０．１，计算区域Ｌｘ＝
Ｌｙ＝Ｌｚ＝６００．其中相关计算参数如表１所示．

表１　相场数值模拟的计算参数

Ｔａｂ．１　Ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ　ｏｆ　ｐｈａｓｅ－ｆｉｅｌｄ　ｎｕｍｅｒｉｃａｌ　ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ

参数 Ｗ　 Ｄ τ０ Δｔ ε４ Ｉ
值 １　 ３．５　 １　 ０．１　 ０．０５ 槡２ ２／３

参数 Δ Ｊ　 Ｆ　 Ｋ　 Ｒ０ ａ２
值 ０．４５　 １６／１５ 槡２ｌｏｇ　２　０．１３６　０４　 １５　 ０．６２６　７

３　计算结果与讨论

３．１　相场及温度场的模拟结果

图３显示了表１参数下，计算得到的枝晶相场

和温度场演化过程以及相对应的自适应网格．

图３　ｔ＝３　１００Δｔ时相场和温度场的枝晶形貌

Ｆｉｇ．３　Ｄｅｎｄｒｉｔｅ　ｍｏｒｐｈｏｌｏｇｙ　ｏｆ　ｐｈａｓｅ　ｆｉｅｌｄ　ａｎｄ　ｔｅｍｐｅｒａ－
ｔｕｒｅ　ｆｉｅｌｄ　ａｔ　ｔ＝３　１００Δｔ

　　图３ａ、ｂ分 别 为 典 型 三 维 枝 晶 在 生 长 时 间ｔ＝
３　１００Δｔ时的形貌和温度场模拟结果，图３ｃ、ｄ分别

是与图３ａ、ｂ相对应的自适应网格，模拟计算网格数

为６００个×６００个×６００个，３个 枝 晶 尖 端 沿 主

〈１００〉方向生长．可以看出，由于引入噪声，三维枝晶

具有发达的二次晶臂，同时还可看到二次晶臂的竞

争生长，二次枝晶臂的生长会使枝晶主干变细，同时
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二次枝晶臂的根部也明显比枝晶臂干要窄．另外，在
一次枝晶臂根部以及枝晶臂生长方向的垂直截面都

有明显的颈缩现象，还可观察到侧向分枝根部的断

裂和部分二次枝晶的合并现象．
同时还可看出，温度的分布情况与枝晶生长吻

合，在固相区域因凝固潜热的释放，使温度比液相中

更高，在固液界面处的温度比中心更高，而且在二次

枝晶生长比较快的固液界面温度最高，在枝晶尖端

由于界面移动速率大，释放的潜热多，热量来不及扩

散，因此温度梯度最大，而在枝晶根部由于界面移动

速率小，因此 温 度 梯 度 最 小［１２］．另 外 还 可 看 到 扰 动

的引入促进枝晶二次晶臂的生长，使同一时刻固相

的最高温度相应提高．在晶体的生长过程中温度最

高点的位置是不断变化的，通常是位于被二次枝晶

臂相向生长所包围的区域，这是由于二次枝晶臂生

长速度快，释放较多的潜热，并且此处的温度梯度小

不易扩散，导致温度升高［１３］．
３．２　参数对三维枝晶生长的影响

采用表１所示的参数对系统进行模拟，图４ａ为

ｔ＝４６０Δｔ，Δ＝０．２５时所获得的 三 维 枝 晶 形 貌 和 温

度场，可以看出，当过冷度比较低时，主枝相对较粗，
侧向分枝不是很发达，这主要是由于过冷度相对较

低时热扩散层也较厚，而热扩散层对潜热的释放起

到阻碍作用，热扩散层越厚，枝晶生长时通过热扩散

层向熔体中释放潜热越困难，侧向分枝的生长也被

抑制［１４］．图４ｂ为ｔ＝３０１Δｔ，Δ＝０．４５时所获得的三

维枝晶形貌 和 温 度 场，可 以 看 出，随 着 过 冷 度 的 增

高，枝晶具有较发达的侧向分枝，主要原因是当过冷

度较高时，热 扩 散 层 相 对 变 薄，这 有 利 于 潜 热 的 释

放，促进了侧向分枝的生长，因此出现了高度发达的

枝晶形貌．
各向异性系数也对枝晶形貌有很大影响．设定

无量纲过冷度Δ＝０．２５，其 他 参 数 如 表１所 示，动

力学各向异 性 系 数ε４ 分 别 取 值０．０５，０．１５，０．２５，

０．３５对系统进行模拟．结果如图５所示．由图５可以

看出，当ε４ 较小时，三维枝晶的主枝及侧分枝 都 比

较粗，二次枝晶间距较大，随着ε４ 的增大，枝晶的主

轴和侧向分枝都变细，二次枝晶间距也随之减小．尤
其当ε４＝０．３５时更为明显，二次枝晶臂的生长受到

强烈的抑制，并且出现了枝晶的熔断脱落现象．这说

明ε４ 对枝晶的侧向分枝有明显的影响，随着ε４ 的增

大，扰动更容易被放大，界面将变得不稳定，从而引

起分枝的不断分裂．

图４　过冷度对侧向分枝的影响

Ｆｉｇ．４　Ｅｆｆｅｃｔ　ｏｆ　ｓｕｒｐｅｒｃｏｏｌｉｎｇ　ｄｅｇｒｅｅ　ｏｎ　ｓｉｄｅ－ｂｒａｎｃｈｉｎｇ

图５　不同各向异性强度对应的枝晶形貌

Ｆｉｇ．５　Ｄｅｎｄｒｉｔｅ　ｍｏｒｐｈｏｌｏｇｙ　ｗｉｔｈ　ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ　ｉｎｔｅｎｓｉｔｙ　ｏｆ　ａｎｉｓｏｔｒｏｐｙ

３．３　计算效率比较

为了实现实际铸件的微观组织模拟，需要进行

较大尺度的模拟以提高模拟能力．采用自适应有限

元方法求解三维相场模型，以解决其巨大的计算量

导致的计算效率低，内存需求容量大导致的计算规

模小、求解精度低等问题．图６和图７分别比较了采
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用自适应有限元法和有限差分法在相同条件下进行

数值模拟过程中系统尺寸与ＣＰＵ时间及加速比的

关系．从图中可以看出，采用自适应有限元法提高了

计算效率，并且随着系统尺度的增加，加速比随之增

大，在系统尺度为２４０×２４０×２４０时加速比提高了

１０．１１倍．表明采用自适应有限元法能够节省ＣＰＵ
时间，提高计算效率，为进行大尺度的数值模拟提供

了可能．

图６　不同方法系统尺寸与ＣＰＵ时间关系

Ｆｉｇ．６　Ｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐ　ｏｆ　ｓｙｓｔｅｍ　ｓｉｚｅ　ｔｏ　ＣＰＵ　ｔｉｍｅ

图７　加速比与系统尺寸的关系

　Ｆｉｇ．７　Ｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐ　ｏｆ　ｓｙｓｔｅｍ　ｓｐｅｅｄ－ｕｐ　ｒａｔｉｏ　ｔｏ　ｓｙｓｔｅｍ

ｓｉｚｅ

４　结论

１）采用自适应有限元法求解了三维相场模型，
解决了有限差分法在求解三维相场时出现计算效率

低，内存需求容量大进而导致的计算规模小、求解精

度低等问题，实现了较大尺度模拟过冷度、各向异性

系数等相场参数对三维枝晶生长的影响，结果发现，
过冷度和各向异性系数越大，三维枝晶生长速度越

大，侧向分枝越发达，二次枝晶间距越小．
　　２）采 用 自 适 应 有 限 元 法 在 保 证 计 算 精 度 的 同

时提高了计算效率，并且随着系统尺度的增加，加速

比随之增大，在系统尺度为２４０×２４０×２４０时加速

比提高了１０．１１倍．
３）鉴于自适 应 有 限 元 法 在 进 行 三 维 相 场 模 型

模拟中优势，进行大尺度、溶质场、引力场等多场耦

合的三维模型研究是今后研究的重点．
致谢：本文得到兰州理工大学红柳杰出人才基

金（Ｊ２０１３０４）的资助，在此表示感谢．
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