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摘　要：为了评估人行荷载作用下梁式结构的振动舒适度，利用微分求积－积分求积，即ＤＱ－ＩＱ混合法求解移动荷

载作用下梁的振动响应。人行荷载作用下 梁 式 结 构 的 振 动 控 制 方 程 是 含Ｄｉｒａｃ函 数 的 偏 微 分 方 程，首 先 利 用ＩＱ
法离散与时间相关的Ｄｉｒａｃ函数，再利用ＤＱ法把控制方程转化为二阶常系数微分方程，最后利用Ｎｅｗｍａｒｋ算法

求解微分方程。以某钢结构连廊为例，利用ＤＱ法计算结构自振频率并与解析解进行对比，结果验证了节点选取

和边界条件施加的合理性，再利用ＤＱ－ＩＱ混合法和振型叠加法分别计算了不同行走步频下连廊的响应，计算结果

表明，ＤＱ－ＩＱ混合法具有较高的可靠性和精确 性。ＤＱ－ＩＱ混 合 法 也 可 以 推 广 到 诸 如 车 辆 荷 载 作 用 下 路 面 或 桥 梁

的动力响应等其他移动荷载下结构的振动分析。
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１　引 言

近年来，由于高强材料的广泛应用、施工技术的

进步以及建筑功能的需求，人行桥、空中连廊和楼梯

等过人梁式结构不断向轻质、低频和细长的方向发

展，结构的自振频率不断降低，阻尼不断减小，从而

对人行荷载更加敏感，更易发生人致振动问题［１，２］。

人行荷 载 作 用 下 梁 式 结 构 的 控 制 方 程 是 含

Ｄｉｒａｃ函数的偏微分方程［３，４］，过人梁式结构用分布

参数体系的Ｅｕｌｅｒ－Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ梁 描 述，人 行 荷 载 用 含

Ｄｉｒａｃ函数的傅里叶级数描述。通常用振型叠加法

求解该 偏 微 分 方 程［４－８］，采 用 振 型 叠 加 法，可 将 含

Ｄｉｒａｃ函数的偏微分方程转换为以振型坐标为变量

的各个独立的单自由度体系运 动 方 程。ｉｖａｎｏｖｉ
等［５］利用振型叠加法，并基于概率的方法定量评估

了单 人 通 过 轻 柔 人 行 桥 的 振 动 舒 适 度。朱 前 坤

等［４］在ｉｖａｎｏｖｉ研究的基础上评估了单人不同行

走步速下通过 轻 柔 人 行 桥 的 振 动 舒 适 度。Ｖｅｎｕｔｉ
等［６］基于社会力模型模拟出人群流动，利用振型叠

加法分析 了 人 群 作 用 下 人 行 桥 的 竖 向 振 动 情 况。

以上研究只考虑了结构一阶振型的影响。对于有

些轻柔结构，只考虑一阶振型得到的结果往往不够

精确，ｉｖａｎｏｖｉ等［７］利用振型叠加法，分析了前五

阶振型对人行桥人致振动的影响。李红 利 等［８］利

用振型叠加法，考虑人行桥前两阶振型的影响，分

析了随机人行荷载下人行桥的振动情况。可以看

出，振型叠加法在叠加过程中通常只考虑有限个低

阶振型的贡献，舍弃了高阶振型的影响。

微分求 积ＤＱ法 是 由Ｂｅｌｌｍａｎ等［９］提 出 的 一

种求解微分方程的全域逼近数值方法，其基本思想

是以全域内各节点函数值的加权和来逼近函数偏

导数在某一节点处的值。在工程技术领域，ＤＱ法

多用于解决与时间无关的问题，如结构静力、模态

以及稳定性分析等问题［１０－１２］。对于与时间相关 的

初值问题，Ｆｕｎｇ［１３］采用ＤＱ 法求解时域 微 分 方 程

时，发展了一种新型的适用于线弹性结构单频波激

励情形初始条件处理方法，提出了一类时间积分节

点划分模式。李莹等［１４］采用ＤＱ法对移动周期荷

载作用下孔隙热弹性地基动力学控制方程进行空

间和时间离 散，并 求 解 其 动 力 响 应。廖 旭 等［１５］针

对结构弹塑性地震反应分析的特点，采用了一种新

型的不等距的时间网格，并在新的网格上实施ＤＱ
算法，求 解 出 结 构 弹 塑 性 地 震 响 应。以 上 研 究 显

示，利用ＤＱ法解决与时间相关的初边 值 问 题 时，

同样具有精度高、收敛性好和计算效率高等特点。

尽管ＤＱ法具有以上优势，但在处理诸如人行荷载

下梁振动等 含 有 与 时 间 相 关Ｄｉｒａｃ函 数 的 偏 微 分

方程 时，由 于 Ｄｉｒａｃ函 数 的 奇 异 性 而 变 得 有 些 困



难。更重要的是，Ｄｉｒａｃ函数的属性是以 积 分 形 式

表现，而不是微分形式，导致无法直接 利 用ＤＱ法

离散含Ｄｉｒａｃ函 数 的 偏 微 分 方 程。为 了 克 服 以 上

困难，Ｅｆｔｅｋｈａｒｉ等［１６］提 出 了 利 用ＤＱ法 和 有 限 元

法混合计算矩形板在移动荷载下的强迫振动；而后

又提 出 了 利 用 正 则 化 的 光 滑 函 数 代 替 Ｄｉｒａｃ函

数［１７］，再利用ＤＱ法 离 散 偏 微 分 方 程 求 解 了 欧 拉

梁在移动荷载下的动力响应。上述方法要么需要

正则化Ｄｉｒａｃ函数，要么需 要 投 影 Ｈｅａｖｉｓｉｄｅ函 数

替代Ｄｉｒａｃ函数，求解过程存在数值不稳定性的现

象。Ｅｆｔｅｋｈａｒｉ［１８］提出综合利用ＤＱ法和ＩＱ法，研

究梁和矩形板在集中荷载作用下的受迫振动问题，

该方法用ＩＱ法离散Ｄｉｒａｃ函 数，利 用ＤＱ法 离 散

偏微分方程，数值计算结果显示出较高的精度与效

率，但该方法所分析的集中荷载是定点荷载，不是

移动荷载，Ｄｉｒａｃ函数与时间无关。

本文在以 上 研 究 的 基 础 上，提 出 利 用ＤＱ－ＩＱ
混合法求解人行荷载作用下梁式结构振动含有与

时间相关Ｄｉｒａｃ函数的偏微分控制方程。利用ＩＱ
法能 够 非 常 灵 活 地 直 接 离 散 与 时 间 相 关 的 Ｄｉｒａｃ
函数；不同于振型叠加法需事先假定振型函数，且

通常只考虑低阶振型的贡献，混合法利用ＤＱ法把

控制方程转化为二阶常系数微分方程，不需事先假

定振型函数，且能够考虑高阶振型的影响，最后利

用Ｎｅｗｍａｒｋ算法 求 解 即 可 得 到 偏 微 分 方 程 的 数

值解。以某钢结构连廊为例，用ＤＱ法计算结构的

自振频率，并与解析解进行对比，结果验证了节点

选 取 和 边 界 条 件 施 加 的 精 确 性，再 分 别 利 用

ＤＱ－ＩＱ混合法和振型叠加法计算不同行走步频下

连廊 的 响 应，验 证ＤＱ－ＩＱ混 合 法 的 可 靠 性 和 精 确

性。

２ 人行荷载下梁式结构的振动

控制方程

图１所示为受到人行荷载作用的简 支 梁。对

于长细 比 较 大 的 梁，假 定 为 均 匀 截 面 Ｅｕｌｅｒ－Ｂｅｒ－
ｎｏｕｌｌｉ简支梁，忽略剪切与扭转的影响。其中Ｌ为

梁的跨度，ρＡ为单位长度梁的质量，ｃ为梁的黏滞

图１　受到人行荷载作用的简支梁

Ｆｉｇ．１　Ｓｉｍｐｌｙ　ｓｕｐｐｏｒｔｅｄ　ｂｅａｍ　ｕｎｄｅｒ　ｐｅｄｅｓｔｒｉａｎ　ｌｏａｄ

阻尼系数，Ｉ为横截面的惯性矩，Ｅ为材料的弹性

模量。

２．１　人行荷载下梁的振动基本方程

假定行人 以 步 速ｖ匀 速 通 过 均 质Ｅｕｌｅｒ－Ｂｅｒ－
ｎｏｕｌｌｉ梁，则人行荷载下梁的振动控制方程为［３，４］

　ρＡ
２ｕ（ｘ，ｔ）
２ｔ ＋ｃｕ

（ｘ，ｔ）
ｔ ＋ＥＩ

４ｕ（ｘ，ｔ）
４ｘ ＝

δ（ｘ－ｖｔ）Ｆ（ｔ） （１）
式中 ｕ（ｘ，ｔ）为 梁 的 位 移，ｖ为 行 人 步 速，一 般 可

取０．９倍的步频，δ（ｘ－ｖｔ）为Ｄｉｒａｃ函数，具有以

下性质

　　　　δ（ｘ－ｖｔ）＝０，ｘ≠ｖｔ （２）

　　　　∫
Ｌ

０
δ（ｘ－ｖｔ）ｄｘ＝１ （３）

　　　　∫
Ｌ

０
ｆ（ｘ）δ（ｘ－ｖｔ）ｄｘ＝ｆ（ｖｔ） （４）

式中 ｆ（ｘ）可以是任意函数。
式（１）中Ｆ（ｔ）为人行荷载，可以展开成傅立叶

级数的形式［１９］：

Ｆ（ｔ）＝Ｇ＋Ｇ∑
ｉ
αｉｓｉｎ（２πｉｆｐｔ－θｉ） （５）

式中 Ｇ 为 行 人 体 重，一 般 取７５０Ｎ，αｉ 为 动 载 因

子，ｆｐ 为行走步频，θｉ 为相位角，一般取０，ｉ为计

算采用的谐波项数。动载因子一般取前三阶，可表

示为

α１＝－０．２７ｆ３ｐ ＋１．３２ｆ２ｐ －１．７６ｆｐ＋０．７６ （６ａ）

α２＝０．０７，α３＝０．０６ （６ｂ，６ｃ）
引入如下无量纲量：

Ｘ＝ｘＬ
，ＸＦ（ｔ）＝ｖｔＬ

α＝ρ
ＡＬ４

ＥＩ
，β＝

ｃＬ４
ＥＩ
，λ＝Ｆ

（ｔ）Ｌ３
烅

烄

烆 ＥＩ

（７）

则式（１）变换为

α
２ｕ（Ｘ，ｔ）
ｔ２ ＋β

ｕ（Ｘ，ｔ）
ｔ ＋

４ｕ（Ｘ，ｔ）
Ｘ４ ＝λδ［Ｘ－ＸＦ（ｔ）］

（８）

２．２　边界条件

简支梁两端铰接，其边界条件为，在Ｘ＝０处，
位移和弯矩为０，即

ｕ（０，ｔ）＝０，２ｕ（０，ｔ）／Ｘ２＝０ （９）
在Ｘ＝１处，位移和弯矩为０，即

ｕ（１，ｔ）＝０，２ｕ（１，ｔ）／Ｘ２＝０ （１０）

３　控制方程的离散化与求解

３．１　微分求积法

微分求积法是将函数对某方向的自变量的偏

导数近似表达为其各离散点处相应函数值的加权
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和，其加权系数取决于节点分布，与具体问题无关。
根据微分求积法，函数ｕ（ｘ）在ｘｉ 点的ｒ阶导数可

近似为

ｕ（ｒ）（Ｘｉ）＝∑
ｎ

ｊ＝１
Ａ（ｒ）
ｉｊｕ（Ｘｊ） （１１）

式中 ｕ（Ｘｊ）为 节 点Ｘｊ 处 的 函 数 值，ｕ（ｒ）（Ｘｉ）为

ｕ（Ｘ）在节点Ｘｉ处的ｒ阶导数值，ｎ为Ｘ 方向的节

点数，Ａ（ｒ）
ｉｊ 为ｒ阶导数的权系数，一阶权系数可显

式计算［１０］为

Ａ（１）
ｉｋ ＝

Ｍ （１）（Ｘｉ）／［（Ｘｉ－Ｘｋ）Ｍ （１）（Ｘｋ）］

　　　 　 （ｉ≠ｋ，ｉ，ｋ＝１，２，…，ｎ）

－∑
ｎ

ｊ＝１，ｊ≠ｉ
Ａ（１）
ｉｊ 　（ｉ＝ｋ，ｉ＝１，２，…，ｎ

烅

烄

烆 ）

（１２）

式中 Ｍ （１）（Ｘｉ）＝∏
ｎ

ｊ＝１，ｊ≠ｉ

（Ｘｉ－Ｘｊ） （１３）

而高阶权系数则由递推公式计算：

Ａ（ｒ）
ｉｋ ＝

ｒ［Ａ（ｒ－１）
ｉｉ Ａ（１）

ｉｋ －Ａ（ｒ－１）
ｉｋ ／（Ｘｉ－Ｘｋ）］

　　　 　 （ｉ≠ｋ，ｉ，ｋ＝１，２，…，ｎ）

－∑
ｎ

ｊ＝１，ｊ≠ｉ
Ａ（ｒ）
ｉｊ 　（ｉ＝ｋ，ｉ＝１，２，…，ｎ

烅

烄

烆 ）

（１４）

节点的选取是影响微分求积法计算精度和收

敛速度的关键因素之一，计算表明，非均匀节点具

有较快的收敛速度和较高的求解精度。边界条件

的处理也是微分求积法中关键问题之一。本文所

研究的问题为四阶微分方程，每个端点有两个边界

条件，所以节点选取采用如下形式［１０］。

　　　

Ｘ１ ＝０，Ｘ２＝Δ
Ｘｎ－１＝１－Δ，Ｘｎ＝１

Ｘｉ＝１２
１－ｃｏｓ

（ｉ－２）π
ｎ－［ ］３

　　（ｉ＝３，４，…，ｎ－２；０≤Ｘ≤１

烅

烄

烆 ）

（１５）

式中 Δ为相邻两边节点的距离，采用 这 种 节 点 选

取方法是为了便于节点替换法处理边界条件，即将

一个边界点用 相 隔Δ的 两 个 点 来 替 代，然 后 将 每

个端点的两个边界条件分别施加在这两个点上，Δ
可在１０－２和１０－４之间取值。

３．２　积分求积法

积分求积的基本思想是用被积函数在积分区

间上的某些节点处函数值的线性组合作为积分的

近似值［２０］。对于梁式结构在人行荷载作用下的位

移函数ｕ（Ｘ），可表示为

∫
１

０
ｕ（Ｘ）ｄＸ＝∑

ｎ

ｊ＝１
Ｒｊｕ（Ｘｊ）　（０≤Ｘ≤１）（１６）

式中 ｎ为Ｘ 方向的节点数，Ｒｊ 为权系数，ｕ（Ｘｊ）
为在节点Ｘｊ处的函数值，Ｘｊ取如式（１５）所示的节

点分布。把积分区间分成若干小区间，在每个小区

间上以梯形面积近似曲边梯形面积，即用梯形公式

求小区间上积分的近似值，式（１６）可表示为

∫
１

０
ｕ（Ｘ）ｄＸ＝∫

Ｘ２

Ｘ１
ｕ（Ｘ）ｄＸ＋∫

Ｘ３

Ｘ２
ｕ（Ｘ）ｄＸ＋…＋

∫
Ｘｎ

Ｘｎ－１
ｕ（Ｘ）ｄＸ＝∑

ｎ

ｊ＝１
Ｒｊｕｊ （１７）

∫
１

０
ｕ（Ｘ）ｄＸ＝１２ΔＸ１

（ｕ１＋ｕ２）＋
１
２ΔＸ２

（ｕ２＋ｕ３）＋

…＋１２ΔＸｎ－１
（ｕｎ－１＋ｕｎ）＝∑

ｎ

ｊ＝１
Ｒｊｕｊ

（１８）
式中 ΔＸｉ＝Ｘｉ＋１－Ｘｉ，由式（１８）可得积分求积的

权系数为

Ｒ１＝１２ΔＸ１
，Ｒｎ＝１２ΔＸｎ－１

Ｒｉ＝１２
（ΔＸｉ－１＋ΔＸｉ）（ｉ＝２，３，…，ｎ－１

烅

烄

烆
）
（１９）

３．３　基本方程的离散化

利用Ｄｉｒａｃ函数的性质，综合利用ＤＱ法和ＩＱ
法对控制方程离散化。在Ｘ 方向，Ｘ１，Ｘ２…Ｘｎ 等

ｎ节点分布情况如式（１５），假定行人荷载作用在这

些节点中的一个，即
ＸＦ＝ｖｔ＝Ｘｐ　（１≤ｐ≤ｎ） （２０）

由Ｄｉｒａｃ函数性质式（２），此时在节点Ｘ１，Ｘ２，
…Ｘｐ－１，Ｘｐ＋１，…Ｘｎ，式（８）转化为

α
２ｕ（Ｘｉ，ｔ）
ｔ２ ＋β

ｕ（Ｘｉ，ｔ）
ｔ ＋

４ｕ（Ｘｉ，ｔ）
Ｘ４ ＝０　（ｉ＝１，

２，…，ｐ－１，ｐ＋１，…，ｎ） （２１）
对式（８）在 梁 全 长 进 行 积 分，并 利 用Ｄｉｒａｃ函

数性质式（３），可得

α∑
ｎ

ｉ＝１
Ｒｉ 

２ｕ（Ｘｉ，ｔ）
ｔ｛ ｝２ ＋β∑

ｎ

ｉ＝１
Ｒｉ 

ｕ（Ｘｉ，ｔ）
｛ ｝ｔ ＋

　　∑
ｎ

ｉ＝１
Ｒｉ 

４ｕ（Ｘｉ，ｔ）
Ｘ｛ ｝４ ＝λ （ｉ＝ｐ） （２２）

用微分求积法离散式（２１，２２），可得

α
２ｕ（Ｘｉ，ｔ）
ｔ｛ ｝２ ＋β

ｕ（Ｘｉ，ｔ）
｛ ｝ｔ ＋∑

ｎ

ｊ＝１
Ａ（４）
ｉｊ ｛ｕ（Ｘｊ）｝＝｛０｝

（ｉ＝１，２，…，ｐ－１，ｐ＋１，…，ｎ－２） （２３）

α∑
ｎ

ｉ＝１
Ｒｉ 

２ｕ（Ｘｉ，ｔ）
ｔ｛ ｝２ ＋β∑

ｎ

ｉ＝１
Ｒｉ 

ｕ（Ｘｉ，ｔ）
｛ ｝ｔ ＋

　　∑
ｎ

ｉ＝１
Ｒｉ∑

ｎ

ｊ＝１
Ａ（４）
ｉｊ ｛ｕ（Ｘｊ）｝＝λ （ｉ＝ｐ） （２４）

式（２３，２４）可合并为

［Ｍ］｛ｕ̈（ｔ）｝＋［Ｃ］｛ｕ·（ｔ）｝＋［Ｋ］｛ｕ（ｔ）｝＝｛Ｆ（ｔ）｝
（２５）

式中 ［Ｍ］，［Ｃ］和［Ｋ］分别为欧拉梁的质量矩阵、
阻尼矩阵和刚度矩阵，｛ｕ̈（ｔ）｝，｛ｕ·（ｔ）｝和 ｛ｕ（ｔ）｝分

别为加速度向量、速度向量和位移向量，｛Ｆ（ｔ）｝为
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荷载向量，对应表达式为

　［Ｍ］＝α［Ｉ］，［Ｃ］＝β［Ｉ］，［Ｋ］＝［Ａ］
（４） （２６）

　Ｆｉ（ｔ）＝
０ （ｉ≠ｐ）

λ／Ｒｐ （ｉ＝ｐ｛ ）

（ｉ＝１，２，…，ｎ；１≤ｐ≤ｎ）（２７）
式中 ［Ｉ］为ｎ×ｎ的单位矩阵。人行荷载的施加

位置随时间 逐 渐 变 化，所 以 荷 载 向 量 是 时 间 相 关

的。此外，荷载 向 量 只 有 在 荷 载 作 用 点 不 等 于０，
其余都为０，这样得到荷载向量不够精确。为了得

到更为精确的荷载模型，借助荷载施加在网格点上

的静力平衡模型，对人行荷载向量进一步精细化。
网格点上的静力平衡模型如图２所示。式（８）的右

半部分可以表示为

　λδ（Ｘ－ＸＦ（ｔ））＝λ ＸＲ

ＸＲ＋ＸＬδ
（Ｘ－Ｘｐ－１）＋

λ ＸＬ

ＸＲ＋ＸＬδ
（Ｘ－Ｘｐ） （２８）

式中 ＸＲ＝Ｘｐ－ＸＦ（ｔ），ＸＬ＝ＸＦ（ｔ）－Ｘｐ－１ （２９）
由式（２８，２９）可知，式（２７）可表示为

Ｆｉ（ｔ）＝ λ
ＸＲ＋ＸＬ

ＸＲ／Ｒｐ－１ （ｉ＝ｐ－１）

ＸＬ／Ｒｐ （ｉ＝ｐ，ｉ＝１，２，…，ｎ）

０
烅
烄

烆 其他
（３０）

３．４　边界条件的离散化

边界条件式（９，１０）的ＤＱ格式为

ｕ１＝０，∑
ｎ

ｋ＝１
Ａ（２）
１，ｋ｛ｕｋ｝＝０ （３１ａ，３１ｂ）

ｕｎ＝０，∑
ｎ

ｋ＝１
Ａ（２）
ｎ，ｋ｛ｕｋ｝＝０ （３１ｃ，３１ｄ）

把式（３１ａ，３１ｃ）代入式（３１ｂ，３１ｄ），联立解二元

一次方程可得

ｕ２＝
１
ＣＮ∑

Ｎ－２

ｋ＝３
ＣＫ１｛ｕｋ｝ （３２ａ）

ｕｎ－１＝
１
ＣＮ∑

Ｎ－２

ｋ＝３
ＣＫＮ｛ｕｋ｝ （３２ｂ）

式中　ＣＮ＝Ａ（２）
１，ｎ－１Ａ（２）

ｎ，２ －Ａ（２）
１，２Ａ（２）

ｎ，ｎ－１ （３３ａ）

ＣＫ１＝Ａ（２）
ｎ，ｎ－１Ａ（２）

１，ｋ －Ａ（２）
１，ｎ－１Ａ（２）

ｎ，ｋ （３３ｂ）

ＣＫＮ＝Ａ（２）
１，２Ａ（２）

ｎ，ｋ －Ａ（２）
ｎ，２Ａ（２）

１，ｋ （３３ｃ）

图２　网格点上静力平衡模型

Ｆｉｇ．２　Ｓｔａｔｉｃ　ｅｑｕｉｌｉｂｒｉｕｍ　ｍｏｄｅｌ　ｏｎ　ｍｅｓｈ　ｐｏｉｎｔ

３．５　控制方程的离散化及求解

把式（３１ａ，３１ｃ，３２）代入式（２５）得

　α［Ｉ］｛ｕ̈ｋ｝＋β［Ｉ］｛ｕ
·
ｋ｝＋∑

ｎ－２

ｋ＝３
ｓ｛ｕｋ｝＝ ｛Ｆｉ（ｔ）｝

（ｉ＝３，４，…，ｎ－２） （３４）

式中ｓ＝Ａ（４）
ｉ，ｋ ＋Ａ

（４）
ｉ，２ＣＫ１＋Ａ（４）

ｉ，ｎ－１ＣＫＮ
ＣＮ

（３５）

这样使得未知量减少为ｎ－４个，去掉与两端

以及邻近两端的节点对应的４个方程，这种做法既

精确引入了边界条件，又减少了未知量的数目，能

得到更为准确的结果。控制方程是二阶常系数微

分方程，利用Ｎｅｗｍａｒｋ算法即可得到数值解。
由式（３４）退化可得到欧拉梁频率特征方程：

ｓ｛ｕ｝＝Ω２｛ｕ｝ （３６）
式中 Ω为欧拉梁的圆频率，｛ｕ｝＝｛ｕ３，ｕ４，…，ｕｎ－２｝

４　算例分析

某商贸城的钢 结 构 连 廊 跨 度 为２１．８ｍ，宽 度

为２．３ｍ，主梁由２根Ｈ８５０×３００×１６×１７Ｈ型钢

组成，次梁由１１根 Ｈ２５０×１２５×６．５×９组成，楼

板由１００ｍｍ厚的混凝土组成，钢材为Ｑ２３５，混凝

土强度等 级 为Ｃ３０，结 构 的 阻 尼 比 为０．０１。换 算

后，钢结构连廊截面竖弯等效抗弯刚度为３．２６８×
１０９　Ｎ·ｍ２，单 位 长 度 质 量 为１６０３．５ｋｇ，单 位 长 度

阻尼系数为９５０．８Ｎ／（ｍ·ｓ）。

４．１　模态分析

采用不同节点数目，用微分求积法计算钢结构

连廊的前六阶竖向自振频率，并与理论解进行对比，
结果列入表１。计算结果表明，即使采用较少的节

点数，用微分求积法得到的低阶频域也与理论解一

致，当采用２１个节点时，用微分求积法计算得到的

连廊前六阶自振频率与理论解完全一致，证明了本

文节点选取 以 及 边 界 处 理 的 合 理 性，也 证 明 了 用

ＤＱ法求解欧 拉 梁 自 由 振 动 问 题 的 高 效 性 和 精 确

性。
《建筑楼盖结构振动舒适度技术规范》规定连

表１　连廊的竖向自振频率

Ｔａｂ．１　Ｖｅｒｔｉｃａｌ　ｎａｔｕｒａｌ　ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ　ｏｆ　ｃｏｒｒｉｄｏｒ
自振频
率阶次

不同节点数的微分求积解／Ｈｚ
１３　 １５　 １９　 ２１

理论解
／Ｈｚ

１　 ４．７１８６　 ４．７１８６　 ４．７１８６　 ４．７１８６　 ４．７１８６

２　 １８．８７４４　 １８．８７４４　 １８．８７４４　 １８．８７４４　 １８．８７４４

３　 ４２．４６６８　 ４２．４６７４　 ４２．４６７４　 ４２．４６７４　 ４２．４６７４

４　 ７５．５６４６　 ７５．４９７４　 ７５．４９７６　 ７５．４９７６　 ７５．４９７６

５　 １１６．６５７　 １１７．９０９　 １１７．９６５　 １１７．９６５　 １１７．９６５

６　 １８６．７９２　 １７１．２４２　 １６９．８７１　 １６９．８６９　 １６９．８７９
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廊第一竖向自振 频 率 不 宜 小 于３Ｈｚ，该 钢 结 构 连

廊竖向第一自振频率为４．７２Ｈｚ，符合规范要求。
４．２　人行荷载下连廊的动力响应

采用上述的人行荷载模型，分别采用ＤＱ－ＩＱ混

合法和振型叠加法计算连廊跨中处的动力响应，其
中振型叠加法只考虑第一阶竖向自振频率的贡献。

图３为当行人以步频１．５７３Ｈｚ，即 连 廊 第 一

阶竖向自振频率的１／３通过连廊时，连廊跨中处的

位移响应。图４和图５为连廊处的加速度响应及

相应的傅立叶谱。从４．１节的模态分析结果可以

看出，连廊竖向频率分离较好，当行人步频为连廊

第一阶竖向振动频率的１／３时，会在连廊第一阶频

率处发生类共振现象，连廊的振动应以第一阶频率

振动为主，其他频率的影响很小，此时用ＤＱ－ＩＱ混

合法和振型叠加法计算得到的连廊跨中的振动响

应几乎相同。
从图３和图４可以看出，连廊跨中的位移响应和

加速度响应几乎重合，用ＤＱ－ＩＱ混合法和振型叠加

法计算的位移峰值为０．１３７６２ｍｍ和０．１３７５７ｍｍ，
加速度峰值分别为０．１０９５３ｍ／ｓ２和０．１０９５６ｍ／ｓ２，
几乎相等。

从图５可以看出共振频率为４．７３Ｈｚ，在连廊

第一 阶 频 率 附 近，另 外 有 两 个 小 的 多 峰 值 点，为

１．５６４Ｈｚ和３．１２８Ｈｚ，分别在一倍步频和二倍步

图３　步频１．５７３Ｈｚ时连廊跨中处位移响应

Ｆｉｇ．３　Ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ　ｒｅｓｐｏｎｓｅ　ｉｎ　ｍｉｄｄｌｅ　ｓｐａｎ　ｗｈｅｎ
　　　ｗａｌｋｉｎｇ　ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ　ｅｑｕａｌ　ｔｏ　１．５７３Ｈｚ

图４　步频１．５７３Ｈｚ时连廊跨中处加速度响应

Ｆｉｇ．４　Ａｃｃｅｒａｔｉｏｎ　ｒｅｓｐｏｎｓｅ　ｉｎ　ｍｉｄｄｌｅ　ｓｐａｎ　ｗｈｅｎ
　　　ｗａｌｋｉｎｇ　ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ　ｅｑｕａｌ　ｔｏ　１．５７３Ｈｚ

频附近。由 此 看 出，ＤＱ－ＩＱ混 合 法 在 计 算 人 行 荷

载作用下梁式结构振动时具有较高可靠性。
《建筑楼盖结构振动舒适度技术规范》中振动

舒适度评估除了竖向第一阶自振评估限制外，还规

定 了 加 速 度 峰 值 的 限 制，规 定 加 速 度 峰 值 超 过

０．１５ｍ／ｓ２，会出现 振 动 舒 适 度 问 题。通 过 计 算 可

知，连廊第一阶频率处发生类共振时的加速度峰值

没有超过限值，连廊不会出现振动舒适度问题。
为验证ＤＱ－ＩＱ混合法能否考虑高阶频率的影

响，假定行人以１８．８７Ｈｚ的步频（实际上人的步频

达不到）即以连廊第二阶竖向自振频率通过连廊，
分别采用ＤＱ－ＩＱ混合法和振型叠加法计算连廊跨中

处的动力响应，其中振型叠加法同样只考虑第一阶

竖向自振频率的贡献。图６为连廊跨中处的位移响

应，图７和图８为连廊处的加速度响应及相应的傅

立叶谱值。从图６和图７可以看出，由ＤＱ－ＩＱ混合

法和振型叠加法计算得到的连廊处的位移和加速度

响应出现了较大的差异，用ＤＱ－ＩＱ混合法和振型叠

加法计算得到的位移峰值为４．０９ｍｍ和４．４４ｍｍ，
加速度峰值分别为６３．８０ｍ／ｓ２和６１．４８ｍ／ｓ２。原因

从图８可以看出，ＤＱ－ＩＱ混合法和振型叠加法计算

得到 的 响 应 都 在 步 频 处 附 近 出 现 极 值，而ＤＱ－ＩＱ
混合法不光在步频处附近出现极值，在连廊的第三

图５　步频１．５７３Ｈｚ时连廊跨中处加速度傅立叶谱

Ｆｉｇ．５　Ａｃｃｅｒａｔｉｏｎ　Ｆｏｕｒｉｅｒ　ｓｐｅｃｔｒｕｍ　ｉｎ　ｍｉｄｄｌｅ　ｓｐａｎ　ｗｈｅｎ
　　　ｗａｌｋｉｎｇ　ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ　ｅｑｕａｌ　ｔｏ　１．５７３Ｈｚ

图６　步频１８．８７Ｈｚ时连廊跨中处位移响应

Ｆｉｇ．６　Ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ　ｒｅｓｐｏｎｓｅ　ｉｎ　ｍｉｄｄｌｅ　ｓｐａｎ　ｗｈｅｎ
　　　ｗａｌｋｉｎｇ　ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ　ｅｑｕａｌ　ｔｏ　１８．８７Ｈｚ
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图７　步频１８．８７Ｈｚ时连廊跨中处加速度响应

Ｆｉｇ．７　Ａｃｃｅｒａｔｉｏｎ　ｒｅｓｐｏｎｓｅ　ｉｎ　ｍｉｄｄｌｅ　ｓｐａｎ　ｗｈｅｎ
　　　ｗａｌｋｉｎｇ　ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ　ｅｑｕａｌ　ｔｏ　１８．８７Ｈｚ

图８　步频１８．８７Ｈｚ时连廊跨中处加速度傅立叶谱

Ｆｉｇ．８　Ａｃｃｅｒａｔｉｏｎ　Ｆｏｕｒｉｅｒ　ｓｐｅｃｔｒｕｍ　ｉｎ　ｍｉｄｄｌｅ　ｓｐａｎ　ｗｈｅｎ
　　　ｗａｌｋｉｎｇ　ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ　ｅｑｕａｌ　ｔｏ　１８．８７Ｈｚ

阶自振频率 处 也 出 现 小 峰 值，由 于 高 阶 频 率 的 影

响，ＤＱ－ＩＱ混合 法 计 算 得 到 的 响 应 与 振 型 叠 加 法

计算得到的 响 应 有 明 显 不 同，充 分 说 明ＤＱ－ＩＱ混

合法能够考虑高阶频率的影响。

５　结　论

通常采用振型叠加法计算人行荷载作用下梁

式结构的振动响应，通过振型坐标转化，可以将偏

微分方程转换成各个独立的单自由度振型坐标方

程，计算效率较高。但该方法需要事先假定振型函

数，且在叠加过程中通常舍弃高阶振型，造成计算

结果偏差。
本文利用ＤＱ－ＩＱ混合法计算人行荷载作用下

结构 的 振 动 响 应，利 用ＩＱ 法 离 散 与 时 间 相 关 的

Ｄｉｒａｃ函数，再利用ＤＱ法将控 制 方 程 转 化 为 二 阶

常系数微分方程，最后利用Ｎｅｗｍａｒｋ算法即可得

到数值解，将计算结果与振型叠加法所得结果进行

对比。以钢结构连廊作为算例，用ＤＱ法计算结构

的前六阶自振频率并与解析解进行对比，证明了节

点选取和边界条件施加的精确性；假定行人以１．５７３
Ｈｚ的正常步频，即１／３的结构第 二 阶 竖 向 自 振 频

率通过连廊，并引起连廊竖向基频共振为例，说明

了ＤＱ－ＩＱ混 合 法 具 有 较 高 的 可 靠 性；假 定 行 人 以

１８．８７Ｈｚ的步频（实 际 上 人 的 步 频 达 不 到），即 连

廊第 二 阶 竖 向 自 振 频 率 通 过 连 廊，验 证 了ＤＱ－ＩＱ
混合法能考 虑 高 阶 频 率 的 影 响，具 有 较 高 的 精 密

性，ＤＱ－ＩＱ混 合 法 虽 然 是 针 对 人 行 荷 载 下 梁 的 振

动分析所提出的，但也可以推广到诸如车辆荷载作

用下路面或桥梁的动力响应等其他移动荷载下结

构的振动分析。
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