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摘 要 谱聚类算法在聚类过程中要计算样本相似度矩阵，构造数据量大，并且要对拉普拉斯矩阵进行特征分解，计

算比较耗时。Nystrm 扩展方法通过部分采样数据来逼近原始特征空间，可以有效降低谱聚类算法的计算复杂度。采样点的

选择是决定 Nystrm 扩展方法精度的重要因素，通过对 Nystrm 扩展方法的误差进行分析，结合图像特征信息，设计了一种

新的采样方案。利用均匀采样方法对图像进行初步采样，并通过迭代的方法最小化采样点与像素点之间的误差，得到最终

采样点特征值。通过在 Berkeley 图库上的图像分割实验表明了算法的可行性和有效性。
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Abstract Spectral clustering is based on the similarity of data，but the similarity matrix is complex，and the calculation process of
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0 引言

图像分割就是指把图像分成各具特性的区域并
提取出感兴趣目标区域的技术和过程［1］。它是计

算机视觉处理中极为重要的环节之一，是由图像处

理进入到图像分析的关键步骤［2］。谱聚类是一种

新型聚类分析方法，具有能够处理任意形状的数据

集、易于执行等优点［3］。近些年来谱聚类算法得到

了迅速发展，并被应用于图像分割及其相关领域。
在图像分割中，谱聚类计算像素点之间的相似

度矩阵并求解该矩阵的特征值与特征向量，通过对

特征向量进行聚类完成对图像的划分。谱聚类算法

将图像划分为多个区域，使得同一区域内部像素点

相似度高，不同区域之间相似度低，获得了较好的分

割效果［4］。然而，谱聚类算法计算过程中产生的相

似度矩阵规模过大，特征值与特征向量的存储、计算

使得谱聚类算法计算复杂度过高［5］。例如: 一幅像

素数目为 n、特征维度为 d 的图像，计算其相似度矩

阵的 时 间 复 杂 度 高 达O( d2n2 ) ，空 间 复 杂 度 高 达

O( n2 ) ，拉普拉斯矩阵特征分解的时间复杂度更是

高达 O( n3 ) 。
谱聚类的计算复杂度过高严重制约了其在图像

分割方面的应用。对此，国内外学者对其进行了一

系列的研究和改进，其中 Nystrm 扩展方法［6］是应

用和研究较多的一种改进方法。Nystrm 扩展方法

可以使用小部分数据近似逼近整个数据集的相似度

矩阵和其特征空间，从而降低了谱聚类对时空的要

求。文献［7］最初将 Nystrm 扩展方法应用在谱聚
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类中，并以此成功地进行了图像分割。文献［8－9］
在文献［7］的基础上对 Nystrm 扩展的逼近误差进

行了详细的理论分析，提出了基于 K 均值采样的
Nystrm 算法。但在图像分割中 K 均值采样算法存

在两点不足:① 无法准确预估像素各特征值之间的

权重;② 采样点较多时，K 均值聚类运算速度较慢。
针对以上问题，本文提出了一种基于最小误差

采样的 Nystrm 谱聚类算法。经实验验证，该算法

在分割有效性上相对于传统 Nystrm 谱聚类算法有

显著提高。

1 谱聚类及其改进算法

1．1 谱聚类算法

谱聚类是一种基于图论的聚类方法。图由若干

点及连接两点的线构成，用点代表事物，线表示对应
2 个事物间具有的某种关系，又称为权重。将图划

分为若干个子图，各子图无交集，划分时子图之间被
“截断”的边的权重和称为损失函数［10］。谱聚类通

过最小化损失函数来实现图的划分［11］。
设 G( V，E) 表示图，V = v1，v2，…，vn{ } 表示点

集，E 表示边集。wij 表示 vi 与 vj 之间的权重。假设
G( V，E) 被划分成 G1，G2两个子图，定义一个 n 维向

量 q 来表示划分方案。

qi =
c1 i∈ G1

c2 i∈ G2
{ 。 ( 1)

损失函数:

Cut( G1，G2) = ∑
i∈G1，j∈G2

wij =
∑

n

i = 1
∑

n

j = 1
wij ( qi － qj )

2

2 ( c1 － c2 ) 2 ，( 2)

∑
n

i = 1
∑

n

j = 1
wij ( qi － qj )

2 = 2 qT( D － W) q。 ( 3)

式中，W 为权重矩阵; D 为对角矩阵。

Dii = ∑n

j = 1
wij 。 ( 4)

定义拉普拉斯矩阵 L =D－W，将最小化损失函

数的问题转化为最小化 qTLq 的问题［12］。
1．2 基于 Nystrm 的谱聚类算法

谱聚类通过最小化 qTLq 实现聚类划分，qTLq
的最小值在 q 为 L 的次小特征值对应的特征向量

时实现。对 L 进行特征分解运算量巨大，文献［13］
利用 Nystrm 扩展方法求得特征向量的近似值。

∫p y( ) k x，y( ) Φi y( ) dy = λ i Φi x( ) ， ( 5)

式中，P( y) 为核密度函数; k( x，y) 为正定的核函

数; λ i 为特征值; Φi 为特征向量。

设 x1，x2，…，xm{ } 是取自 P y( ) 的采样点，则
1
m∑

m

j = 1
k x，xj( ) Φi xj( ) ≈ λ i Φi x( ) ， ( 6)

从 k( x，xj ) 中再次提取采样点 x1，x2，…，xm{ } ，形成

标准特征值分解:

K m( ) U m( ) = U m( ) Λ m( ) 。 ( 7)

式中，Kij = k xi，xj( ) ; U 为正交化的矩阵; Λ 为角对

称矩阵，其中，

Φi xj( ) ≈ 槡m U m( )
ij ， λ i ≈ λ m( )

i /m。 ( 8)

对于非连续核密度函数，设数据集 X = { x1，x2，…，

xn} ，相似度矩阵 K，采样点集 Z = { z1，z2，…，zm } ，采

样相 似 度 矩 阵 W，则 K 的 特 征 值 和 特 征 向 量 分

别为:

ΛK ≈
n
m Λz ，ΦK ≈

m
n槡 E ΦZ Λ

－1
Z 。 ( 9)

式中，Eij = k xi，yj( ) ; Λz ，Φz 分别为 W 的特征值矩

阵和特征向量矩阵。
K = ΦK ΛK Φ

－1
K ≈ EW －1 ET 。 ( 10)

2 最小误差采样的 Nystrm 方法

Nystrm 扩展方法提高了谱聚类算法的运算效

率，但是如果得到的相似度矩阵与原相似度矩阵误

差过大会影响图像的分割效果［14］。本文通过对相

似度矩阵误差进行分析，并选择最小化误差的采样

方法完成谱聚类图像分割。
2．1 最小误差分析

本文所取相似度矩阵函数为高斯核函数［15］，

由中值定理可知存在 C 使其满足:

k a，b( ) － k c，d( ) ≤ Ck
X ‖a － c‖+‖b － d‖( ) 。( 11)

式中，Ck
X 是由核函数 k 以及数据 X 确定的常数。

相似度矩阵误差为:

ε = ‖K － E W －1 ET‖F 。 ( 12)

对于单独数据点来说，

ε Ii，Ij
= ‖ KIi，Ij

－ EIi，Z
W －1 EIj，Z

T‖F 。 ( 13)

式中，EIi，Z 为 XIi，Z( ) 的相似度矩阵; 令 p ，q 分别

表示与 Ii ，Ij 最近的采样点。设
AIi，Ij

= KIi，Ij
－ Wpq ，

BIi，Z
= EIi，Z

－ WpZ ，

CIj，Z
= EIj，Z

－ WqZ 。

( 14)

根据式( 11) ，则有

‖AIi，Ij
‖F =‖KIi，Ij

－Wpq‖F =‖k Ii，Ij( ) － k p，q( )‖≤

Ck
X ‖Ii － p‖+‖Ij － q‖( ) =Ck

X eIi +eIj( ) ，
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‖BIi，Z
‖F =‖EIi，Z

－WpZ‖F =∑
m

j=1
‖k Ii，qj( ) － k p，qj( )‖≤

mCk
X‖Ii － p‖=mCk

XeIi，

‖ CIj，Z
‖F=‖ EIj，Z

－ WqZ‖≤ mCk
X‖Ij － q‖=mCk

XeIj。

( 15)

单独数据点误差:

ε Ii，Ij
=‖ KIi，Ij

－ EIi，Z
W－1 EIj，Z

T‖F=

‖ AIi，Ij
+Wpq － BIi，Z

+WpZ( ) W－1 CIj，Z
+WqZ( ) T‖F=

‖ AIi，Ij
+Wpq － BIi，Z

W－1 CIj，Z
T － WpZ W

－1 CIj，Z
T －

BIi，Z
W－1 WqZ

T － WpZ W
－1 WqZ

T‖F ≤

Ck
X eIi +eIj( ) +‖Wpq‖F+m

2Ck
X

2eIi eIj‖W－1‖F+

mCk
XeIj ‖WpZ W

－1‖F+mC
k
XeIi ‖W－1 WqZ

T‖F+

‖WpZ W
－1 WqZ

T‖F。 ( 16)

从以上推导可以看出 Nystrm 方法最终误差大

小由采样数目、采样相似度矩阵以及数据点与最近

的采样点误差决定。
2．2 最小误差采样算法

对 Nystrm 扩展方法进行误差分析，发现在图

像分割中，采样数目与相似度函数不变的情况下，可

以通过最小化像素点与采样点误差对最终误差进行

优化。
本文选取图像为灰度图像，3 个特征值分别为

坐标 x 坐标、y 坐标和灰度值 I( x，y) 。对灰度图像

进行采样必须保证式( 17) 最小化。
ε = ε x，y + ε I x，y( ) 。 ( 17)

式中，ε x，y 为坐标误差; ε I ( x，y) 为灰度值误差。具体

采样步骤如下:

输入: 给定图像 I，像素个数 n，特征中心个数

m，终止迭代参数 σ。
输出: 特征中心 Q。
步骤 1: 按照设定的采样点个数 m，在图像 I 上

进行均匀采样，并将像素分配到与之最近的采样点;

步骤 2: 计算采样点 3×3 邻域内像素点的灰度

梯度值，选取梯度值最小的点作为新的采样点;

步骤 3: 设置步长 S = ( nm) 1 /2，在 2S×2S 邻域

内按照距离:

d = dx，y + dI( x，y) ， ( 18)

为每一个采样点分配像素。其中 dx，y 为坐标的欧氏

距离，dI ( x，y) 为灰度差的绝对值。
步骤 4: 求取采样点所属像素的平均值作为新

的采样点 Q，计算新旧采样点误差:

ε = ε x，y + ε I x，y( ) ， ( 19)

如果 ε ＜ σ 转步骤 5; 否则转步骤 3;

步骤 5: 输出 Q 作为区域特征中心。
从算法流程可以看出，算法的关键在于对数据

点的选取时充分利用像素点与采样中心之间的距离

关系，使得误差最小化。根据 K 均值聚类算法可得

知，通过步骤 1 在空间上进行均匀采样可得到最小

化的 ε x，y 。利用步骤 2 可以防止采样点落在噪音或

者边界上。在此基础上，步骤 3 和步骤 4 计算每个

采样中心拥有像素的灰度值，并在一定范围内变化

像素点所属采样中心，并更新采样中心坐标，利用迭

代的方式最小化灰度值误差 ε I ( x，y)。
基 于 以 上 表 述，改 进 的 谱 聚 类 算 法 步 骤

如下［16］:

步骤 1: 将图像按照本文算法进行采样，利用高

斯函数构建采样相似度矩阵 W，采样点与像素点的

相似度矩阵 E;

步骤 2: 通过 Nystrm 方法估算出特征值与特征

向量，将特征值由大到小排序后，选择前 k 最小的特

征值所对应的特征向量，用矩阵 V 表示;

步骤 3: 将矩阵 V 进行归一化，并记归一化的矩

阵为 Y:

Yij =
Vij

∑
j
V槡 ij

。 ( 20)

步骤 4: 矩阵 Y 的每行视为样本，运用 K 均值聚

类算法将它们聚为 k 类;

步骤 5: 确 定 原 像 素 点 归 属 类 别，完 成 图 像

分割。

3 实验结果与有效性分析

为了检验该算法的性能，对文中所述算法进行

了实验分析。实验环境为 Windows10 系统、Intel i3
处理器、4 GB 内存，实验平台 MATLAB7．0。实验图

像来源于 Berkeley 图库。实验中对每幅图像抽取
m= 100的像素点。

图 1 为图像数据库中 3 幅原始图像。图 2 为随

机采样 Nystrm 谱聚类分割结果。图 3 为本文算法

分割结果。图 4 为人工分割结果。

图 1 原始图像
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图 2 随机采样 Nystrm 谱聚类分割结果

图 3 本文算法分割结果

图 4 人工分割结果

通过对比发现，在对图 1( a) ～图 4( a) 的松树图

像的分割中，随机采样 Nystrm 谱聚类分割将背景

中与松塔灰度值接近的区域与目标划分在一起，而

本文提出的改进算法能准确地将目标区域分割出

来。对图 1 ( b ) ～ 图 4 ( b ) 的水牛以及图 1 ( c ) ～
图 4( c) 的海豚图像的分割中，由于图像背景复杂，

传统分割方法效果很不理想。不仅存在大量噪点，

而且存在误分割区域。而本文算法可以更清楚地观

察到分割轮廓和图像细节的对应情况，明显将水牛

与海豚同背景区分开来，其分割效果与人工分割结

果基本一致。

4 结束语

本文基于采样误差分析，通过最小化像素与最

邻近采样点之间误差对 Nystrm 谱聚类图像分割方

法进行了优化。首先在全局范围内均匀采样，最小

化坐标之间的误差; 其次在局部范围内利用迭代算

法最小化灰度值误差，最终找到最优的采样中心，使

得本文算法运算过程中所得相似度矩阵能更真实的

反映图像信息。通过对 Berkeley 图库标准测试图片

进行分割验证了本算法的有效性。
?
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