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基于核密度估计的性能退化数据建模分析方法
安宗文，张永明，马　强，寇海霞
（兰州理工大学 机电工程学院，甘肃 兰州　７３００５０）

摘要：针对现有性能退化建模分析方中存在试验样本数据量少和先验分布假设过于严格的不足，提出了一种基于

核密度估计的性能退化数据建模分析方法，并详细说明了进行核密度估计时最佳窗宽的确定方法．通过实际算例对

建模分析方法进行了验证，结果表明：基于核密度估计方法能有效地克服试验样本数据量少和先验分布假设严格

的不足，从而为该情况下产品的性能退化分析提供了一种新方法．
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　　随着科学技术的快速发展，高可靠、长寿命产品
被大量应用于电子工业、航空航天、能源、交通运输
等领域，该类产品的可靠性评估是可靠性工程的难
题之一．目前，基于性能退化数据的可靠性建模分析
方法是高可靠、长寿命产品可靠性评估的主要手段
之一［１］．

基于性能退化数据的可靠性建模分析方法主要
有三种：基于退化轨迹的建模分析方法、基于寿命分
布的建模分析方法和基于随机过程的建模分析方
法．基于退化轨迹的可靠性建模方法中，通常假设样
本性能退化轨迹为线性函数，模型为ｙｉｊ＝φｊ＋θｊｔｉ，
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其中，假设模型参数φｊ 和θｊ 相互独立且均服从正
态分布．该模型由于存在过于严格的假设条件，使得
模型的应用受到很大限制［２］．基于寿命分布的建模
分析方法可分为伪失效寿命建模分析方法和退化量
建模分析方法［３－５］．伪失效寿命方法忽略了退化过程
的随机性，需要采用大量的样本以保证试验结果的
精度，并且只考虑线性化模型［６］．基于退化量分布的
可靠性评估方法存在分布函数的假设过于严格，即
在不同测量时刻的退化数据可能服从不同的分布，
并且每个测量时刻需要大量的数据，对于小样本数
据的情况可能给参数估计带来严重误差等不足［７－８］．
基于随机过程的建模方法，通常要求存在大量的非
破坏性顺序测量的性能退化数据［９］．因此，针对高可
靠、长寿命产品进行可靠性评估存在样本数据量少
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等难题，建立一种基于小样本条件下克服先验分布
假设的产品可靠性评估方法显得尤为重要．

鉴于此，本文提出了一种基于核密度估计的性
能退化数据建模分析方法．首先，采用非参数Ｂｏｏｔ－
ｓｔｒａｐ方法对试验原始样本数据进行扩充．其次，采
用核密度估计法对样本数据的概率密度、累积概率

密度进行求解，并运用χ２分布检验进行窗宽的确定．
最后，结合单侧置信区间与一定失效阈值下可靠度
的关系对产品的可靠度进行评估，从而实现对本文
提出的建模分析方法的验证．

１　分析原理

１．１　非参数Ｂｏｏｔｓｔｒａｐ方法

Ｂｏｏｔｓｔｒａｐ方法是统计学中一种重要的估计统
计量方差进行区间估计的统计方法，分为参数

Ｂｏｏｔｓｔｒａｐ方法与非参数Ｂｏｏｔｓｔｒａｐ方法，是现代统
计学中较为流行的一种统计方法．非参数Ｂｏｏｔｓｔｒａｐ
方法与基于先验分布的蒙特卡洛方法（ＭＣ）不同．对
总体分布未知且容量为ｎ 的样本数据采用放回抽
样的方法，将其扩充至ｎ１（ｎ１＞ｎ）容量的新样本，新
产生的样本数据称为Ｂｏｏｔｓｔｒａｐ样本．相继独立地利
用多个Ｂｏｏｔｓｔｒａｐ样本对总体样本分布进行统计推
断，这种方法称为非参数Ｂｏｏｔｓｔｒａｐ方法．
１．２　核密度估计

核密度估计是根据某一点处的概率密度与该点
附近包含样本个数之间的关系进行估计，利用核密
度估计得到产品的概率密度和累积概率密度曲线分
别如图１和图２所示．核密度估计在本文中主要克
服先验假设问题，利用核密度估计解决问题时，其中
最重要的是最佳窗宽的计算与选取．图３为新样本
的频数直方图，从图中可得到计算窗宽的分组信息
以及样本数据在某各区间的个数，为后续最佳窗宽
问题的解决提供了帮助．

图１　概率密度曲线

Ｆｉｇ．１　Ｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙ　ｄｅｎｓｉｔｙ　ｃｕｒｖｅ

图２　累积概率密度曲线

Ｆｉｇ．２　Ａｃｃｕｍｕｌａｔｉｖｅ　ｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙ　ｄｅｎｓｉｔｙ　ｃｕｒｖｅ

　　χ
２分布检验具有解决检验总体分布未知的功

能，所以采用该方法对窗宽进行确定和检验．
首先假设一个窗宽，在利用非参数法绘制概率

密度曲线时可得到一自动窗宽，该自动窗宽不一定
为最佳窗宽，所以该自动窗宽为假设窗宽．然后绘制
频数直方图（见图３），进行分组，最后根据下式进行
χ２分布检验：

χ２＝∑
ｋ

ｉ＝１

ｆ２ｉ
ｎｐｉ

－ｎ （１）

χ２α（ｙ０－１） （２）
式中：ｙ０ 为总体样本数据在概率密度曲线中的柱状
图的分组个数；ｆｉ（ｉ＝１，２，３，…，ｋ）为样本观察值

ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ 落在全体样本数据分成互不相交子
集的个数；ｐｉ 为ｆｉ 落在总体样本数据个数的概率；

α为显著性水平，α＝０．０１．

图３　频数直方图

Ｆｉｇ．３　Ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ　ｈｉｓｔｏｇｒａｍ

式（１）与式（２）的结果进行对比，确定最佳窗宽：

１）若式（１）的χ２ 分布检验值小于等于或非常
接近根据查表获得的式（２）的值时，则认为该假设窗
宽为最佳窗宽；

２）若式（１）的χ２分布检验值远远小于式（２）的
值，则应调大窗宽再进行上述步骤；反之，调小窗宽
在进行上述步骤，最终确定最佳窗宽．
１．３　置信区间与可靠度关系

置信区间表现的是这个参数的真实值有一定概
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率落在测量值周围的程度，它所给出的是被测量参
数的测量值的可信程度，本文选取单侧置信区间进
行研究．

首先，考虑某产品的退化量分布置信度为０．９
的单侧置信区间：

Ｐｒ｛Ｘ ≤ｘｉ０．９｝＝０．９ （３）

式中：ｘｉ０．９为第ｉ次测量时退化量分布核密度估计所
得单侧置信上限．

由此可以获得不同测量时刻核密度估计获得的
退化量分布单侧置信上限ｘ１０．９，ｘ２０．９，…，ｘｍ０．９，进而获
得ｘ０．９（ｔ），式（３）可表示为

Ｐｒ｛Ｘ ≤ｘ０．９（ｔ）｝＝０．９ （４）

　　产品可靠度为０．９时的表达式为

Ｒ（ｔ）＝Ｐｒ｛Ｘ ≤Ｄｆ｝＝０．９ （５）
结合式（４）和式（５）可得

ｘ０．９（ｔ）＝Ｄｆ （６）
求解得到Ｔ０．９，即可靠度或寿命分布概率为０．９时
所对应的时间．

最后，根据式（４）可推导出Ｔ０．９可靠度或寿命分
布概率为０．９时所对应的时间，进而可以推导出

Ｔ０．１，Ｔ０．２，…，Ｔ１．０可靠度或寿命分布概率各时刻所
对应的时间．

２　算法示例

表１为某产品原始的疲劳裂纹扩展样本数据，
当裂纹扩展至１．６ｃｍ时失效．

表１　疲劳裂纹长度

Ｔａｂ．１　Ｆａｔｉｇｕｅ　ｃｒａｃｋ　ｌｅｎｇｔｈ　 ｃｍ　　　　
样本

编号

载荷循环次数／（×１０６次）

０　 ０．０１　 ０．０２　 ０．０３　 ０．０４　 ０．０５　 ０．０６　 ０．０７　 ０．０８　 ０．０９　 ０．１０　 ０．１１　 ０．１２

１　 ０．９０　 ０．９５　 １．００　 １．０５　 １．１２　 １．１９　 １．２７　 １．３５　 １．４８　 １．６４　 １．８０　 ２．０３　 ２．３３

２　 ０．９０　 ０．９４　 ０．９８　 １．０３　 １．０８　 １．１４　 １．２１　 １．２８　 １．３７　 １．４７　 １．６０　 １．７４　 １．９３

３　 ０．９０　 ０．９４　 ０．９８　 １．０３　 １．０８　 １．１３　 １．１９　 １．２６　 １．３５　 １．４６　 １．５８　 １．７７　 １．９７

４　 ０．９０　 ０．９４　 ０．９８　 １．０３　 １．０７　 １．１２　 １．１９　 １．２５　 １．３４　 １．４３　 １．５５　 １．７３　 １．９１

５　 ０．９０　 ０．９４　 ０．９８　 １．０３　 １．０７　 １．１２　 １．１９　 １．２４　 １．３４　 １．４３　 １．５５　 １．７１　 １．８０

６　 ０．９０　 ０．９４　 ０．９８　 １．０３　 １．０７　 １．１２　 １．１８　 １．２３　 １．３３　 １．４１　 １．５１　 １．６８　 １．８２

７　 ０．９０　 ０．９４　 ０．９８　 １．０２　 １．０７　 １．１１　 １．１７　 １．２３　 １．３２　 １．４１　 １．５２　 １．６６　 １．８３

８　 ０．９０　 ０．９３　 ０．９７　 １．００　 １．０６　 １．１１　 １．１７　 １．２３　 １．３０　 １．３９　 １．４９　 １．６２　 １．７７

９　 ０．９０　 ０．９２　 ０．９７　 １．０１　 １．０５　 １．０９　 １．１５　 １．２１　 １．２８　 １．３６　 １．４４　 １．５５　 １．７２

１０　 ０．９０　 ０．９２　 ０．９６　 １．００　 １．０４　 １．０８　 １．１３　 １．１９　 １．２６　 １．３４　 １．４２　 １．５２　 １．６７

１１　 ０．９０　 ０．９３　 ０．９６　 １．００　 １．０４　 １．０８　 １．１３　 １．１８　 １．２４　 １．３１　 １．３９　 １．４９　 １．６５

１２　 ０．９０　 ０．９３　 ０．９７　 １．００　 １．０３　 １．０７　 １．１０　 １．１６　 １．２２　 １．２９　 １．３７　 １．４８　 １．６４

１３　 ０．９０　 ０．９２　 ０．９７　 ０．９９　 １．０３　 １．０６　 １．１０　 １．１４　 １．２０　 １．２６　 １．３１　 １．４０　 １．５２

１４　 ０．９０　 ０．９３　 ０．９６　 １．００　 １．０３　 １．０７　 １．１２　 １．１６　 １．２０　 １．２６　 １．３０　 １．３７　 １．４５

１５　 ０．９０　 ０．９２　 ０．９６　 ０．９９　 １．０３　 １．０６　 １．１０　 １．１６　 １．２１　 １．２７　 １．３３　 １．４０　 １．４９

１６　 ０．９０　 ０．９２　 ０．９５　 ０．９７　 １．００　 １．０３　 １．０７　 １．１１　 １．１６　 １．２２　 １．２６　 １．３３　 １．４０

１７　 ０．９０　 ０．９３　 ０．９６　 ０．９７　 １．００　 １．０５　 １．０８　 １．１１　 １．１６　 １．２０　 １．２４　 １．３２　 １．３８

１８　 ０．９０　 ０．９２　 ０．９４　 ０．９７　 １．０１　 １．０４　 １．０７　 １．０９　 １．１４　 １．１９　 １．２３　 １．２８　 １．３５

１９　 ０．９０　 ０．９２　 ０．９４　 ０．９７　 ０．９９　 １．０２　 １．０５　 １．０８　 １．１２　 １．１６　 １．２０　 １．２５　 １．３１

２０　 ０．９０　 ０．９２　 ０．９４　 ０．９７　 ０．９９　 １．０２　 １．０５　 １．０８　 １．１２　 １．１６　 １．１９　 １．２４　 １．２９

２１　 ０．９０　 ０．９２　 ０．９４　 ０．９７　 ０．９９　 １．０２　 １．０４　 １．０７　 １．１１　 １．１４　 １．１８　 １．２２　 １．２７

　　１）利用非参数法中Ｂｏｏｔｓｔｒａｐ方法进行样本扩
充．

文献［２］给出１２组样本数据，进行原始样本扩
充，扩充后的样本容量为１０　０００个，结果见表２．

２）根据扩充后的样本数据，利用χ２ 分布确定
窗宽，并采用核密度估计进行绘图．

以扩充后的第一组数据为基础，对窗宽的计算
与检验进行演示．首先假设窗宽为０．００３．然后根据
表２［２］中的第一组数据，利用图３进行样本数据分
组，分组情况见表３．

根据式（１）进行计算，结果为０．３０４　５４，利用

式（２）查表得出在０．０１所对应的值为１３．２７７．两式
结果对比可以看出式（１）计算的结果远远小于式（２）

表２　原始裂纹长度的扩充数据

Ｔａｂ．２　Ａｕｇｍｅｎｔｅｄ　ｄａｔａ　ｏｆ　ｏｒｉｇｉｎａｌ　ｆａｔｉｇｕｅ　ｃｒａｃｋ　ｌｅｎｇｔｈ　 ｃｍ

样本
编号

样本个数

１　 ２　 ３ … ９　９９８　９　９９９　１０　０００

１　 ０．９２　 ０．９４　 ０．９４ … ０．９２　 ０．９３　 ０．９４

２　 ０．９６　 ０．９４　 ０．９８ … ０．９６　 ０．９８　 ０．９６
… … … … … … … …

１０　 １．５８　 １．１９　 １．３０ … １．４２　 １．５５　 １．１８

１１　 １．２５　 １．４９　 １．５５ … １．３３　 １．５２　 ２．０３

１２　 １．８３　 １．７２　 １．４０ … １．９３　 １．３５　 １．９３
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的结果，所以应调大窗宽，令窗宽为０．００４　５．经上述
计算步骤得到式（１）值为１１．３６４与式（２）值接近，即
选定最佳窗宽为０．００４　５．

表３　样本数据分组情况

Ｔａｂ．３　Ｇｒｏｕｐｉｎｇ　ｌｉｓｔ　ｏｆ　ｓａｍｐｌｅ　ｄａｔａ

样本数据划分区间 概率 样本数据个数

ｘ≤０．９１５　 ０．０２０　４８　 ０
０．９１５＜ｘ≤０．９２５　 ０．４０１　２２　 ４　２３４
０．９２５＜ｘ≤０．９３５　 ０．２９２　６０　 ２　９０１
０．９３５＜ｘ≤０．９４５　 ０．２７２　００　 ２　８６５
ｘ＞０．９４５　 ０．０１３　７０　 ０

　　根据以上过程，利用其他几组数据进行最佳窗
宽的计算与检验，见表４．

表４　每组数据对应的最佳窗宽

Ｔａｂ．４　Ｏｐｔｉｍａｌ　ｗｉｎｄｏｗ　ｗｉｄｔｈ　ｏｆ　ｅａｃｈ　ｄａｔａ　ｓｅｔ

样本编号 １　 ２　 ３　 ４　 ５　 ６
最佳窗宽 ０．００４　５　０．００２　５　０．００５　０　０．００７　５　０．０１０　０　０．０１２　０
样本编号 ７　 ８　 ９　 １０　 １１　 １２
最佳窗宽 ０．０１５　０　０．０２０　０　０．０２５　０　０．０３２　０　０．０４２　０　０．０５０　０

根据第一组扩充后的数据进行核密度估计，即
绘制概率密度曲线和累积概率密度曲线，分别如
图４和图５所示．

图４　概率密度曲线

Ｆｉｇ．４　Ｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙ　ｄｅｎｓｉｔｙ　ｃｕｒｖｅ

图５　累积概率密度曲线

Ｆｉｇ．５　Ａｃｃｕｍｕｌａｔｉｖｅ　ｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙ　ｄｅｎｓｉｔｙ　ｃｕｒｖｅ

３）根据累积概率密度曲线进行数据取点．
以扩充后的第一组数据为例，根据第一组数据

绘制的累积概率密度曲线进行取点，对应的累积概
率密度取值点如图６所示．

图６　累积概率密度取值点

Ｆｉｇ．６　Ｖａｌｕｅ－ｓｅｌｅｃｔｉｎｇ　ｐｏｉｎｔ　ｏｆ　ａｃｃｕｍｕｌａｔｉｖｅ　ｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙ
ｄｅｎｓｉｔｙ

得到扩充后第一组数据的数据信息，命名为ｘｊ
（ｊ＝１，２，…，９），分别对应累积概率密度为０．９，０．８，

０．７，…，０．１，即扩充后第一组样本数据的累积概率
密度对应值见表５．

表５　扩充后第一组样本数据对应的累积概率密度

Ｔａｂ．５　Ａｃｃｕｍｕｌａｔｉｖｅ　ｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙ　ｄｅｎｓｉｔｙ　ｖａｌｕｅｓ　ｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇ
ｔｏ　ｆｉｒｓｔ　ｓｅｔ　ｏｆ　ａｕｇｍｅｎｔｅｄ　ｓａｍｐｌｅ　ｄａｔａ

ｘｊ ０．９４２　０　 ０．９３９　８　 ０．９３６　７　 ０．９３１　４　 ０．９２８　７

ｙ　 ０．９００　０　 ０．８００　０　 ０．７００　０　 ０．６００　０　 ０．５００　０

ｘｊ ０．９２３　７　 ０．９２１　２　 ０．９１９　７　 ０．９１２　０

ｙ　 ０．４００　０　 ０．３００　００　 ０．２００　００　 ０．１００　０

４）根据累积概率密度曲线所采集的累积概率
密度进行仿真模拟．

根据文献［２］对产品进行试验的试验循环次数
与表６对应的ｘ值进行拟合．
表６　载荷循环次数对应的０．９时刻所对应的累积概率密度

Ｔａｂ．６　Ａｃｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇ　ｔｏ　ｔｈｅ　Ａｃｃｕｍｕｌａｔｉｖｅ　ｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙ　ｄｅｎ－
ｓｉｔｙ　ｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇ　ｔｏ　ｌｏａｄ　ｃｙｃｌｅ　ｔｉｍｅｓ　ａｔ　０．９ｉｎｓｔａｎｔ

载荷循环次
数／（×１０６次）

０．０１　 ０．０２　 ０．０３　 ０．０４　 ０．０５　 ０．０６

ｘ　 ０．９４２　 ０．９８２　 １．０３４　 １．０８０　 １．１３６　 １．２０４

载荷循环次
数／（×１０６次）

０．０７　 ０．０８　 ０．０９　 ０．１０　 ０．１１　 ０．１２

ｘ　 １．２７０　 １．３６２　 １．４６８　 １．６６０　 １．８５５　 ２．０４６

通过拟合发现，疲劳失效次数与载荷循环次数
符合以下关系：

ｇ（ｔ）＝ｐ１ｔ　２＋ｐ２ｔ＋ｐ３ （７）
式中：ｇ（ｔ）为ｔ时刻循环次数下疲劳破坏的次数；

ｐ１、ｐ２、ｐ３ 为模型参数．
将０．９，０．８，…，０．１时刻所对应的累积概率密度

利用式（７）进行拟合，得到模型参数ｐ１、ｐ２、ｐ３，同时
得到拟合精度Ｒ２，见表７．
５）利用 Ｍａｔｌａｂ进行数据仿真，得到载荷循环

次数与失效概率之间的关系，如图７所示．
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表７　不同时刻对应的模型参数和拟合精度

Ｔａｂ．７　Ｍｏｄｅｌ　ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ　ａｎｄ　ｆｉｔｔｉｎｇ　ａｃｃｕｒａｃｙ　ａｔ　ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ　ｉｎｓｔａｎｔｓ

参数
时刻

０．９　 ０．８　 ０．７　 ０．６　 ０．５　 ０．４　 ０．３　 ０．２　 ０．１

ｐ１ ８８．９４　 ６９．０５　 ５６．４８　 ４７．９３　 ４１．９４　 ３２．７０　 ２４．８４　 １５．４７　 ２．１８

ｐ２ －２．００９ －０．７１０　８　 ０．１３２　５　 ０．５９３　１　 ０．５５１　８　 １．０６３　０　 １．３５７　０　 １．８１８　０　 ２．６９２　０

ｐ３ ０．９９１　３　 ０．９６１　７　 ０．９５１　２　 ０．９３６　７　 ０．９３６　７　 ０．９２４　８　 ０．９１８　６　 ０．９２５　８　 ０．８８５　１
Ｒ２　 ０．９９３　 ０．９９７　 ０．９９７　 ０．９９８　 ０．９９７　 ０．９９７　 ０．９９７　 ０．９９８　 ０．９９３

图７　载荷循环次数与失效概率的关系

Ｆｉｇ．７　Ｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐ　ｏｆ　ｆａｉｌｕｒｅ　ｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙ　ｔｏ　ｌｏａｄ　ｃｙｃｌｅｓ　ｔｉｍｅｓ

　　根据图７得到如下结果：

１）在载荷循环次数达到０．１１万次时，本文方
法得到失效概率为０．３９，文献［２］方法的失效概率为

０．３５，而根据原始数据得到的失效概率为０．３８，因此
本文分析方法较为准确．
２）在载荷循环次数达到０．１２万次之后，由于

试验数据不足，本文分析方法所得结果偏差较大．

３　结论

１）本文提出的基于核密度估计的性能退化数
据建模新方法能有效地解决小样本及先验分布假设
过于严格的问题．
２）本文分析方法对于小样本试验数据和克服

先验假设分布的可靠性评估较为准确．

　　３）本文分析方法对于样本数据缺失的情况下
预测能力不足．
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