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基于连续小波变换的时变结构瞬时模态参数识别

赵丽洁１，刘　瑾１，杜永峰２，李万润２

（１．河北工程大学 土木工程学院，河北 邯郸０５６０３８；２．兰州理工大学防震减灾研究所，甘肃 兰州７３００５０）

摘要：为体现时变结构动力特性，定义随机冲击荷载作为时变结构输入激励，提出了基于连续小波

变换的时变结构瞬时模态参数识别方法。在短时时变假定条件下，建立基于模局部极大值的连续

小波变换时变参数识别原理，利用结构的输出响应进行瞬时模态参数识别，采用三自由度的时变结

构体系进行数值模拟，该方法能够准确识别时变结构的瞬时模态参数值。通过设计具有质量参数

可变的两层钢框架模型进行测试，验证了方法的有效性与可行性。
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０　引言

一些工程结构在不同的外部荷载、工作条件影

响下，结构参数如质量、刚度在运行或服役期间往往

表现出很强时变性，形成时变结构系统，且结构动力

特性随时间发生改变［１－２］。结构模态参 数 是 结 构 动

力特性的具体体现，模态参数识别一直是结构健康

监测领域的关键问题，掌握其时变规律对研究和把

握结构损伤演化规律、动力灾变行为及安全状态具

有重要的科学与现实意义。
有关时变结构参数识别问题的研究，其识别方

法主要是引入振动控制、信号处理等领域的一些识

别方 法。如，状 态 空 间 类 模 型［３］、时 间 序 列 类 模

型［４］、扩展卡尔曼类滤波算法［５］等时域内 的 识 别 方

法以及备 受 关 注 的 ＨＨＴ［６］、小 波 变 换 等 时 频 域 的

识别方法。小波分析作为一种现代时频分析工具，
具有很强的时频定位能力，在结构参数识别乃至健

康监测领域 具 有 巨 大 的 潜 力 和 应 用 价 值。早 在２０
世纪８０年代，国外学者就开始采用小波分析进行时

不变结构参数识别、损伤识别等方面的研究［７－９］。近

几年，为解决时变工程结构参数识别问题，基于小波

分析的时变结构模态参数识别逐渐引起学者们的关

注，并取得了不少研究成果［１０－１３］。本文基于连续小

波变换的模态参数识别算法，在慢时变结构假定条

件下，提出 一 种 时 变 结 构 瞬 时 模 态 参 数 识 别 方 法。
首先，阐明连续小波变化的模态参数识别理论，定义

一种随机冲击的激励作为结构输入。然后，通过三

自由度时变结构体系的分析算例验证所提方法的正

确性。最后，设计质量参数具有时变特性的两层钢

框架模型进行试验分析，进一步验证方法的有效性。

１　连续小波变换模态参数识别

设ｘ（ｔ）为平方可积函数，记作ｘ（ｔ）∈Ｌ２（Ｒ），

ψ（ｔ）为小波母函数（Ｍｏｔｈｅｒ　ｗａｖｅｌｅｔ），连续小波变

换的表达式为［１４］

　　Ｗ（ａ，ｂ）＝
１

槡ａ∫
＋∞

－∞
ｘ（ｔ）ψ＊ ｔ－ｂ

ａ（ ）ｄｔ＝
＜ｘ（ｔ），ψａ，ｂ（ｔ）＞ （１）

式中：ψ＊ 表示ψ（ｔ）复 共 轭；尺 度 参 数ａ为 伸 缩 因

子，控制 小 波 母 函 数 的 缩 放；时 间 参 数ｂ为 平 移 因

子，在尺度固定时控制时间轴上的平移位置。

Ｍｏｒｌｅｔ小波是高斯包络下的单频复正弦函数，
时域表达式为

ψ（ｔ）＝
１
πｆ槡 ｂ

ｅ
－ｒ２
ｆｂｅ２πｉｆｃｔ　 （２）

式中：ｆｃ 为小波中心频率，控制时域内的振荡频率；

ｆｂ 为带宽参数，控制波形振荡的快慢。

以Ｎ 自由度有阻尼线性结构系统为例，根据模

态叠加原理，任意自由度处的响应均可以表示为多

个单自由度响应的线性叠加，表达式为

ｘ（ｔ）＝∑
ｎ

ｉ＝１
Ａｉｅ－２πζｉ　ｆｉ　ｃｏｓ（２πｆｄｉｔ＋θｉ）　 （３）

式中：Ａｉ，θｉ 分 别 为 第ｉ阶 模 态 的 幅 值 与 相 位；ｆｉ，

ｆｄｉ 分别为第ｉ阶模态无阻尼和有阻尼的固有频率，

ξｉ 为模态阻尼比。

将式（２）、（３）带入式（１），对其进行小波变换得

到小波变换系数表示式

Ｗ（ａ，ｂ）＝槡ａ２∑
ｎ

ｉ＝１
Ａｉｅ－２πζｉ　ｆｉ　ｂｅ－π２　ｆｂ（ａｆｉ－ｆｃ）２ｅｊ（２πｆｄｉ　ｂ＋θｉ）

（４）

　　固定尺度参数ａ＝ａｉ，当ａｉ＝
ｆｃ
ｆｉ

时，表达式中的

ｅ－π２　ｆｂ（ａｆｉ－ｆｃ）２ 项为零，那么在该尺度上的小波系数值

Ｗ（ａｉ，ｂ）取得局部最大值。此时

Ｗｇｘ１（ａ１，ｂ） Ｗｇｘ２（ａ１，ｂ），Ｗｇｘ３（ａ１，ｂ）…

Ｗｇｘｎ（ａ１，ｂ）；

Ｗｇｘ１（ａ２，ｂ） Ｗｇｘ２（ａ２，ｂ），Ｗｇｘ３（ａ２，ｂ）…

Ｗｇｘｎ（ａ２，ｂ） （５）

式中：Ｗｇｘｎ（ａｉ，ｂ）表示小波系数幅值。由此发现，

与模态频率ｆｉ 对应尺度参数ａｉ 值计算得到的小波变

换系数幅值要比其他Ｎ－１阶系数幅值要大的多，在
时频图上对应（ａｉ，ｂ）点处形成若干条小波脊线，表现

为小波能量相比其他小波系数能量要大的多，小波脊

线对应的小波系数连续成为小波骨架。令ａ＝ａｉ，时
间平移参数ｂ用变量ｔ代替，式（４）可以重新表示为

Ｗ（ａｉ，ｔ）＝
ａ槡ｉ

２
Ａｉｅ－２πζｉ　ｆｉｔｅｊ（２πｆｄｉｔ＋θｉ）＝Ｂｉ（ｔ）ｅｊφｉ（ｔ） （６）

式中：Ｂｉ（ｔ）、φｉ（ｔ）分别表示幅值、相位。通过对幅

值Ｂｉ（ｔ）及相位φｉ（ｔ）引入对数及微分算子，可以得

到模态频率和模态阻尼比，具体计算表达式：

ｌｎＢｉ（ｔ）＝－２πζｉｆｉｔ＋ｌｎ
ａ槡ｉ

２
Ａｉ（ ）　 （７）

ｄｌｎＢｉ（ｔ）
ｄｔ ＝－２πζｉｆｉｔ

ｄφｉ（ｔ）
ｄｔ ＝２πｆｉ １－ζ

２槡 ｉ （８）

２　输入激励的选择

输入激励的频率特性对分析时变结构系统至关

重要，只有对时变结构系统有一个相对长时间持续的

２０６　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　地　震　工　程　学　报　　　　　　　　　　　　　　　　　２０１９年



能量输入，即在时频域内表现出宽频带分布特性，才

能够体现出系统随时间变化规律。文中采用随机冲

击荷载作为激励，图１为随机冲击激励时程曲线，图２
为随机冲击荷载的时频分布特征。可以发现，给定的

时间瞬时为一宽频带分布，虽然在大部分时间段内信

号能量为零，但是在冲击时刻的瞬时能够表现出频带

均匀分布的特征，并能够给系统一个连续的能量输

入，这样便能够体现出系统随时间变化的重要特性。

图１　随机冲击荷载时程曲线

Ｆｉｇ．１　Ｔｉｍｅ　ｈｉｓｔｏｒｙ　ｃｕｒｖｅ　ｏｆ　ｒａｎｄｏｍ　ｉｍｐａｃｔ　ｌｏａｄ

图２　随机冲击荷载时频图

Ｆｉｇ．２　Ｔｉｍｅ－ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ　ｄｉａｇｒａｍ　ｏｆ　ｒａｎｄｏｍ　ｉｍｐａｃｔ　ｌｏａｄ

３　数值模拟

考虑一个 三 自 由 度 时 变 结 构 体 系，结 构 参 数：
ｍ１＝１ｋｇ，ｍ２＝１ｋｇ，ｍ３＝１ｋｇ，ｃ１＝０．７Ｎ·ｓ／ｍ，
ｃ２＝０．８Ｎ·ｓ／ｍ，ｃ１＝０．７Ｎ·ｓ／ｍ，ｋ１＝７　０００
Ｎ／ｍ，ｋ２＝８　０００Ｎ／ｍ，ｋ３＝７　０００Ｎ／ｍ，采 样 频 率

ｆｓ＝１００Ｈｚ，分析 时 长 为４０ｓ。假 定 质 量ｍ３ 随 时

间发生其余参数不变，采用具有宽频特征的随机冲

击荷载作为输入激励。
图３（ａ）～（ｉ）为时变模态参数理论值与识别值

对比结果。图３（ａ）～（ｃ）为 瞬 时 频 率 识 别 效 果，发

现质量ｍ３ 参数改变时，能够准确识别瞬 时 频 率 的

变化规律。图３（ｄ）～（ｆ）为阻尼比识别效果对比曲

线，发现阻尼比的识别结果在参数改变前识别效果

较好，参数改变后识别较差。图３（ｇ）～（ｉ）为模态振

型识别效果对比曲线，发现在质量参数改变的时刻，

归一化的振型值Ｖ１，Ｖ２ 发生跳变，但当质量参数改

变之后，大部分识别值逐渐接近于理论值，整体识别

效果较好。造成以上识别误差可能有以下原因：
（１）算 例 中 初 始 阻 尼 比 理 论 值 分 别 为ξ１ ＝

０．００１　９，ξ２＝０．００５　２，ξ３＝０．００７　８，阻 尼 比 较 小，响

应衰减较慢，采用冲击时刻的响应数据分段进行识

别分析时，只截取了衰减响应小部分的数据，可能会

造成阻尼识别的不准确。
（２）在本算例中采用的ｃｍｏｒ２－１小波，不同的小

波母函数对识别精度有一定的影响。

通过以上算例分析，该方法能够比较准确的识

别瞬时模态参数值，验证了识别方法的正确性。

４　试验验证

为进一步验证方法的有效性，设计质量具有时

变性的两层钢框架结构模型，试验装置如图４所示。

将装满铁砂 的 附 加 质 量 块 分 别 固 定 于 框 架 模 型 的

一、二层顶面中心，在附加质量块与板中心分别开ｄ
＝１５ｍｍ直径 的 孔。通 过 力 锤 对 结 构 施 加 一 系 列

随机冲击激励，在随机冲击过程中的某一时刻，使铁

砂从底部孔洞流出，沿引流支架流入底部的电子称

上，记录流砂的时间段及质量的改变量。文中以顶

层质量改变的测试工况为例进行试验验证。力锤采

样频率为１　０２４Ｈｚ，加 速 度 采 样 频 率 为２５６Ｈｚ，各

层质量ｍ１＝２．５６ｋｇ，ｍ１＝２．５６ｋｇ。力锤锤击位置

为顶层３＃测点，在随机锤击过程ｔ＝４ｓ的时刻，控
制二层的附加质量块以流砂的方式随时间减小，并

且每隔２ｓ记录质量的改变量。将质量的改变量控

制在５％内，本测试工况Δｍ≈３．６％。
图５为实验过程中实测的随机冲击力时程，很

明显冲击力的幅值与冲击时刻均具有随机性。

图６为流沙过程中附加质量块在每２ｓ间隔内

随时间改变的实测值。在ｔ＝６ｓ之后，质量开始逐

渐减小，并且在质量减小的２８ｓ时间段内质量可以

看作均匀变化，直 到ｔ＝３４ｓ时，质 量 不 再 减 小，表

明附加质量块中的铁砂基本漏空。图７为质量改变

前后的 频 谱 图，一 阶 频 率 由８．１６Ｈｚ增 加 到１０．６
Ｈｚ，二阶频率由２９．６４Ｈｚ增加到３４．１５Ｈｚ，结构的

动力特性表现出时变特性。
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图３　理论值与识别值对比曲线

Ｆｉｇ．３　Ｃｏｎｔｒａｓｔ　ｒｅｓｕｌｔｓ　ｏｆ　ｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌ　ｖａｌｕｅ　ａｎｄ　ｒｅｃｏｇｎｉｔｉｏｎ　ｖａｌｕｅ

图４　两层钢框架模型

Ｆｉｇ．４　Ｔｗｏ－ｌａｙｅｒ　ｓｔｅｅｌ　ｆｒａｍｅ　ｍｏｄｅｌ

图５　随机冲击力时程

Ｆｉｇ．５　Ｒａｎｄｏｍ　ｉｍｐａｃｔ　ｔｉｍｅ－ｈｉｓｔｏｒｙ　ｃｕｒｖｅ

　　图８为二层质量改变时，通过一层响应数据识

别的模态参数随时间的变化情况。发现前两阶的频

率和振型参数均符合其变化规律，频率随着质量的

减小而增大，振型减小，完全能够识别时变结构的动

力特性。而阻尼比的识别效果较差，在实际工程测

试中，阻尼参数与其他结构参数不同，没有一个能够

定量衡量的标准，结构的阻尼识别比较困难，但是从
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图６　每２ｓ间隔质量改变的实测值
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图７　质量改变前后的频谱
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图８　时变模态参数识别值
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５０６第４１卷 第３期　　　　　　　　　赵丽洁，等：基于连续小波变换的时变结构瞬时模态参数识别　　　　　　　　　



整体识别情况而言，阻尼的识别值处于框架模型阻

尼取值的合理范围之内，同样具有一定的参考价值。

５　结论

基于连续小波变化的参数识别算法，提出一种

时变结构模态参数识别方法。在短时时不变假定条

件下，定义随机冲击激励作为结构的输入，仅利用输

出加速度响应数据识别时变结构的模态参数值。分

别通过质量参数改变的三自由度时变结构体系的数

值模拟和二层时变钢框架模型试验进行瞬时模态参

数识别，结果表明，时变频率及时变振型识别效果较

好，阻尼识别较稍差，但整体识别较好，从而验证了

方法的正确性与有效性。
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