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一类具有状态依赖脉冲控制的捕食－
食饵模型的稳定性分析

黄灿云，邱　慧，孟新友
（兰州理工大学 理学院，甘肃 兰州　７３００５０）

摘要：研究具有两个不同临界值进行状态依赖脉冲控制的 ＨｏｌｌｉｎｇⅣ捕食－食饵模型．利用几何分析和后继函数方

法证明系统一阶周期解的存在性，进一步利用类庞加莱准则给出一阶周期解渐近稳定的充分条件；通过数值模拟

进一步说明所得理论结果的可靠性．
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　　种群动力学系统是生物数学领域中重要的研究
分支，竞争、合作、捕食－食饵等种群群模型已得到
经广泛研究［１－４］．害虫爆发可能导致严重的生态和
经济问题．在２０１５年夏，受到如高温，少雨等气候
因素的影响，中国的内蒙古草原上至少３百万亩草
地发生蝗虫灾害，局部地区甚至高达每平米７０只．
为减少害虫数量，实际工作中通常采取释放天敌和
喷洒农药等方法，这些控制方法的实施往往所需时
间很短，或瞬间完成，因此其系统的变化用脉冲微
分系统描述更为合理．近几年，许多以脉冲微分方
程为重点的研究有了巨大发展，且现有的大部分研
究主要集中在对固定时刻的脉冲模型进行深入的分

析［５－８］．实际上应该根据系统的状态进行管理，比如

在害虫治理中：根据害虫的密度的大小采取
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不同办法，但害虫发展规模受到太多因素的影响，其
发展规律不可能固定，所以固定时刻脉冲管理的方
法就显得过于僵化和教条．因此当害虫的数量达到
某些临界值比在固定时刻实行脉冲治理更符合实际，
此种方式称之为状态依赖的脉冲控制，Ｚｈａｏ等［９］，

Ｔｉａｎ等［１０］分析了具有状态依赖的脉冲控制模型．
本文研究当系统的状态达到两个不同临界值分

别进行脉冲喷洒杀虫剂和脉冲释放天敌具有

ＨｏｌｌｉｎｇⅣ功能反应函数的食饵－捕食模型
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式中：（）ｘ　ｔ ，ｙ（）ｔ 分别表示食饵（害虫）和捕食者（天
敌）在ｔ时刻的数量；ｒ表示被捕食者的內禀增长率；
常数Ｋ 表示环境容纳量；ｍ表示食饵向捕食者的转
化率；ｄ表示捕食者的自然死亡率．此模型考虑的
是在害虫数量达到不同的两个临界值时采取措施：
当害虫 （）ｘ　ｔ 达到相对较少数量的第一个临界值ｘ
＝ｈ１ 时，对害虫进行生物治理即释放天敌，其中λ
表示投放天敌的数量，但此种策略实行起来有局限
性；当害虫的数量较多达到第二个临界值ｘ＝ｈ２
时，采取同时释放天敌和喷洒农药的治理方式，其中

τ代表投放天敌的数量．ｐ，ｑ∈ ０，（ ）１ 表示喷洒农药

对害虫和天敌的致死率，点 ｈ１，ｙ（ ）～ 是曲线ｙ＝ｒ（１－
ｘ／Ｋ）（ａ＋ｘ２）和直线ｘ＝ｈ１ 的交点．

１　预备知识

为分析系统（１）周期解的存在性和轨道稳定性，
首先介绍关于状态依赖脉冲微分方程的基础知识．
考虑状态依赖的脉冲微分方程
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式中：Ｐ　ｘ，（ ）ｙ ，Ｑ　ｘ，（ ）ｙ ，αｘ，（ ）ｙ ，βｘ，（ ）ｙ 是连续函
数，Ｍ（ｘ，ｙ）为脉冲集．
定义１　设ｆ 表示系统（２）的映射，且满足

ｆ：Ω→Ω，φ（ ）Ｍ ＝Ｎ，Ｍ　ｘ，（ ）ｙ ，Ｎ　ｘ，（ ）ｙ 为系统解范
围内的直线或者曲线，则由系统解的映射形成的动
力系统称为半连续动力系统，表示为 Ω，ｆ，φ，（ ）Ｍ ，

Ω 为 分 段 连 续 函 数 集，Ｍ　ｘ，（ ）ｙ 称 脉 冲 集，Ｎ
ｘ，（ ）ｙ 称为其对应的像集．
定义２　设Ｃ（ｘＣ，ｙＣ）是在像集 Ｎ 上轨线

Π（Ｃ，ｔ）的初始点，Ｃ１ 是Ｃ沿其轨线Π Ｃ，（ ）ｔ 先至Ｍ
上的点Ｃ０，后因脉冲至像集 Ｎ 上的点，则称函数

ｆ（Ｃ）＝ｙＣ１－ｙＣ 为点Ｃ的后继函数，Ｃ１为Ｃ的后继点．
定义３　若存在像集Ｎ 上的点Ｃ，和一个常数

Ｔ＞０，使得 Π Ｃ，（ ）Ｔ ＝Ｃ０∈Ｍ，φ Ｃ（ ）０ ＝Ｃ∈Ｎ 成
立，则始于点Ｃ的轨线Π Ｃ，（ ）ｔ 称为系统（２）的一阶
周期解．
引理１［１１－１２］　若存在始于像集Ｎ 上的点Ｃ 和

Ｄ 的轨线，使得它们的后继函数满足ｆ（ ）Ｃ　ｆ（ ）ｆ（ ）Ｄ ＜
０，则系统（２）有一阶周期解．

引理２［１３］　若４ａｄ２＜ｍ２≤１６３ａｄ
２ 且ｘ１＜Ｋ＜

ｘ２，则系统（１）在第一象限内有三个平衡解：两个鞍
结点 ０，（ ）０ ，Ｋ，（ ）０ 和一个全局渐近稳定的平衡点

Ｅ　ｘ１，ｙ（ ）１ ，其中

ｘ１＝ｍ－ ｍ２－４ａｄ槡 ２

２ｄ 　ｙ１＝ｒ　１－
ｘ１（ ）Ｋ ａ＋ｘ（ ）２１

２　周期解的存在性和稳定性

由引理２可知Ｅ　ｘ１，ｙ（ ）１ 是系统（１）的平衡点．

ｌ：ｙ＝ｒ　１－ｘ（ ）Ｋ （ａ＋ｘ２）和直线ｘ＝ｈ１，ｘ＝（１－ｐ）ｈ２

的交点分别是Ｐ，Ｑ．令 Ｍ１＝｛（ｘ，ｙ）｜ｘ＝ｈ１，０＜

ｙ≤ｙ
～｝为脉冲集，与Ｍ１ 对应的像集Ｎ１＝｛（ｘ，ｙ）｜ｘ＝

ｈ１，０＜ｙ≤ｙ
～
＋λ｝；脉冲集Ｍ２＝｛（ｘ，ｙ）｜ｘ＝ｈ２，ｙ＞０｝，

像集为Ｎ２＝｛（ｘ，ｙ）｜ｘ（ｔ＋）＝（１－ｐ）ｈ２，ｙ（ｔ＋）＝（１－
ｑ）ｙ（ｔ）＋τ｝．假设ｈ１＜（１－ｐ）ｈ２＜ｈ２＜ｘ１始终成立．
利用后继函数和第一部分的理论知识，再结合

初始点在不同位置的轨线，对系统（１）周期解的存在
性和稳定性的研究如下．
２．１　初始点在像集Ｎ１ 上
令Ａ　ｈ１，ｙ（ ）Ａ 是系统（１）轨道 Π Ａ，（ ）ｔ 的初始

点，Ａ沿轨道至Ｍ１ 上的点Ａ０ ｈ１，ｙＡ（ ）
０
，后Ａ０ 至

Ａ１ ｈ１，ｙＡ（ ）
１ ．设 在 ｎ 次 脉 冲 后 到 达 了 点

Ａｎ ｈ１，ｙＡ（ ）
ｎ
，使得ｙ

～
＜ｙＡｎ＜ｙ

～
＋λ，其中ｙＡｎ＝ｙＡ０＋

ｎλ．点Ａ有２种情况．

　　１）若ｙＡ＜ｙ
～，即Ａ在Ｐ　ｈ１，ｙ（ ）～ 的下面，Ａ至脉

冲集Ｍ１ 上的点Ａ０，后至Ａ１．易知，存在ｍ＞０，使
得ｍ次脉冲后，点Ａｍ ｈ１，ｙＡ（ ）

ｍ
在点Ｐ 上．因此，只

需要讨论ｙＡ＞ｙ
～
的情形．

２）若ｙＡ＞ｙ
～，Ａ 在Ｐ 的上面．在ｎ次脉冲后，

Ａ０ 到了Ａｎ ｈ１，ｙＡ（ ）
ｎ
且ｙ

～
＜ｙＡｎ＜ｙ

～
＋λ．下面分３种

情况来讨论点Ａｎ．
（１）若ｙＡｎ＝ｙＡ，Ａｎ 和Ａ 重合，轨线ＡＡ０Ａ１…

Ａｎ 是封闭的圈，系统（１）有一阶周期解．

图１　初始点在Ｎ１ 上，系统（１）的相位图
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　　（２）若ｙＡｎ＞ｙＡ，Ａｎ在Ａ的上面（见图１）；此时，

Ａ的后继函数满足ｆ（ ）Ａ ＝ｙＡｎ－ｙＡ＜０．与此同时，

在Ｎ１ 上选一个点Ｂ　ｈ１，ｙ（ ）Ｂ ，满足ｙＢ＞ｙ
～
＋λ．轨线

Π Ｂ，（ ）ｔ 始于在Ｎ１ 上的点Ｂ，沿着轨线至脉冲集上
的点Ｂ０ ｈ１，ｙＢ（ ）

０ ．假设在ｍ 次脉冲后，Ｂ０ 到了点

Ｂｍ ｈ１，ｙＢ（ ）
ｍ
，使得Ｂｍ 第一次在点Ｐ 上即ｙ

～
＜ｙＢｍ＜

ｙ
～
＋λ．则Ｂ的后继函数满足ｆ（ ）Ｂ ＝ｙＢｍ－ｙＢ＜０．
根据引理１，系统（１）存在一阶周期解，其初始点在

Ａ和Ｂ 之间．
（３）若ｙＡｎ＜ｙＡ，Ａｎ 在Ａ 的下面；此时，Ａ的后

继函数满足ｆ（ ）Ａ ＝ｙＡｎ－ｙＡ＜０．在Ｎ１ 上选一个点

Ｂ，满足ｙ
～
＜ｙＢ＜ｙ

～
＋ε，ε是一个足够小的正整数．轨

线Π Ｂ，（ ）ｔ 始于在Ｎ１ 上的点Ｂ，沿着轨线至脉冲集
上的点Ｂ０，后脉冲至Ｂ１ ｈ１，ｙＢ（ ）

１
，其中ｙＢ１＝ｙＢ０＋

λ．因为Ｂ０ 充分靠近Ｐ，故Ｂ１ 也是充分靠近Ｐ，即

ｙＢ１＝ｙＢ０ ＋λ＞ｙＢ．则Ｂ 的后继函数满足ｆ（ ）Ｂ ＝

ｙＢ１－ｙＢ＞０．根据引理１，系统（１）存在一阶周期解，
其初始点在Ａ和Ｂ 之间．
综上所述，得出以下结论，并利用类庞加莱准

则［１１］证明周期解的轨道稳定性．
定理１　若初始点Ａ　ｈ１，ｙ（ ）Ａ 在Ｎ１ 上，系统

（１）存在一阶周期解．
定理２　设 ξ（）ｔ ，η（）（ ）ｔ 是系统（１）始于点Ａ的

周期为Ｔ 的周期解，ＡＡ０Ａ１…Ａｎ 是一个封闭的轨
道，如果
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则周期解 ξ（）ｔ ，η（）（ ）ｔ 是轨道渐近稳定的．
证明　始于点Ａ的轨道Π Ａ，（ ）ｔ 至脉冲集Ｍ１ 上的点Ａ０ξ（ ）Ｔ ，η（ ）（ ）Ｔ ，脉冲至Ａ１ξτ（ ）１ ，ητ（ ）（ ）１ ．在ｎ

次脉冲后，到达点Ａｎ ξτ（ ）ｎ ，ητ（ ）（ ）ｎ ，其中ητ（ ）ｎ ＝η（ ）Ｔ ＋ｎλ．对系统（１），令Ｐ　ｘ，（ ）ｙ ＝ｒｘ　１－ｘ（ ）Ｋ － ｘｙ
ａ＋ｘ２

，
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ａ＋ｘ２－（ ）ｄ ，αｘ，（ ）ｙ ＝０，βｘ，（ ）ｙ ＝λ，φ ｘ，（ ）ｙ ＝ｘ－ｈ１，ξ（ ）Ｔ ＝ｈ１，η（ ）Ｔ ＝η０－ｎλ．则
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根据文献［１４］中的类庞加莱准则可得
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２．２　初始点在像集Ｎ２ 上
在Ｎ２ 上有且只有一个点Ｑ０ １－（ ）ｐ　ｈ２，ｙＱ（ ）

０
，

使得初始于点Ｑ０ 的轨道Π Ｑ０，（ ）ｔ ，与Ｎ１ 上的Ｐ点
相切．令Ａ　１－（ ）ｐ　ｈ２，ｙ（ ）Ａ 是系统（１）轨道Π Ａ，（ ）ｔ
的初始点．为讨论Ａ 和Ｑ０ 在不同位置上系统周期
解的存在性，分以下３种情况．
１）若ｙＡ＝ｙＱ０，则Ａ 与Ｑ０ 重合．开始于点Ｑ０
的轨道Π Ｑ０，（ ）ｔ 与在Ｎ１ 上的Ｐ 点相切，通过 Ｎ２
至 Ｍ２ 上的点Ｑ１ ｈ２，ｙＱ（ ）

１
，后脉冲至 Ｎ２ 上的点

Ｑ２ ｘＱ２，ｙＱ（ ）
２
，其中ｘＱ２＝ １－（ ）ｐ　ｈ２，ｙＱ２＝ １－（ ）ｑ　ｙＱ１＋

τ．对于Ｑ２ 和Ｑ０，有以下３种位置关系．
（１）若ｙＱ２ ＝ｙＱ０，则 Ｑ２ 和 Ｑ０ 重合，即轨道

Ｑ０ＰＱ１Ｑ２ 是封闭的．
（２）若ｙＱ２＜ｙＱ０，Ｑ２ 在Ｑ０ 的下面（见图２），则

Ｑ０ 的后继函数满足ｆ　Ｑ（ ）０ ＝ｙＱ２－ｙＱ０＜０．同时，在

Ｎ２ 上找一个点Ｓ　１－（ ）ｐ　ｈ２，ｙ（ ）Ｓ ，满足０＜ｙｓ＜ε
（ε是足够小的数）．开始于点Ｓ的轨道 Π Ｓ，（ ）ｔ 至

Ｍ２ 上的点Ｓ０ ｈ２，ｙＳ（ ）
０
，后因脉冲至点 Ｓ１（ｘＳ１，

ｙＳ１），其中ｘＳ１＝ １－（ ）ｐ　ｈ２，ｙＳ１＝ １－（ ）ｑ　ｙＳ０＋τ，则

Ｓ的后继函数满足ｆ（ ）Ｓ ＝ｙｓ１－ｙＳ＞０，由引理１可
知，系统（１）有一阶周期解，且其周期解的初始点在

Ｑ０ 和Ｓ之间．

图２　初始点在Ｎ２ 上，系统 （１）的相位

Ｆｉｇ．２　Ｐｈａｓｅ　ｄｉａｇｒａｍ　ｏｆ　ｓｙｓｔｅｍ（１）ｗｉｔｈ　ｉｎｉｔｉａｌ　ｐｏｉｎｔ　ｏｎ　Ｎ２

（３）若ｙＱ２＞ｙＱ０，Ｑ２ 在Ｑ０ 的上面，系统（１）没
有封闭轨道．
定理３　假设开始于点Ｑ０ １－（ ）ｐ　ｈ２，ｙＱ（ ）

０
的

轨道Π Ｑ０，（ ）ｔ 相切于Ｎ１ 上的点Ｐ　ｈ１，ｙ（ ）～ ，通过Ｎ２
至脉冲集Ｍ２ 上的点Ｑ１ ｈ２，ｙＱ（ ）

１
，再脉冲至Ｎ２ 上

的点Ｑ２ ｘＱ２，ｙＱ（ ）
２ ．若ｙＱ２≤ｙＱ０，则系统（１）在Ω＝

ｘ，（ ）ｙ　ｈ１＜ｘ＜ｈ｛ ｝２ 内有一阶周期解．
２）若ｙＡ＜ｙＱ０，初始点Ａ在Ｑ０ 的下面．这种情
况下，本文只在ｙＡ＝ｙＱ 的条件下讨论系统（１）周期
解的存在性．轨道Π Ａ，（ ）ｔ 从 （ ）Ａ　Ｑ 到脉冲集Ｍ２ 上

的点 Ａ０ ｈ２，ｙＡ（ ）
０
，之 后 到 达 像 集 Ｎ２ 上 的 点

Ａ１ ｘＡ１，ｙＡ（ ）
１
，其中

ｙＡ＝ｙＱ＝（１－（１－ｐ）ｈ２）（ａ＋（１－ｐ）ｈ２）
ｘＡ１＝（１－ｐ）ｈ２
ｙＡ１＝（１－ｑ）ｙＡ０＋τ

分以下几种情况进行讨论．
（１）若ｙＡ＝ｙＡ１，Ａ１ 和Ａ重合，轨线ＡＡ０Ａ１ 是

封闭的．
（２）若ｙＡ＜ｙＡ１＜ｙＱ０，Ａ１ 在Ａ 和Ｑ０ 之间；Ａ

的后继函数满足ｆ（ ）Ａ ＝ｙＡ１－ｙＡ＞０．另一方面，考
虑始 于 Ｑ０ 的 轨 线 Π Ｑ０，（ ）ｔ ，沿 着 轨 线 至 点
Ｑ１ ｈ２，ｙＱ（ ）

１
，后脉冲至Ｎ２ 上的点Ｑ２ ｘＱ２，ｙＱ（ ）

２ ．由
微分方程存在且唯一性定理，Ｑ１ 必须在Ａ０ 之上，且
Ｑ２ 必须在Ａ１ 下面．因此，ｙＱ２＜ｙＡ２＜ｙＱ０，则Ｑ０ 的
后继函数满足ｆ　Ｑ（ ）０ ＝ｙＱ２－ｙＱ０＜０．根据引理１，
系统（１）有一阶周期解，其周期解的初始点在Ｑ０ 和

Ａ之间．
（３）若ｙＡ１＞ｙＱ０，ｙＱ２≤ｙＱ０，则Ｑ２ 在Ｑ０ 的下

面，此时系统（１）有封闭的轨道．
（４）若ｙＡ１＞ｙＱ０，ｙＱ２＞ｙＱ０，则Ｑ２ 在Ｑ０ 的上

面，系统（１）的解不是封闭的轨线．
（５）若ｙＡ１＜ｙＡ，Ａ１ 在Ｑ的下面；Ａ 的后继函

数满足ｆ（ ）Ａ ＝ｙＡ１－ｙＡ＜０．另一方面，在Ｎ２ 上找
一个点Ｂ　１－（ ）ｐ　ｈ２，ｙ（ ）Ｂ ，使得ｙＢ 是很小的数，且
满足０＜ｙＢ＜ε（ε足够小）．始于点Ｂ的轨线Π（Ｂ，

ｔ）从Ｂ至脉冲集Ｍ２ 的点Ｂ０ ｈ２，ｙＢ（ ）
０
，后脉冲至Ｎ２

上的 Ｂ１ ｘＢ１，ｙＢ（ ）
１
，其中ｘＢ１ ＝ １－（ ）ｐ　ｈ２，ｙＢ１ ＝

１－（ ）ｐ　ｙＢ０＋τ．则Ｂ的后继函数满足ｆ（ ）Ｂ ＝ｙＢ１－
ｙＢ＞０．根据引理１，系统（１）有封闭的轨线．

３）若ｙＡ＞ｙＱ０，初始点Ａ在Ｑ０ 的上面．此情况
和２．２中（３）部分有相同的结论．
总结上述的讨论，可以得出以下结论并利用类

庞加莱准则证明周期解的轨道稳定性．
定理４　如果系统（１）的初始点Ａ　ｈ１，ｙ（ ）Ａ 在

Ｎ２ 上，假设轨道Π Ａ，（ ）ｔ 是从点 （ ）Ａ　Ｑ 至脉冲集Ｍ２

上的 点 Ａ０ ｈ２，ｙＡ（ ）
０
，之 后 脉 冲 至 Ｎ２ 上 的 点

Ａ１（ｘＡ１，ｙＡ１）；轨道Π（Ｑ０，ｔ）从Ｑ０（（１－ｐ）ｈ２，ｙＱ０）

出发相切于Ｎ１ 上的点Ｐ（ｈ１，ｙ
～），通过Ｎ２ 至Ｍ２ 上

的点Ｑ１（ｈ２，ｙＱ１），然后至Ｎ２ 上的点Ｑ２（ｘＱ２，ｙＱ２），
则

（１）若ｙＡ１≤ｙＱ０，系统（１）有一阶周期解．
（２）若ｙＡ１＞ｙＱ０，ｙＱ２≤ｙＱ０，系统（１）有一阶周

期解．
定理５　设（ξ（ｔ），η（ｔ））是开始于点Ａ（ｈ１，ｙＡ）

的系统（１）的周期Ｔ 的周期解，对应的封闭轨线为

ＡＡ０Ａ１…Ａｎ，如果
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２（ｔ））２ ｄ｛ ｝ｔ ＜１

成立，其中
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２　ｈ２２）

则系统的周期解（ξ（ｔ），η（ｔ））是轨道渐近稳定的．
证明　始于点的轨道Π（Ａ，ｔ）至脉冲集Ｍ２ 上的点Ａ０（ξ（Ｔ），η（Ｔ）），脉冲至Ａ１（ξ（Ｔ），η（Ｔ））．后脉冲至

Ｎ２ 上的点Ａ２（ξ（Ｔ
＋），η（Ｔ

＋）），其中ξ（Ｔ
＋）＝（１－ｐ）ξ（Ｔ），η（Ｔ
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，

φ
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根据文献［１４］中的类庞加莱准则可得

Δ１ ＝
（１－ｑ）Ｐ（ξ（Ｔ＋），η（Ｔ＋））
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２（ｔ））
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２（ｔ））２ ｄ｛ ｝ｔ ＜１，系统（１）的周期解是轨道渐近稳定

的，其中：ｋ＝η０－τ
η０

（ｒ（１－ｑ）（Ｋ－（１－ｐ）ｈ２）－Ｋη０）（ａ＋ｈ
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．证毕．

３　数值模拟

利用 Ｍａｔｌａｂ软件研究在不同临界值下释放天
敌和喷洒农药策略的有效性．在系统（１）中取ａ＝
３．３，ｄ＝０．１，ｍ＝０．４，ｒ＝０．３，Ｋ＝３，ｈ１＝０．５，ｈ２＝

０．８，ｐ＝０．２，ｑ＝０．２，ｙ
～
＝１．０３，Ｐ（０．５，１．０３），

Ｑ（０．６４，０．８８），Ｒ（０．８，０．８７）．
设初始点是（０．５，０．９），λ＝０．１２．系统（１）存在

一阶周期解且轨道渐近稳定的，捕食者的数量和害
虫的数量趋于平衡，如图３所示．

设初始点（０．６４，０．９），τ＝０．２５．此时系统（１）存
在一阶周期解且轨道渐近稳定的，捕食者的数量和
害虫的数量趋于平衡，如图４所示．

通过数值模拟发现：若实行状态依赖脉冲控
制，害虫的数量就可以控制在经济危害水平以下，两
者数量也趋于平衡．但在模拟过程中，发现若投放天
敌的数量λ较小或τ过大，都会导致系统不存在周
期解或者周期解不稳定，说明捕食者即天敌数量的
引入对治理结果起着非常重要的作用，需谨慎选择
投入的数量．

图３　初始点为（０．５，０．９）时，系统（１）的动力学行为

Ｆｉｇ．３　Ｄｙｎａｍｉｃ　ｂｅｈａｖｉｏｒ　ｏｆ　ｓｙｓｔｅｍ（１）ｗｉｔｈ　ｉｎｉｔｉａｌ　ｐｏｉｎｔｓ（０．５，０．９）
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图４　初始点为（０．６４，０．９）时，系统（１）的动力学行为

Ｆｉｇ．４　Ｄｙｎａｍｉｃ　ｂｅｈａｖｉｏｒ　ｏｆ　ｓｙｓｔｅｍ（１）ｗｉｔｈ　ｉｎｉｔｉａｌ　ｐｏｉｎｔｓ（０．６４，０．９）
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