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非比例阻尼隔震结构地震响应的实振型分解法 
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摘  要：采用子结构瑞利阻尼模型表达隔震体系的非比例阻尼矩阵，将实振型分解法与拉普拉斯变换方法

联合应用，建立了任意多自由度非比例阻尼隔震体系时域动力响应的工程算法。以本文作者承担设计的三

个实际隔震工程作为算例，在两种不同输入地震波和三种不同隔震层阻尼水准下，用本文算法计算地震响

应，并与复振型分解法、Wilson-θ法、及 Matlab下的 Simulink这三种方法的峰值响应进行了对比。结果表

明，在设计阻尼水准(隔震层阻尼比为 0.21)下，本文算法与 Wilson-θ算法的精度大致相当，所求得的位移、

速度及加速度峰值的最大相对误差分别不超过 0.07%、0.19%和 0.27%。即使在极大阻尼水准(隔震阻尼比为

0.81)下，本文算法所求得的所有峰值响应的最大相对误差均不超过 4%。这表明，当隔震阻尼比不是特别

大时，本文提出的算法完全可以满足工程计算要求。 
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Abstract:  An approximate method for analyzing seismic response of non-proportionally damped base isolated 

structures in time domain is derived by combining real mode superposition and Laplace transform method. The 

non-proportional damping matrix is expressed in the form of sub structural Rayleigh damping model. Three of the 

isolated buildings which were designed by the authors have been used as numerical examples, inputting two 

different earthquake waves under 3 different isolation damping levels. A comparison of calculated results is made 

with complex modal superposition, the Wilson-θmethod coded in double precision Fortran, and the Simulink 

method in Matlab. It is shown that under the design damping level defined in this paper, i.e., the isolation damping 

ratio is 0.21, the result of the present method is basically as accurate as the Wilson-θmethod, and the maximum 

relative errors of the peak displacement, velocity and acceleration are less than 0.07%, 0.19% and 0.27%, 

respectively, of their maximum response. Even if under an extremely heavy damping level (isolation damping ratio 
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0.81), the maximum relative errors of all peak responses of interest are still less than 4%, indicating that the 

method presented in this paper is sufficiently accurate for use in engineering analysis. 

Key words:  disaster prevention mitigation and protection engineering; seismic response of base isolated 

structure; real mode superposition; non-proportional damping; structural control; dynamic analysis 

 

    由于在隔震结构中，隔震系统与上部结构阻尼

特性截然不同，它们所组成的是一种典型的非比例

阻尼体系。非比例阻尼特性对结构动力响应有相当

大的影响，上个世纪中叶以来，国内外学者一直将

非比例阻尼结构的动力响应作为一种特殊议题加

以研究，提出了多种不同的算法[1,2,3]。上个世纪末

的十多年里，随着结构控振技术研究的不断深入，

以基础隔震、消能减振以及半主动控振为代表的结

构控振新技术逐渐在实际工程中得到应用，给非比

例阻尼体系不断赋予新的内涵。具有高阻尼隔震系

统及附加阻尼消能装置的控制结构所组成的非比

例阻尼体系的动力分析，在近年来又一次受到国内

外学者广泛的重视与研究[4,5,6]。 

    求解非比例阻尼体系的方法大体上可以分为

实数域分析和复数域分析这两大类。实数域的分析

方法有两大优势：1) 计算结果有明显的工程意义；

2) 分析方法易于为工程设计人员所接受。矩阵摄动

法[7]和拟力法[8]便属于实域分析方法的典型代表。

我国学者周锡元[9]利用对称形式的状态空间矩阵，

将传统的复振型分解法展开，建立了用实数表达的

一般有阻尼体系的数值解。Kelly[10]采用实振型分解

方法，针对双自由度基础隔震模型求解相对位移的

近似小参数解。然而，小参数只对极少数特殊种类

的隔震结构能够成立，并且只能估算得到较为粗糙

的相对结果。文[11]对文[10]算法的双自由度隔震

体系的分析精度作了改进，并推导了常规几何坐标

下位移时域动力响应的解析解。本文利用子结构

Rayleigh 阻尼模型建立阻尼矩阵，并将实振型分解

算法推广到更一般的多自由度隔震体系。 

1  振动体系运动方程及非比例阻尼
矩阵处理 

    选取各质点相对于地面的位移作为运动描述

变量，如图 1。该体系在地震作用下的运动方程可

表达为常见的形式： 
}]{[}]{[}]{[}]{[ δMuuKuCuM g&&&&& −=++    (1) 

    式(1)中, [M]，[K]分别为体系的质量、刚度矩
阵， },{u {ù}, }{u&& 分别为各质点相对于地面的位移、

速度和加速度向量。由于隔震结构振动系统的非比

例阻尼特性，与经典阻尼体系不同的是阻尼矩阵

[C]。这里，引用分区瑞雷阻尼模型，可将阻尼矩

阵表达为： 
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式(2)中， ][ rC 为体现非比例阻尼的余项阻尼矩阵，

bsbbsbbr kmC )()( ββαα −+−= ， ][ 0C 代表经典瑞雷

阻尼矩阵， bbss βαβα ,,, 分别为上部结构和隔震系

统的子结构瑞雷阻尼比例系数,可由文[12]中的方

法求得。 

 

图 1  隔震体系模型示意 

Fig.1  Model of isolated system 

2  广义坐标运动方程的拉普拉斯变

换和简化解答 

2.1 运动方程的拉普拉斯变换 

    借助于振型向量 ][Φ 及广义座标向量{y}，并利

用振型正交性，可将式(1)转换为如下阻尼耦联方程 
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式(3)中， i0ξ 为常用的瑞雷阻尼比。 ijλ 为耦联阻尼

比，其表达式为 

i

jibr
ij m

C
~

11 φφ
λ =                     (4) 

式(4)中， im~ 为第 i阶振型的折算质量。对以广义坐

标表达的运动方程式(3)两边施行零初值拉普拉斯

变换，并定义 
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2.2 运动方程的简化和低阶广义坐标解答 

    非比例阻尼体系的重要特征之一，是引起结构

的主振型关于阻尼矩阵耦联。Warburton 和 Soni[13]

提出了依据式(4)所表达的耦联阻尼比 ijλ 判断耦联

程度的解析指标，Sinha和 Igusa[14]将此指标整理为 
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    作者[15]采用这一指标，并结合传递函数方法，

证明了对同一组子结构阻尼系数取值，隔震结构的

阻尼耦联度要远远地小于非隔震体系，即隔震层的

存在，对结构体系动力响应有解耦效应。而且还证

明，在隔震结构中，第一阶振型与第二阶振型的耦

联度要远远高于第一阶振型与其它各阶振型的耦

联度。这里，将本文算例工程 1的隔震体系和与之

对应的非隔震体系的阻尼耦联度对比列在图 2 之

中。同时，文献[11]的数值结果显示，在式(5)中，

高阶的阻尼耦合项对低阶方程动力响应的影响是

更高一阶的微量。根据这些特点，求解式(5)，可从

求解前二阶振型入手，先在第一、二个方程中忽略

系数 j1λ 和 j2λ 中对应于 j>2的项。可得二元简化方

程 
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图 2  隔震与非隔震体系各振型阻尼耦联度对比[15] 

Fig.2  Damping coupling indices for isolated and fixed-base 

systems 

仿照与文[11]相类似的方法，联立求解式(6)，并将

结果化成部分分式 
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式(7)中 
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式(8)中 
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2.3 高阶广义坐标解答 

    对于三阶及以上的广义坐标，可以依次将已经

计算得到的低阶广义坐标解答代入式(5)中的阻尼

耦合项，再解出高阶广义坐标，并表达成部分分式 
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    式(7)和式(10)中各式的第一项代表非耦联阻尼
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影响项，其余各项为耦联阻尼影响项。式(10)中的

系数可由以下通式求得 
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式(11)中 

ik

kijkkkiiikjk
ijk D

p
)()22( 2222 ωωθξωωξωωη −+−

= (12a) 

ik

kkkiijkkijk
ijk D

q
222 )]22()([ ωξωξωθωωη −−−

−= (12b) 

ik

kijkkkiiikjk

ijk

D

g

)()22( 2222 ωωθξωωξωωη −+−
−=

  (12c) 

ik

ikkiijkkijk
ijk D

h
222 )]22()([ ωξωξωθωωη −−−

=  (12d) 

式 (11)~(12)中， ni ,,4,3 L= ， 1,,2,1, −= ikj L ，n

为体系的自由度数目。 

3  动力响应的时域解答 

3.1 广义坐标下的时域解答 

    在式(10)中引用拉普拉斯逆变换的卷积定理，

广义座标的时域解答为： 
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(13) 

3.2 几何坐标下位移的时域响应 

    将式(13)代入几何坐标与广义坐标的关系式，

即可求得几何坐标系下，各质点相对地面的位移时

域响应{u}： 
}]{[}{ Ju uα=                        (14) 

式(14)中 
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3.3 几何坐标下的速度及加速度时域响应 

    对式(14)进行一阶微分，并注意该式中只有向
量 }{J 含有时间的函数，可得速度向量 
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将式(14)和(16a)代入运动方程(1)，可求得加速度向量
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}{}]{[][}]{[][}{ 11 δguuKMuCMu &&&&& −−−= −−      (17) 

4  算法特点分析 

   与常用的Wilson-θ法、复振型分解法两种典型

算法相比，本文算法具有如下优点： 

    1) 与复振型分解法相比，本文算法完全依赖于

传统的无阻尼实振型分解法，结构的特征值以及特

征向量计算方法为广大工程设计人员所熟知。而

且，如果采用文[12]的子结构 Rayleigh 阻尼模型处

理非比例阻尼，则只需要进行一次实振型分析； 

    2) 由于本文算法完全利用无阻尼振型，计算特

征值及特征向量时，不必要引用状态空间模型，矩

阵及向量的阶数只与结构自由度的数目成正比，而

复振型分解法的相应阶数则与结构自由度数目的

两倍成正比[15]。因此，本文算法比复振型分解法更

节约内存量； 

    3) 从本质上讲，本文所建立的实振型分解法，

与复振型分解法同属于解析法。与 Wilson-θ法相

比，本文算法可以很方便地计算出指定时刻的结构

动力响应值，不依赖于逐步长递推的模式。更重要

的是，本文模型的动力响应表达式中，将由于非比

例阻尼特性而产生的阻尼耦合项显式表达，而卷积

表达式中只含有非耦合阻尼比，可以为地震响应的

反应谱估计等工程简化算法提供解析的理论依据，

这是任何一种数值方法所难以实现的。 

    本文算法与两种常用算法的特点对比列在表 1

之中。 

表 1  本文算法与两种常用算法特点对比 

Table 1  Comparison of the present method with other two 

common methods 

算法名称 方法属性 
特征值

问题 

特征矩

阵阶数 

求指定时刻

动力响应 

与反应谱法

联合应用 

计算结

果精度 

复振型分解 解析 复数 2n×2n 便捷 可行 很精确 

Wilson-θ 数值 —  —  较便捷 不可行 精确 

本文算法 解析 实数 n×n 便捷 可行 较精确 

5  算例及精度对比 

    为验证本文所提出方法的正确性，选取本文作

者先后承担过的实际隔震工程中的三个单体工程，

按三个不同的阻尼水准和两种不同的输入地震波，

组合出 18种情形。用本文的算法在MATLAB下编

制成直接积分程序，将所获得的计算结果与

MATLAB软件包下的 Simulink 动力模拟、文[9]的

复振型分解法，以及用 FORTRAN 语言编制的

Wilson-θ法这三种方法的计算结果进行对比。 

    所采用算例的建筑用途及其主要振动参数如

表 2所列。选用 El Centro (1940, S00E)和 Taft(1952, 

S69E)两条有代表性的天然地震波，并按我国抗震

规范规定的多遇地震峰值进行调幅后，作为输入地

震波，见表 3。将这几个隔震结构的实际应用隔震
阻尼比 bζ =0.21定义为设计阻尼水准，其它两组隔

震阻尼比分别被定义作大阻尼和极大阻尼，如表 4

所列。 

表 2  隔震结构参数 

Table 2  Parameters of isolated structures 

工程编号 工程 1 工程 2 工程 3 

建筑用途 办公楼 教室 住宅 

结构概况 五层框架 六层框架，局部七层 八层框架，局部九层 

              参数 

  层号 
im /kg ik /N·m-1 im /kg ik /N·m-1 im /kg ik /N·m-1 

1 883967 862021000 1125402 1614600700 746409 854381520 

2 879801 729067000 1239436 1613825570 746409 921615130 

3 879801 607556000 1239436 1613825570 746409 921615130 

4 879801 607556000 1239436 1613825570 746409 921615130 

5 685040 607556000 1239662 1613825570 742216.5 921615130 

6 - - 1454693 1371778100 742216.5 921615130 

7 - - 512669 434463600 751354.5 921615130 

8 - - - - 575894.3 851184360 

9 - - - - 140828 286652190 

50% 81700000 138200000 90200000 隔震层 

250% 
883514 

51750000 
1103057 

88100000 
601588 

54800000 
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表 3  输入地震波参数 

Table 3  Parameters of input earthquakes 

输入波编号 1号 2号 

地震名称 Imperial Valley Kern County,  CA 

台站名称 El Centro Taft 

记录方位 S00E S69E 

发震时间 1940.5.18 1952.7.21 

调幅后峰值   0.706   /ms-2 0.706   /ms-2 

表 4  结构体系阻尼参数 

Table 4  Parameters of damping in the structures 

结构部位 
阻尼水准 

隔震层 上部结构 

设计阻尼 (DD) 0.21 0.05 

大阻尼   (HD) 0.61 0.05 

极大阻尼 (ED) 0.81 0.05 

    经过计算表明，用本文方法与用其它三种方法

求得的位移、速度及加速度时程曲线都分别完全重

合。以 Simulink求得的响应作为标准，进行误差分

析表明，本文所提出的算法，用于非比例阻尼隔震

结构动力分析，具有相当好的精度[16]。 

 

 

图 3a 位移峰值最大误差: 1号波, 设计阻尼 

Fig.3a  Max error of peak displacement: earthquake 1, design damping 

    如果用工程设计中最关心的峰值响应来评判

误差，2号工程在设计阻尼水准下，当输入 1号地

震波时，位移、速度和加速度响应的最大相对误差

分别不超过 0.06%、0.09%和 0.23%；当输入 2号地

震波时，位移、速度和加速度响应的最大相对误差

分别不超过 0.07%、0.19%和 0.27%。对其它工程的

峰值误差分析结果也与此基本相当，如图 3(a)-(c)

所示。 

 

图 3b  速度峰值最大误差: 1号波, 设计阻尼 

Fig.3b  Max error of peak velocity: earthquake 1, design 

damping 

 

图 3c  加速度峰值最大误差: 1号波, 设计阻尼 

Fig.3c  Max error of peak acceleration: earthquake 1, design 

damping 

 

    在同一组图中，将本文算法求得的最大相对误

差与文[9]的复振型分解法以及 Wilson-θ法方法求

得的最大相对误差进行对比可知，在设计阻尼水准

下，本文算法与 Wilson-θ法的最大相对误差基本

处于同一数量级，两者在不同工程和不同响应中互

有大小。这里，只列出了输入 1号地震波时各工程

的误差对比。其中，上图为最大(正)峰值响应在同

一结构所有质点中的最大相对误差，下图为最小(负)

峰值响应在同一结构所有质点中的最大相对误差。 

    此外，从同一组图中可见，不论哪种情形下，

复振型分解法的精度是最高的，与用 Simulink模拟
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的结果相比，位移峰值响应的差异一般都在 10-6左

右，加速度峰值响应的差异一般都在 10-5以下。三

种方法计算结果的共同点是，位移误差最小，速度

误差稍大，加速度的误差最大。这也是动力系统的

普遍规律之一，符合线性系统误差传递的基本规

则。 

    随着隔震阻尼比的增大，本文算法的误差有较

明显的上升, 而Wilson-θ法的误差上升相对较慢，

复振型分解法的误差没有明显变化，图 4中列出了

极大阻尼水准下，各种算法的位移在不同工程中的

最大误差对比。其中，上图为最大(正)位移峰值响

应的相对误差，下图为最小(负)位移峰值响应的相

对误差。 

 

图 4  位移峰值最大误差: 2号波, 极大阻尼 

Fig.4  Max error of peak displacement: earthquake 2, extremely 

heavy damping 

 

 

图 5a  位移误差随隔震层阻尼比的变化规律 

Fig.5a  Variation of error of displacement with isolation 

damping 

    图 5(a)-(b)中进一步比较了本文算法和 Wilson-

θ法所得到的位移和加速度的最大相对误差随隔

震阻尼比增大的变化规律。当隔震层临界阻尼比为

0.61(大阻尼)时，本文算法的位移和加速度最大相

对误差分别上升到其各自最大响应的 1.35%和

2.13%；当隔震层临界阻尼比为 0.81(极大阻尼)时，

本文算法求得的这两个响应量最大相对误差分别

为 2.24%和 3.93%，Wilson-θ法求得的位移和加速

度响应误差分别上升到 0.12%和 0.80%。 

 

 

 

图 5b  加速度误差随隔震层阻尼比的变化规律 

Fig.5b  Variation of error of acceleration with isolation 

damping 

    即使在极大阻尼水准下，复振型分解法求得的

位移和加速度响应最大误差仍然分别不超过

9.65×10-6和 1.96×10-4，见图 6(a)-(b)。 

 

 

图 6a  复振型法求得的位移误差变化规律 

Fig.6a  Error of displacement calculated using complex mode 
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图 6b  复振型法求得的加速度误差变化规律 

Fig.6b  Error of acceleration calculated using complex mode 

6  结论 

    1) 本文基于隔震层的存在对隔震体系动力响

应有解耦作用的物理特性，提出了对隔震结构这种

特殊的非比例阻尼体系用实振型分解法求解其时

域动力响应的工程算法。 

    2) 在设计阻尼水准下，本文提出的算法与双精

度 Fortran语言所编制的Wilson-θ法结果的精度基

本相当。当输入不同地震波时，本文算法求得的位

移、速度及加速度峰值的最大相对误差分别不超过

0.07%、0.19%和 0.27%。 

    3) 本文算法属于解析法，计算只依赖于传统的

无阻尼特征值分析，比复振型算法节约内存；当采

用文[12]的模型处理非比例阻尼模型时，只需要做

一次实振型分析；本文模型的动力响应表达式中，

将由于非比例阻尼特性而产生的阻尼耦合项显式

表达，而卷积表达式中只含有非耦合阻尼比，可以

为地震响应的反应谱估计等工程简化算法提供解

析的理论依据。 
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