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一类二阶脉冲微分方程的正解

马双红�王大斌�孙建平
（兰州理工大学 理学院�甘肃 兰州　730050）

摘要：利用全连续算子的性质和锥上 Krasnoselskii 不动点定理考察了一类二阶脉冲微分方程边值问题的正解存
在性、多解性和非存在性．
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Positive solutions for a class of boundary-value problem of
second order impulsive differential equations
MA Shuang-hong�WANG Da-bin�SUN Jian-ping
（School of Sciences�Lanzhou Univ．of Tech．�Lanzhou　730050�China）

Abstract： The properties of f ul-l continuous operator fixed point theorem in cones are used to investigate
the existence of positive solutions to boundary-value problem for second-order impulsive differential equa-
tions．The multiple solubility as well as the non-existence of such solutions is also investigated．
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　　抽象空间微分方程理论近年来获得了很大发

展�而脉冲微分方程理论是微分方程理论中一个新
的重要分支�它在生物学、生物医学、工业机器人技
术和经济学等领域中都有很好的应用�同时也获得
了很深入的研究［1～4］．锥上不动点定理是研究微分
方程的重要方法之一�本文将常微分方程理论和泛
函分析结合起来�利用锥上不动点定理�借助一定的
技巧讨论 Banach 空间中一类二阶脉冲微分方程正
解的存在性、多解性以及正解非存在性．

设 I＝［0�1］�0＜ t1＜…＜ tm＜1�I′＝ I＼｛tk：1
≤k≤m｝．考虑二阶脉冲微分方程边值问题

（P）　
y″（t）＋ h（t） f （t�y（t）） ＝0
Δy（tk） ＝ Ik（y（tk））
Δy′（tk） ＝ Jk（y（tk））
y（0） ＝ y（1） ＝0

　

（t ∈ I′）
（1≤ k≤ m）
（1≤ k≤ m）

这里Δy（tk）＝y（tk＋）－ y（tk－）�Δy′（tk）＝ y′（tk＋）
－y′（tk－）�其中 y（tk－）、y′（tk－）和 y（t＋k ）、y′（t＋k ）分
别是函数 y（t）及其导函数 y′（t）在 t＝ tk 处的左、右
极限�且 y（t）和 y′（t）在 t≠ tk 处连续�在 t＝ tk 处
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左连续�1≤ k≤m （m为脉冲点个数）．
令 PC ［ I�R］＝｛y（t）：I→R�y（t）在 t≠ tk 处连

续�在 t＝tk 处左连续且右极限存在�1≤ k≤m｝．
容易验证 PC ［ I�R］在范数

‖y‖PC＝sup｛｜y（t）｜：t∈ I｝
之下是一 Banach 空间．以下谈到问题（P）的解是指
函数 y（t）∈PC ［ I�R］∩C2（ I′）且 y（t）满足边值问
题（P）中诸等式�正解是指非负且非平凡解．

问题（P）的相伴带脉冲的积分算子 T 为

（Ty）（t） ＝∫1
0G（t�s）h（s） f （s�y（s））ds＋∑m

k＝1
W k（t�y）

其中

　G（t�s） ＝ （1－t）s　　（0≤ s≤ t ≤1）
（1－s）t　　（0≤ t ≤ s≤1）

W k（t�y） ＝

（1－t） ［ Ik（y（tk））－ tk J k（y（tk）） ］
　　　　　　　　　　（tk ≤ t ≤1）
t［－ Ik（y（tk）） ］ －（1－tk） Jk（y（tk））
　　　　　　　　　　（0≤ t ≤ tk）

1　准备
建立以下基本假设：
（H1） f （t�y）：I×R∈R＋连续�h（t）：I→R＋连
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续．
（H2） 存在0≤a�b≤1�使得

ta（1－t）bh（t）∈ L1［0�1］
（H3） Ik（u）�Jk（u）：R→R连续且对每一个 k（1

≤ k≤m）满足
　 Ik（u） ≥ tk J k（u）　　 　　（0＜ tk ＜ t）
　（tk －1） Jk（u） ≥ Ik（u）　　（t ≤ tk ≤1）

　　（H4） W k（t�y）≤g（y（tk））�∀（t�y）∈ I×R�其
中 g为连续非负非减函数�1≤ k≤m．

（H5） inf14≤t≤34
∑m
k＝1W k（t�y∗） ≥14sup0≤t≤1 ∑m

k＝1W k（t�

y∗） �其中 y∗∈PC［ I�R］为一固定函数．
为了方便起见�引入如下记号：
N0 ＝ ［0�t1］�　N1 ＝ （t1�t2］�　…
Nk ＝ （tk�tk＋1］�　…�　Nm ＝ （tm�1］
φ（a） ＝ sup｛f（s�t）：（s�t） ∈ I× ［0�a］｝
ψ（a） ＝ inf f （s�t）：（s�t） ∈ I× a4�a

A ＝ sup
t∈I∫1

0G（t�s）h（s）ds
－1

B ＝ sup
t∈I∫34

14
G（t�s）h（s）ds －1

K ＝ u∈PC［ I�R］：min
t∈I u（t） ≥0�

　　 min
t∈ 14�34

u（t） ≥ 14‖u‖PC

　　引理　若（H1～H4）成立�则算子 T：PC ［ I�R］
→PC ［ I�R］是一个全连续算子．

证明　由条件易知算子 T：PC ［ I�R ］→PC ［ I�
R］连续�下面验证 T 是紧算子．事实上�设 D⊂
PC［ I�R］是任一有界开集�一方面�∀y∈D�不妨假
设‖y‖PC≤d�则有
‖Ty‖PC ≤ ‖∫1

0G（t�s）h（s） f （s�y（s））ds‖PC ＋

　　‖∑m

k＝1
W k（t�y）‖PC ≤

　　φ（d）‖∫1
0G（t�s）h（s）ds‖PC ＋mg（d） ≤

　　φ（d）‖∫1
0s（1－s）h（s）ds‖PC ＋mg（d） ＝ M1

故 T（D）中诸函数一致有界．
另一方面�对∀t∈Nk（0≤ k≤m）�有

（Ty）′（t） ＝－∫t

0sh（s） f （s�y（s））ds＋

∫1
t
（1－s）h（s） f （s�y（s））ds＋

∑0＜tk＜t
J k（y（tk））－∑m

k＝1
［ Ik（y（tk））－

（1－tk） Jk（y（tk）） ］
由条件（H2）可知∃0≤a�b≤1�0≤t≤1�使得

ta（1－t）b‖－∫t

0sh（s） f （s�y（s））ds＋

∫1
t
（1－s）h（s） f （s�y（s））ds‖PC ≤

‖ta∫t

0（1－s）bsh（s） f （s�y（s））ds＋
（1－t）b∫1

t
s a（1－s）h（s） f （s�y（s））ds‖PC ≤

‖∫1
0s

a（1－s）bh（s） f （s�y（s））ds‖PC ≤
φ（d）‖∫1

0s
a（1－s）bh（s）ds‖PC ＝ M2

从而有

‖－∫t

0sh（s） f （s�y（s））ds＋
　　∫1

t
（1－s）h（s） f （s�y（s））ds‖PC ≤

　　M2‖t－a（1－t）－b‖PC ＝ M3
　　另外�由 Ik 和 J k 的性质可知∃M4＞0�满足

‖∑0＜tk＜t
J k（y（tk））－∑m

k＝1
［ Ik（y（tk））－

　　　　　　（1－tk） Jk（y（tk）） ］‖PC ≤ M4
即有‖（ T y）′‖PC ≤ M3＋ M4＝ M�所以｛u′｜u∈
T（D）｝中诸函数在 Nk 上一致有界�从而 T（D）中诸
函数在 Nk 上等度连续．故算子 T：PC ［ I�R ］→PC
［ I�R］紧．
综上验证知［4］算子 T 是映 PC ［ I�R ］入 PC ［ I�

R］的全连续算子．
显然 K⊂PC［ I�R ］是一闭锥�容易验证 T：K→

K 是一个全连续算子�函数 y 是问题（P）的解当且
仅当 y是算子 T 的不动点．

2　主要结果
定理1　若（H1～H4）成立�同时满足条件：（i）

存在正数 a≥2mg（a）�使得φ（a） ≤aA2；（ii） 存在正
数 b（b≠a）�使得ψ（b）≥bB．则问题（P）存在一个正
解．

证明　不妨设0＜a＜b．令
Ω1 ＝｛u∈PC［ I�R］：‖u‖PC ＜ a｝
Ω2 ＝｛u∈PC［ I�R］：‖u‖PC ＜ b｝

显然Ω1和Ω2是 PC ［ I�R ］中的有界开集．任取 y∈
K∩∂Ω1�则有‖y‖PC＝a�从而0≤y（t）≤a�∀t∈
I．此时

‖Ty‖PC ＝ sup
t∈I∫1

0G（t�s）h（s） f （s�y（s））ds＋
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　∑m

k＝1
W k（t�y） ≤ sup

t∈I∫1
0G（t�s）h（s） f （s�y（s））ds ＋

　
　

sup
t∈I ∑m

k＝1
W k（t�y） ≤ aA2 sup

t∈I∫1
0G（t�s）h（s）ds＋

　mg（a） ≤ a2＋ a2 ＝ ‖y‖PC

　　另一方面�任取 y∈K∩∂Ω2�则‖y‖PC＝b．注

意到当 t∈ 14�34 时�有 b4≤y（t）≤b．此时

‖Ty‖PC ＝ sup
t∈I∫1

0G（t�s）h（s） f （s�y（s））ds＋

∑m

k＝1
W k（t�y） ≥ sup

t∈I∫3／4
1／4G（t�s）h（s） f （s�y（s））ds ＋

sup
t∈I ∑m

k＝1
W k（t�y） ≥ bB sup

t∈I∫3／4
1／4G（t�s）h（s）ds＋

M5 ＝ b＋ M5 ≥ b＝ ‖y‖PC

　　　　　 M5 ＝ sup
t∈I ∑m

k＝1
W k（t�y） ≥0

　　根据 Krasnoselskii不动点定理�T 在 K∩（Ω2＼
Ω1）中必存在不动点 y0�因 y0″≤0且‖y0‖PC≥a＞
0�故 y0是问题（P）的一个正解．

定理2　若（H1～H4）成立�如果存在正数序列
ai＜bi≤ai＋1＜bi＋1�1≤ i≤n－1（n为某个正整数）�

且满足条件：（i） ai≥2mg（ai）且φ（ai）≤ aiA2 �1≤ i

≤n；（ii）ψ（bi）≥biB�1≤ i≤n．则问题（P）至少存在
n个正解．
证明　根据定理1的结论�每一对正数｛ai�bi｝

至少确定问题（P）的一个正解�证明类似于定理1
的证明．

关于问题（P）的正解非存在性结果：
定理3　若（H1～H3）和（H5）成立�如果存在正

数 c≥2mg（c）�使得下列条件之一成立：（i） φ（c）＜
cA2；（ii）ψ（c）＞cB．则问题（P）不存在正解 y∗满足

‖y∗‖PC＝c．
证明　（以（ii）为例�只需证明算子 T 没有满足

‖y∗‖PC＝c的正不动点 y∗）．
一方面�若 y∗∈PC ［ I�R ］是 T 的正不动点�则

必有 y∗∈K．事实上�因
G（t�s） ≤ G（s�s）�　∀（t�s） ∈ I× I
G（t�s） ≥ 14G（s�s）�　∀（t�s） ∈ 14�34 × I

故

min14≤t≤34
y∗（t） ＝ min14≤t≤34

（Ty∗）（t） ＝

min14≤t≤34∫1
0G（t�s）h（s） f （s�y

∗（s））ds＋

∑m

k＝1
W k（t�y∗） ≥ 14∫1

0G（s�s）h（s） f （s�

y∗（s））ds＋ min14≤t≤34
∑m

k＝1
W k（t�y∗） ≥

14 sup
t∈I∫1

0G（t�s）h（s） f （s�y
∗（s））ds ＋

inf14≤t≤34
∑m

k＝1
W k（t�y∗）≥

14 sup
t∈I∫1

0G（t�s）h（s） f （s�y
∗（s））ds＋

∑m

k＝1
W k（t�y∗） ＝ 14‖y∗‖PC

　　另一方面�若 y∈ K且‖y‖PC ＝c�则 Ty ≠ y．
事实上�注意到当 t∈ 14�34 时�c4≤ y（t）≤ c．又
因

inf f （s�t）：（s�t） ∈ I× c4�c ＝ψ（c） ＞ cB

故

‖Ty‖PC＝ sup
t∈I∫1

0G（t�s）h（s） f （s�y（s））ds＋

∑m

k＝1
W k（t�y） ≥ sup

t∈I∫3／4
1／4G（t�s）h（s） f （s�

y（s））ds＋∑m

k＝1
W k（t�y） ＞ cB sup

t∈I∫3／4
1／4G（t�

s）h（s）ds＋ M5 ≥ c＝ ‖y‖PC
因此有‖T y∗‖PC＞‖ y∗‖PC�此即 T y∗≠ y∗�定
理3得证．
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