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摘要　基于梁的大变形理论，结合已有实验测得的形状记忆合金材料的应力－应变关系，研究了形状
记忆合金梁的拉压不对称性对其弯曲变形的影响，建立了梁的横截面应力分布、马氏体体积分数表
达式，推导得出了梁在纯弯曲条件下的非线性控制方程并进行求解。结果表明：中性层先移向受压
侧，后移向受拉侧；随拉压不对称系数的增大，受压侧马氏体体积分数减小，材料越不易发生相变。
关键词　纯弯曲；形状记忆合金；非线性；拉压不对称
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　　形状记忆合金（ＳＭＡ，ｓｈａｐｅ　ｍｅｍｏｒｙ　ａｌｌｏｙ）材
料在近几十年获得了飞速发展，如今已经广泛应用
于航天、机械、医学等重要领域。ＳＭＡ材料是一种
新型的智能材料，主要具有超弹性和形状记忆效应
两种特殊性能，这些特性主要跟形状记忆合金材料
内奥氏体和马氏体间的相互转化有关［１］。
为揭示ＳＭＡ材料相变原理，很多学者对ＳＭＡ

材料进行了深入研究，建立了多种本构方程和理论
模型。文献［２］中测定了ＳＭＡ拉压不对称性和中
性轴的移动对形状记忆合金梁弯曲特性的影响。文
献［３］研究了ＳＭＡ纤维在拉伸和剪切载荷作用下
的力学行为。文献［４］中研究了温度和弯矩的变化
对环形和箱形横截面形状记忆合金梁弯曲变形的影

响。文献［５］中分析了形状记忆合金在结构裂缝自
修复过程中的作用。近年来，Ａｈｍａｄｒｅｚａ等［６］中研
究了集中力作用下的形状记忆合金梁弯曲变形，以
及温度变化对梁弯曲变形的影响。但对于形状记忆
合金材料变形过程中拉压两侧的不对称性和横截面

上应力分布及马氏体体积分数的变化研究很少。
根据实验测得的ＳＭＡ材料应力－应变关系［７］，

基于梁的大变形理论，针对ＳＭＡ材料拉压不对称
性，建立了ＳＭＡ梁非线性弯曲变形的控制方程，得
到了截面应力、马氏体体积分数、变形量、相边界的

表达式，以及中性轴位移量、相变百分比、最大挠度、
变形量和相边界与弯矩的关系曲线。

１　ＳＭＡ梁的非线性弯曲变形

１．１　ＳＭＡ梁的力学模型
矩形截面形状记忆合金梁长、宽、高分别为ｌ、

ｂ、２ｈ，受弯矩Ｍ 作用，在弯曲过程中受拉侧边缘到
中性轴的距离为ｈ１，受压侧边缘到中性轴的距离为

ｈ２，如图１所示。

图１　矩形截面梁力学模型
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　　根据连续介质力学的基本观点，ＳＭＡ梁在弯曲
变形的过程中始终满足平面假定，梁横截面受拉侧
和受压侧边缘处的应变分别为

εｔ＝
ｈ１
ρ
，εｃ＝

ｈ２
ρ
， （１）

梁变形量为

Δ＝εｔ＋εｃ＝
ｈ１
ρ
＋
ｈ２
ρ
， （２）
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受拉侧相变开始应变值为

εｔｓ＝
σｔｓ
ＥＡ
， （３）

受拉侧相变结束应变值为

εｔｆ ＝εｔｓ＋Δεｔ， （４）
其中：εｔ 和εｃ 分别为受拉侧和受压侧应变值；ρ为
曲率半径；ＥＡ 为奥氏体相弹性模量；εｔｓ和εｔｆ分别为
受拉侧应变相变的起始值和结束值；σｔｓ为受拉侧应
力相变起始值；Δεｔ 为相变平台段。

１．２　引入拉压不对称系数
考虑到ＳＭＡ梁在弯曲变形的过程中受拉侧和

受压侧不对称，为充分研究其不对称性，特引入拉压
不对称系数α［８］对已有力学模型中的应力应变值进
行修正，应力应变与α关系为

α＝
σｃｓ－σｔｓ
σｃｓ＋σｔｓ

＝
σｃｆ －σｔｆ
σｃｆ ＋σｔｆ

， （５）

由式（５）得

σｃｓ＝
１＋α
１－ασｔｓ

，σｃｆ ＝
１＋α
１－ασｔｆ

， （６）

其中：σｔｆ为受拉侧应力相变结束值；σｃｓ和σｃｆ分别为
受压侧应力相变起始和结束值。

１．３　横截面上应力分布
随着弯矩 Ｍ 的不断增大，ＳＭＡ材料经历了１

个由弹性变形到相变的过程。可将ＳＭＡ梁弯曲变
形过程分为初始和相变２个阶段：

（１）初始阶段（εｔ≤εｔｓ）　在初始阶段，整个

ＳＭＡ梁都没有发生相变，材料处于奥氏体相，中性
轴位置没有发生偏移。截面上应力分布为

σ（ｙ）＝
ＥＡｙεｔ
ｈ

，－ｈ≤ｙ≤ｈ。 （７）

　　（２）相变阶段（εｔ≥εｔｓ）　随着弯矩的增大，受拉
侧表层应变εｔ 首先达到了相变起始应变值εｔｓ，梁开
始发生相变，中性轴发生偏移，如图２所示。Ａ 表
示奥氏体相，Ｍ 表示马氏体相，ＡＭ 表示奥氏体马
氏体混合相，Δｉｈ 为不同阶段的中性轴位移量。当

εｃ ≤εｃｓ，εｔｓ≤εｔ≤εｔｆ时，进入Ⅰ阶相变，如图２（ａ）
所示，受拉侧表层应变值εｔ 达到了相变起始应变值

εｔｓ，受拉侧表层材料开始发生相变，出现奥氏体马氏
体混合相，相边界为ＢＴＡ；当εｃｓ≤ εｃ ≤εｃｆ，εｔｓ≤
εｔ≤εｔｆ时，进入Ⅱ阶相变，如图２（ｂ）所示，受压侧表
层材料的应变εｃ 达到相变起始应变值εｃｓ，受压侧开
始发生相变，出现一个新的相边界ＢＣＡ；当εｃｓ≤
εｃ ≤εｃｆ，εｔｆ≤εｔ 时，进入Ⅲ阶相变，如图２（ｃ）所
示，受拉侧表层材料应变值εｔ 达到相变结束应变值

εｔｆ，表层材料完全转化为马氏体相，此时梁的横截
面自上而下依次为马氏体相，混合相，奥氏体相，混

图２　Ⅰ－Ⅳ阶相变梁的横截面与梁一微段变形示意
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合相，新出现的相边界为ＢＴＭ；当εｃｆ≤ εｃ ，εｔｆ≤
εｔ 时，进入Ⅳ阶相变，如图２（ｄ）所示，受压侧表层的
应变值εｃ 达到应变结束值εｃｆ，梁上下两侧均转化

为马氏体相，自中性轴向两侧一次为奥氏体相区，混
合相区，马氏体相区，又出现一个相边界ＢＣＭ。图
中Ａ，Ｂ，Ｃ，Ｄ，Ｅ，Ｆ 处坐标分别为
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ｙ１＝（１＋ΔＶ）ｈ，ｙ２＝－（１－ΔＶ）ｈ，

ｙ３＝
εｔｓ（１＋ΔＶ）ｈ

εｔ
，ｙ４＝－

εｃｓ（１＋ΔＶ）ｈ
εｔ

，

ｙ５＝
εｔｆ（１＋ΔＶ）ｈ

εｔ
，ｙ６＝－

εｃｆ（１＋ΔＶ）ｈ
εｔ

。

　　梁在整个相变过程中横截面上的应力分布可用
式（８）统一表示。Ⅰ阶相变时，满足（ｃ），（ｄ）两式，只
出现１条相边界ＢＴＡ 且纵坐标为ｙ３；Ⅱ阶相变时，
满足（ｂ）～（ｄ）式，出现２条相边界ＢＴＡ 和ＢＣＡ 且
纵坐标分别为ｙ３ 和ｙ４；Ⅲ阶相变时，满足（ｂ）～（ｅ）

式，出现３条相边界ＢＴＡ、ＢＣＡ 和ＢＴＭ 且纵坐标
分别为ｙ３、ｙ４ 和ｙ５；Ⅳ阶相变时，满足（ａ）～（ｅ）式，４
条相边界全部出现，应力分布与下式完全相同。

σ（ｙ）＝

－σｃｆ ＋ＥＭ
ｙεｔ

（１＋Δｉ）ｈ
－εｃ（ ）ｆ ，

　　　　　ｙ２ ≤ｙ≤ｙ６　（ａ）

－σｃｓ＋Ｅ１
ｙεｔ

（１＋Δｉ）ｈ
－ε（ ）ｃｓ ，

　　　　　ｙ６ ≤ｙ≤ｙ４　（ｂ）

ｙＥＡεｔ
（１＋Δｉ）ｈ

，ｙ４ ≤ｙ≤ｙ３　（ｃ）

σｔｓ＋Ｅ１
ｙεｔ

（１＋Δｉ）ｈ
－ε（ ）ｔｓ ，

　　　　　ｙ３ ≤ｙ≤ｙ５　（ｄ）

σｔｆ ＋ＥＭ
ｙεｔ

（１＋Δｉ）ｈ
－εｔ（ ）ｆ ，

　　　　　ｙ５ ≤ｙ≤ｙ１　（ｅ

烅

烄

烆 ）

（８）

其中：Ｅ１ 为奥氏体马氏体混合相弹性模量；ＥＭ 为

马氏体相弹性模量；Δｉ 为不同阶段的中性轴位移量
与ｈ的比。

１．４　平衡方程
梁上任一横截面的静力平衡为

∫σｄＡ＝０， （９）

∫σｙｄＡ＝Ｍ。 （１０）

１．５　挠度
梁在弯曲变形时，考虑材料非线性和几何非线

性２个方面进行分析，梁的挠曲线方程为

Ｍ
ＥＩ＝

１
ρ
＝

ｙ″
［１＋（ｙ′）２］３／２

。 （１１）

２　算例

设矩形截面的形状记忆合金梁的长度ｌ＝
５００ｍｍ，宽度ｂ＝３０ｍｍ，高度２ｈ＝５０ｍｍ，相变平

台段Δεｔ＝０．０４，受弯矩 Ｍ 的作用。ｘ 轴沿梁的中
性层不断变化，如图３所示。由实验测得的形状记
忆合金梁受拉侧相变开始应力和结束应力分别为

σｔｓ＝４６５ ＭＰａ，σｔｆ ＝６４５ ＭＰａ，弹性模量 ＥＡ ＝
６２ＧＰａ，ＥＭ＝６２ＧＰａ，Ｅ１＝４．５ＧＰａ［６］。

图３　ＳＭＡ简支梁示意图
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　　α＝０．０５时的形状记忆合金梁的相关计算参数
如表１所列，表１显示中性层曲率、中性轴位置、梁
变形量随弯矩的改变而不断变化，当弯矩 Ｍ ＝
１０．４６５ｋＮ时，中 性 轴 位 移 量 达 到 最 大，约 为

０．７１９ｍｍ。当弯矩Ｍ＞１０．４６５ｋＮ时，中性轴开始
向回移动。当Ｍ＝１２．９２３ｋＮ时，中性轴回到最初
位置即梁的中间位置，受拉侧和受压侧厚度几乎相
等。当Ｍ＞１２．９２３ｋＮ时，中性轴开始向受拉侧移
动，受拉侧厚度开始小于受压侧厚度。

表１　α＝０．０５时ＳＭＡ梁的计算参数

Ｔａｂｌｅ　１　Ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎ　ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ　ｏｆ　ＳＭＡ　ｂｅａｍα＝０．０５

εｔ Δ Δｉｈ／ｍｍ
１
ρ
／ｍ－１　 Ｍ／（ＫＮ·ｍ）

０．００７　８　 ０．０１５　６　 ０．００８　６　 ０．３１２　０　 ６．０３７　０

０．０１２　０　 ０．０２３　６　 ０．３７２　０　 ０．４７３　０　 ７．８９２　０

０．０２０　０　 ０．０３９　０　 ０．６２４　０　 ０．７８１　０　 ９．１２７　０

０．０３０　０　 ０．０５８　３　 ０．７０７　０　 １．１６７　０　 ９．９３０　０

０．０３８　３　 ０．０７４　５　 ０．７１９　０　 １．４８９　０　 １０．４６５　０

０．０４７　５　 ０．０９２　４　 ０．７１１　０　 １．８４７　０　 １１．０１５　０

０．０５２　５　 ０．１０２　１　 ０．４４７　０　 ２．０６３　０　 １１．５１８　０

０．０５７　９　 ０．１１５　８　 ０　 ２．３１６　０　 １２．９２３　０

０．０６０　０　 ０．１１６　４ －０．０８９　０　 ２．４０９　０　 １３．６９０　０

０．０６２　５　 ０．１２１　１ －０．１６３　０　 ２．５１６　０　 １４．７２６　０

２．１　截面上的应力分布
梁横截面上应力分布如图４所示，由图４可知，

从横截面的中性轴向两边应力值不断增大，自中性
轴向两侧分别为奥氏体相、奥氏体与马氏体混合相、
马氏体相。当α＝０时，中性轴上下两侧应力大小完
全相同。不同拉压不对称系数对受压侧影响较大，
随着拉压不对称系数的增大，受压侧混合相区的应
力值增大，马氏体相区面积减小，混合相区面积增
大，最大应力值减小。
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图４　梁横截面上应力分布

Ｆｉｇ．４　Ｓｔｒｅｓｓ　ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ　ｏｎ　ｂｅａｍ　ｃｒｏｓｓ　ｓｅｃｔｉｏｎ

２．２　马氏体体积分数
横截面马氏体体积分数如图５所示。由图５可

知，中性轴附近均为奥氏体，马氏体体积分数随着离
中性轴的距离的增大而增大，直到最边缘处全部转
变为马氏体。随着拉压不对称系数的增大，受压侧
距离中性轴同一距离的马氏体体积分数减小，拉压
不对称系数越大越不易发生相变。

图５　横截面马氏体体积分数
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２．３　弯矩和中性轴位置的变化关系
中性轴的位移量与弯矩的关系如图６所示。由

图６可知，当拉压不对称系数α＝０时，梁横截面中
性轴在初始阶段和相变阶段均未发生位移，而随着

拉压不对称系数的增大，横截面中性轴位移量逐渐
增大。当弯矩 Ｍ＜Ｍ０ 时，处于初始阶段；当弯矩

Ｍ＞Ｍ０ 时，进入Ⅰ阶相变，受拉侧边缘开始由奥氏
体转化为马氏体，出现奥氏体马氏体混合相，梁的弹
性模量降低，梁中性轴随弯矩的增大开始向受压测
发生位移，且随着拉压不对称系数的增大中性轴位
移速率增大；Ⅱ阶相变时，受压侧和受拉侧均出现奥
氏体马氏体混合相，弹性模量减小到最小值，中性轴
位移量达到最大值；当进入Ⅲ阶相变时，受拉侧边缘
完全转化为马氏体，梁的弹性模量逐渐增大，中性轴
迅速回移；Ⅳ阶相变时，受拉侧和受压侧边缘均完全
转化为马氏体，中性轴逐渐回到初始位置。

图６　中性轴的位移量与弯矩的关系
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２．４　弯矩和曲率的关系
当弯矩Ｍ＞Ｍ０ 时，梁开始发生相变，先由奥氏

体相转变为混合相，随后转变为马氏体相，弹性模量
出现由大变小，再由小变大的过程。在开始发生相
变阶段，曲率随弯矩的变化较快，在相变结束阶段，

曲率随弯矩的变化较慢，随拉压不对称系数越大曲
率越小，如图７所示。

２．５　跨中挠度与弯矩的关系
当弯矩Ｍ＜Ｍ０ 时，形状记忆合金梁处于初始

阶段，没有发生相变，挠度与弯矩成线性关系；当

Ｍ＞Ｍ０ 时，ＳＭＡ梁进入相变阶段，拉压不对称系
数越大跨中挠度越小，弯矩与跨中挠度的关系曲线
斜率先增大后减小。ＳＭＡ梁进入相变阶段后，先由
奥氏体相转换为混合相，然后变为马氏体相，弹性模
量、抗弯刚度先减小后增大，如图８所示。
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图７　弯矩和曲率的关系
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。

图８　梁跨中挠度随弯矩的变化
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３　结论
（１）拉压不对称性对受压侧影响较大，中性层位

移量随拉压不对称系数的增大而增大，且偏移速率
也随之增大。

（２）拉压不对称系数为０时，中性轴上下两侧的
应力和马氏体体积分数分布完全对称；拉压不对称
系数不为０时，两侧出现明显不对称。

（３）拉压不对称系数越大，越不易发生相变。
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