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分数阶热弹理论下温度依赖材料特性问题研究

马永斌，李　琪
（兰州理工大学理学院，甘肃 兰州　７３００５０）

摘要　基于Ｙｏｕｓｓｅｆ提出的分数阶广义热弹理论，研究材料特性随温度变化的含有球腔无限大体边
界受热冲击的动态响应。借助拉普拉斯变换及其数值反变换技术，得到了模型的无量纲温度，位移
以及应力的变化趋势。结果表明：当材料特性参数随温度变化时，热波传播距离在减小，无量纲温
度、位移以及应力受到显著影响。
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　　近年来，许多学者研究了广义热弹理论来纠正
经典热弹理论的缺陷问题。广义热弹理论可以描述
在极端热条件下的不稳定传热过程，例如高温梯度
下的传热，低温下的传热问题，以及在短时间或者空
间微尺度条件下的热传递。
基于已有的广义热弹性理论，学者们已经做了

大量工作，Ｓｈｅｒｉｅｆ等［１］基于Ｌ－Ｓ广义热弹性理论研
究了无限长中空柱体外表面受热冲击问题；Ｄａｒａｂ－
ｓｅｈ等［２］基于Ｇ－Ｌ广义热弹性理论研究了材料参数
呈梯度变化的无限长圆柱受瞬时热载荷的问题；

Ａｏｕａｄｉ［３］研究了无限大球腔的广义热扩散问题；

Ｂａｎｉｋ等［４］基于双温度理论研究了无限大球腔受热
冲击问题；Ａｂｏｕｅｌｒｅｇａｌ［５］基于双相滞后模型研究了
半无限大体受指数变化热载荷的动态响应。
近年来，分数阶已被成功运用到修改许多现有

的物理过程模型。Ｙｕ等［６］用分数阶广义热弹性理
论研究了微梁问题；Ｓａｒｋａｒ等［７］研究了二维半无限
大体广义磁热弹耦合问题；Ｓｈｅｒｉｅｆ等［８］研究了受温
度影响的半无限大体受热冲击问题；何天虎等［９］基
于分数阶广义热弹理论，研究了材料特性参数与温
度相关的无限长中空柱体的广义电磁热弹耦合理

论；何天虎等［１０］基于分数阶广义热弹理论，就无限

长圆柱导体的广义电磁热弹耦合问题的动态响应进

行了研究。经典和广义热弹性理论不适用于许多材
料和物理过程。因此，必须为热弹理论带来分数阶。
所以，Ｙｏｕｓｓｅｆ［１１］基于分数阶和热传导建立了一种
新的广义热弹性模型。其基本模式为

ｑｉ＋τ０ｑ
·
ｉ＝－κＩα－１　Ｔ，ｉ，０＜α≤２ （１）

其中：ｑｉ 为热流量矢量的分量；τ０ 为热松弛时间参
数；κ为热传导系数；α 为分数阶参数；Ｔ 为温度。
并且，Ｉ被定义为一个整体的运算符：

Ｉαｆ（ｔ）＝∫
ｔ

０

（ｔ－ｓ）α－１

Γ（α） ｆ
（ｓ）ｄｓ。 （２）

　　Ｙｏｕｓｓｅｆ［１２］利用该理论研究了半无限大体边界
受斜坡形热冲击的问题。
鉴于以上原因，基于Ｙｏｕｓｓｅｆ分数阶热弹理论，

研究具有受热冲击的球形腔的无限大体。通过假设
材料参数随温度变化，得到相应的控制方程。然后
通过拉普拉斯变换及其数值反变换获得控制方程，

获得无量纲温度、位移及应力的分布。通过分析图
的变化，得出温度对材料参数的影响。

１　基本控制方程

假设无边界的热弹介质包含半径为ａ 的球形
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腔，并且最初处于均匀的温度。对于与温度相关的
材料参数，假设：

λ＝λ０ｆ（Ｔ），μ＝μ０ｆ（Ｔ），κ＝κ０ｆ（Ｔ），
其中：λ０，μ０ 和κ０ 为不考虑温度相关性的特征参
数；ｆ（Ｔ）在温度的无量纲函数中给出。当材料参数
与温度无关时，ｆ（Ｔ）＝１。考虑到广义热弹耦合理
论与参考温度的微小偏差，则

ｆ（Ｔ）＝１－α′Ｔ０，
其中：λ、μ 为Ｌａｍｅ常数；α′被称为经验材料参数；

Ｔ０ 为原始温度。
有λ＝λ０（１－α′Ｔ０），μ＝μ０（１－α′Ｔ０），κ＝

κ０（１－α′Ｔ０）。
在无体力的情况下，对于均匀的各向同性弹性

体，引入球面极坐标（γ，θ，φ），球腔中心处于原点并
且考虑球面对称性，得到控制方程为

　　运动方程：

ρ
２　ｕ
ｔ　２
＝（１－α′Ｔ０）（λ０＋２μ０）

ｅ
ｒ－

（１－α′Ｔ０）（３λ０＋２μ０）α
ＴΘ
ｒ
，（３）

能量控制方程：

　ｋＩα－１２θ＝ρｃＥ（θ＋τ
·

０θ
··
）＋Ｔ０（１－α′Ｔ０）·

（３λ０＋２μ０）α
Ｔ（ｅ

·
＋τ０ｅ

··
）， （４）

本构方程

　σｒｒ＝（１－α′Ｔ０ ［）２μ０ｕｒ＋λ０ｅ－
（３λ０＋２μ０）α

Ｔ ］θ ， （５）

　σθθ＝σφφ＝（１－α′Ｔ０ ［）２μ０ｕｒ ＋λ０ｅ－
（３λ０＋２μ０）α

Ｔ ］θ ， （６）

其中：θ＝Ｔ－Ｔ０ 为变温；ｕ＝ｕ（ｒ）为位移分量；ρ为
恒定质量密度；ｃＥ为恒定温度下比热；σｉｊ为应力张
量的分量；ｅｉｊ为应变张量的分量；γ＝（３λ＋２μ）α

Ｔ，

αＴ为线性热膨胀系数；体应变ｅ＝ｅｋｋ＝
ｕ
ｒ
＋２
ｕ
ｒ＝

１
ｒ２
（ｒ２　ｕ）
ｒ

。在上述方程中，物理量上面的点表示对

时间的导数，物理量下面的逗号表示对坐标的导数。

对上述控制方程用以下变量进行无量纲化：

ｒ′＝ｃ１ηｒ，ｕ′＝ｃ１ηｕ，

θ′＝
γ０θ

（λ０＋２μ０）
，σ′ｉｊ＝

σｉｊ
（λ０＋２μ０）

，

ｔ′＝ｃ２１ηｔ，τ′０＝ｃ
２
１ητ０，

其中：ｃ２１＝
（λ０＋２μ０）

ρ
，η＝
ρｃＥ
κ
。

为方便，方程（３）～方程（６）采取以下形式：

２ｅ－２θ＝
２

ｔ　２
·ω， （７）

Ｉα－１２θ＝（θ
·
＋τ０θ

··
）·ω＋ε（ｅ

·
＋τ０ｅ

··
）， （８）

σｒｒ＝
ｅ
ω ＋

４
β
２ω
ｕ
ｒ －

θ
ω
， （９）

σθθ＝σφφ＝ ｖ－
２
β
２（ ）ω ｅ＋ ２

β
２ω
ｕ
ｒ －

θ
ω
，（１０）

其中：ω＝
１

１－α′Ｔ０
；ε＝

（３λ０＋２μ０）
２αＴ２　Ｔ０

ρ
２ｃＥｃ２１

；

β
２＝
λ０＋２μ０
μ０

。

边界条件：

σｒｒ（ａ，ｔ）＝０， （１１）

θ（ａ，ｔ）＝θ１δ（ｔ）， （１２）

其中：θ１是常数并且δ（ｔ）是Ｄｉｒａｃ　ｄｅｌｔａ函数。

２　方程求解

运用拉普拉斯变公式将控制方程变换到拉氏域

进行求解，即

Ｌ［ＩｎＦ（ｔ）］＝
１
ｓ　ｎ
Ｌ［Ｆ（ｔ）］， （１３）

得到拉氏域控制方程：

（２－ｓ２ω）ｅ－ ＝２θ
－， （１４）

２θ
－
＝ｓα（１＋τ０ｓ）·ω·θ

－
＋

ε·ｓα（１＋τ０ｓ）ｅ－， （１５）

σ－ｒｒ＝
ｅ－

ω －
４
β
２ω
ｕ－

ｒ －θ
－， （１６）

σ－θθ＝σ－φφ＝ ω－
２
β
２（ ）ω ·ｅ－＋

２
β
２ω
ｕ－

ｒ －θ
－。 （１７）

拉氏域边界条件：

σｒｒ（ａ，ｓ）＝０，θ（ａ，ｓ）＝
θ１
ｓ
。 （１８）

根据方程（１４）和方程（１５），得到
｛４－２［ｓα（１＋τ０ｓ）（ω＋ε）＋ｓ２］＋

ｓα＋２（１＋τ０ｓ）·ω｝（ｅ－，θ
－）＝０。 （１９）

方程（１９）可表示为

（２－ｍ２
１）（２－ｍ２

２）（ｅ－，θ
－）＝０， （２０）

其中：ｍ１ 和ｍ２ 为特征方程的正根：

ｍ４－ｍ２［ｓα（１＋τ０ｓ）（ω＋ε）＋ｓ２］＋
ｓα＋２（１＋τ０ｓ）·ω＝０。 （２１）
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根据贝塞尔函数解的形式，方程（２０）的解为

θ
－（ｒ，ｓ）＝

１

槡ｒ∑
２

ｉ＝１
Ａｉ（ｓ）Ｋ１／２（ｍｉｒ）， （２２）

ｅ－（ｒ，ｓ）＝
１

槡ｒ∑
２

ｉ＝１
Ａ′ｉ（ｓ）Ｋ１／２（ｍｉｒ）， （２３）

其中：Ａｉ 和Ａ′ｉ 为根据边界条件确定的参数。
通过特征方程的基本公式，得到

ｍ１，２＝
［ｓα（１＋τ０ｓ）（ω＋ε）＋ｓ２］±［ｓα（１＋τ０ｓ）（ω＋ε）＋ｓ２］２－４ｓα＋２（１＋τ０ｓ）·ω
槡 ２

， （２４）

因此，由方程（２２），方程（２３）和方程（１４），得到

Ａ′ｉ（ｓ）＝
ｍ２
ｉ

ｍ２
ｉ －ｓ２

Ａｉ（ｓ）， （２５）

从而得到

ｅ－（ｒ，ｓ）＝
１

槡ｒ∑
２

ｉ＝１

ｍ２
ｉ

ｍ２
ｉ －ｓ２

Ａｉ（ｓ）Ｋ１／２（ｍｉｒ）。 （２６）

　　根据贝塞尔函数的推导关系和式（２６），得到

ｕ－（ｒ，ｓ）＝－
１

槡ｒ∑
２

ｉ＝１

Ａ′ｉ（ｓ）Ｋ３／２（ｍｉｒ）
ｍｉ

。 （２７）

　　结合方程（２２）、方程（２６）、方程（２７），得到

σ－ｒｒ（ｒ，ｓ）＝
１
υ槡ｒ∑

２

ｉ＝１

Ａｉ（ｓ）
ｍ２
ｉ －ｓ２

ｓ２　Ｋ１／２（ｍｉｒ）＋
４　ｍｉ
β
２ｒ
Ｋ３／２（ｍｉｒ［ ］） ， （２８）

σ－θθ（ｒ，ｓ）＝σ－φφ（ｒ，ｓ）＝
１
υ槡ｒ∑

２

ｉ＝１

Ａｉ（ｓ）
ｍ２
ｉ －ｓ２

ｓ２－
２ｍ２

ｉ

β
（ ）２ Ｋ１／２（ｍｉｒ）－

２　ｍｉ
β
２ｒ
Ｋ３／２（ｍｉｒ［ ］） 。 （２９）

　　将式（２２）、式（２８）带入边界条件（１８），得到参数

Ａ１（ｓ）和Ａ２（ｓ）：

Ａ１（ｓ）＝－
Ｂ２θ１槡ａ

Ｂ１Ｂ４－Ｂ２Ｂ３
， （３０）

Ａ２（ｓ）＝
Ｂ１θ１槡ａ

Ｂ１Ｂ４－Ｂ２Ｂ３
， （３１）

其中：Ｂ１＝
ｓ２　Ｋ１／２（ｍ１ａ）＋

４　ｍ１

β
２　ａＫ３／２（ｍ１ａ）

ｍ２
１－ｓ２

，

Ｂ２＝
ｓ２　Ｋ１／２（ｍ２ａ）＋

４　ｍ２

β
２　ａＫ３／２（ｍ２ａ）

ｍ２
２－ｓ２

，

Ｂ３＝Ｋ１／２（ｍ１ａ），Ｂ４＝Ｋ１／２（ｍ２ａ）。

３　拉普拉斯反变换

为了求得物理域中的温度、位移和应力，需要对

ｕ－、θ
－
和σ－ 进行拉普拉斯反变换。由于所求得的ｕ－、θ

－

和σ－ 的表达式十分复杂，因此，有必要采用 Ｒｉｅ－
ｍａｎｎ－ｓｕｍ方法来对其进行数值反变换。借助这种

方法，任何在拉普拉斯域中的函数ｆ
－（ｘ，ｐ）都可以

变换到时间域，其公式如下：

　ｆ（ｘ，ｔ）＝
ｅβｔ

ｔ
１
２ｆ

－（ｘ，β）［ ＋

Ｒｅ∑
Ｎ

ｎ＝１
ｆ
－
ｘ，β＋

ｉｎπ（ ）ｔ （－１）］ｎ ， （３２）

其中：Ｒｅ是实部；ｉ是虚数位；βｔ≈４．７。

４　算例

在计算中，取铜材料，列出相关参数如下：

λ０＝７．７６×１０１０　Ｎ·ｍ－２，

μ０＝３．８６×１０
１０　Ｎ·ｍ－２，

κ０＝３８６Ｎ·Ｋ－１·ｓ－１，τ０＝０．０１，Ｋ＝
３８６　Ｎ
Ｋｓ

，

ｃＥ＝３８３．１Ｊ·ｋｇ－１·Ｋ，Ｔ０＝２９３Ｋ－１，

β＊＝１．７８×１０
－５　Ｋ－１，ρ＝８　９５４ｋｇ·ｍ

－３，

η＝８　８８６．７３ｓ·ｍ
－２，θ０＝１，θ１＝１。

研究温度对无限大空心球体材料参数的影响，

考虑ω＝０．５，ω＝１．０，ω＝１．５等３种情况，所得各物
理量分布规律如图１～图８所示。

图１、图２分别表示当α＝１．０和α＝２．０时的无
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量纲温度的分布。从图１、图２可以看出，当分数阶
参数不变时，无量纲温度随着ω 的增大而减小；而
当ω不变时，无量纲温度随着分数阶参数的增大也
减小。

图１　当α＝１．０时的无量纲温度分布

Ｆｉｇ．１　Ｄｉｍｅｎｓｉｏｎｌｅｓｓ　ｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅ　ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ

ａｔ　ｔｈａｔ　ｔｉｍｅα＝１．０

图２　当α＝２．０时的无量纲温度分布

Ｆｉｇ．２　Ｄｉｍｅｎｓｉｏｎｌｅｓｓ　ｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅ　ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ

ａｔ　ｔｈａｔ　ｔｉｍｅα＝２．０

　　图３、图４分别表示无量纲位移的分布。从图

３、图４可以看出，无量纲位移随着ω 的增大而减
小，但是随着分数阶参数的增大而增大。
图５、图６分别表示无量纲径向应力的分布。

由图５、图６可以看出，无量纲径向应力随着ω的增
大而减小，而且随着分数阶参数的增大也减小。
图７、图８分别表示无量纲环向应力的分布，由

图７、图８可以看出，无量纲环向应力同样也是随着

ω 的增大而减小，而且随着分数阶参数的增大也
减小。

图３　当α＝１．０时的无量纲位移分布

Ｆｉｇ．３　Ｄｉｍｅｎｓｉｏｎｌｅｓｓ　ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ　ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ

ａｔ　ｔｈａｔ　ｔｉｍｅα＝１．０

图４　当α＝２．０时的无量纲位移分布

Ｆｉｇ．４　Ｄｉｍｅｎｓｉｏｎｌｅｓｓ　ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ　ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ

ａｔ　ｔｈａｔ　ｔｉｍｅα＝２．０

图５　当α＝１．０时的无量纲径向应力分布

Ｆｉｇ．５　Ｄｉｍｅｎｓｉｏｎｌｅｓｓ　ｒａｄｉａｌ　ｓｔｒｅｓｓ　ｄｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ

ａｔ　ｔｈａｔ　ｔｉｍｅα＝１．０
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图６　当α＝２．０时的无量纲径向应力分布

Ｆｉｇ．６　Ｄｉｍｅｎｓｉｏｎｌｅｓｓ　ｒａｄｉａｌ　ｓｔｒｅｓｓ　ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ

ａｔ　ｔｈａｔ　ｔｉｍｅα＝２．０

图７　当α＝１．０时的无量纲环向应力分布

Ｆｉｇ．７　Ｄｉｍｅｎｓｉｏｎｌｅｓｓ　ｈｏｏｐ　ｓｔｒｅｓｓ　ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ

ａｔ　ｔｈａｔ　ｔｉｍｅα＝１．０

图８　当α＝２．０时的无量纲环向应力分布

Ｆｉｇ．８　Ｄｉｍｅｎｓｉｏｎｌｅｓｓ　ｈｏｏｐ　ｓｔｒｅｓｓ　ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ

ａｔ　ｔｈａｔ　ｔｉｍｅα＝２．０

５　结论

基于Ｙｏｕｓｓｅｆ分数阶广义热弹理论，研究结构
的材料参数随着温度变化的动态响应。通过分析无
量纲温度，位移和应力的分布，可以得出：

（１）各物理量的非零值只在有限范围内，即热波
传播速度有限；

（２）当材料参数受温度影响时，各物理量的峰值
和范围受到影响；

（３）分数阶参数的变化对无量纲温度、位移以及
应力的影响也不同，因此考虑适当的分数阶参数对
研究材料真实的力学行为较为重要；

（４）无量纲温度、位移、径向应力和环向应力靠
近球形空腔内边缘处达到峰值，峰值随着ω 的增大
而减小。
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