
　　文章编号：1673-5196（2006）04-0138-04

一类四阶差分方程边值问题的正解

王大斌�马双红
（兰州理工大学 理学院�甘肃 兰州　730050）

摘要：利用锥上的不动点定理对一类四阶差分方程进行了讨论�得到了一个及两个正解的存在性的充分条件．
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Positive solutions for a class of boundary value problems
of fourth order difference equation

WANG Da-bin�MA Shuang-hong
（School of Science�Lanzhou Univ．of Tech．�Lanzhou　730050�China）

Abstract： By using the theorem of fixed points on cone a class of boundary value problems of fourth order
difference equation was discussed and the sufficient condition of existence of one or two positive solutions
was obtained．
Key words： difference equation；cone；positive solution；boundary value problem

　　设 a�b∈Z�记［ a�b］＝｛a�a＋1�…�b｝�［ a�b）＝
｛a�a＋1�…�b－1｝�［ a�∞）＝｛a�a＋1�…｝�其他的
区间可类似定义．令 T≥1是固定的自然数�考虑下
述边值问题：

（P）　　　
Δ4（u）＋ f（k�u（k）） ＝0
　　　　k∈ ［0�T ］
u（0） ＝ u（T＋4） ＝Δ2u（0） ＝
　　　　Δ2u（T＋2） ＝0

正解的存在性�f：［0�T ］×［0�∞）→［0�∞）连续．
当 T∈R时对边值问题（P）正解的存在性的研

究见文［1�2］．本文的工作是受文［3～5］的启发．
1　预备知识

作如下假定：
E＝｛u|u：［0�T＋4］ → R｝
∀u∈ E�　‖u‖＝ max

k∈［0�T＋4］|u（k）|
则 E为 Banach 空间．G（k�τ）是下述边值问题：

－Δ2u（k） ＝0�　k∈ ［0�T＋2］
u（0） ＝ u（T＋4） ＝0

的 Green函数．且由文［4］可知
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G（k�τ） ＝ 1
T＋4

（T＋4－k）（τ＋1）
　　　（0≤τ≤ k－2）
k（T＋3－τ）
　　（k－1≤τ≤ T＋2）

显然有 G（k�τ）≥0�k∈［0�T＋4］�τ∈［0�T＋2］．
由文［4］知 H（k�s）＝∑T＋2

τ＝0G（k�τ）g（τ�s）是（P）的
Green函数．其中
g（τ�s）＝ 1

T＋2
（T＋2－τ）（s＋1）　（0≤s≤τ－2）
τ（T＋1－s）　　 　（τ－1≤s≤T）

显然 g（τ�s）≥0�τ∈［0�T＋2］�s∈［0�T ］．
为了叙述并证明本文的主要结果�需以下引理：
引理1［6］　∀k∈［0�T＋4］�τ∈［0�T＋2］：

G（k�τ）
G（τ＋1�τ） ≤1

　　引理2［6］　对于∀k∈［1�T＋3］�τ∈［0�T＋2］：
G（k�τ）
G（τ＋1�τ） ≥ 1

T＋3
　　引理3［5］　设 u（k）在［0�T＋2］上有定义�在［0�
T ］上Δ2u（k）≤0�且存在 k∗∈［1�T＋1］�使得 u（k∗）
≤u（k）�k∈［0�T＋2］�则 u（k）在 ［0�T＋2］上恒为常
数．

引理4　假设 u：［0�t＋4］→R满足
Δ2u（k）≤0　　（k∈ ［0�T＋2］）
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u（0） ＝ u（T＋4） ＝0
则　　　 min

k∈［1�T＋3］u（k）≥ 1
T＋3‖u‖

证明　由引理3可知�u（k）≥0�k∈［0�T＋4］．
令 u（k0）＝‖u‖�k0∈［0�T＋4］．若 k0＝0或

k0＝T＋4�则估计式成立．
下证当 k0∈［1�T＋3］时�估计式也成立．
则断言：对于∀k∈［1�k0］：

u（k）≥ 1
T＋3‖u‖ （1）

事实上�由Δ2u（k）≤0�k∈［0�T＋2］知�对于∀k∈
［0�T＋2］�有

u（k＋1）≥ 12［ u（k＋2）＋ u（k） ］
于是就有

u（k）≥ k
k0‖u‖ ≥ 1

T＋3‖u‖
k∈ ［1�k0］�k0 ∈ ［1�T＋3］　　

从而式（1）成立．
同理可得∀k∈［k0�T＋3］�有
u（k）≥ T＋4－kT ＋4－k0‖u‖ ≥ 1

T＋3‖u‖　 （2）
因此�结合式（1）与式（2）对�有

u（k）≥ 1
T＋3‖u‖

即　　　　 min
k∈［1�T＋3］u（k）≥ 1

T＋3‖u‖
定义 E中的锥如下：
P＝ u∈ E|u（k） ≥0�k∈ ［0�T＋4］；　

　

　　Δ2u（k）≤0�k∈ ［0�T＋2］；
　
　
　

min
k∈［1�T＋3］u（k）≥ 1

T＋3‖u‖
BVP（P）有解等价于差分方程：

（Tu）（k） ＝∑Ts＝0 H（k�s） f （s�u（s））
有不动点．其中 T：E→E．

引理5　T：P→P全连续．
此引理的证明比较简单�故省去．
本文有以下所用各独立条件：
（H1） lim

u→0＋ min
k∈［0�T ］

f （k�u）
u ＝∞；

（H2） lim
u→∞ min

k∈［0�T ］
f （k�u）
u ＝∞；

（H3） lim
u→0＋ max

k∈［0�T ］
f （k�u）
u ＝0；

（H4） lim
u→∞ max

k∈［0�T ］
f （k�u）
u ＝0．

2　主要结果
定理1　设存在 W＞0�使得

max
k∈［0�T ］ f （k�u（k））≤ W ∑T＋2τ＝0G（τ＋1�τ）∑

T

s＝0
g（τ�s） －1

　　　　　　　（0＜ u（k）≤ W）
　　（a） 如果（H1）成立�则问题（P）有一个正解 u1�
使得0＜‖u1‖≤W；

（b） 如果（H2）成立�则问题（P）有一个正解 u2�
使得‖u2‖≥W；

（c） 如果（H1）�（H2）成立�则问题（P）有两个正
解�使得0＜‖u1‖≤W≤‖u2‖．

证明　先证（a）．由条件（H1）知�∃0＜δ＜W�
使得 f （k�u（k））≥Mu（k）�0＜ u（k）≤δ�∀k∈［0�
T ］．此处
M＝ （T＋3）2 ∑T＋2τ＝0G（τ＋1�τ）∑

T

s＝1
g（τ�s） －1

　（6）
∀k∗∈［1�T＋3］�由引理2及式（6）有
（Tu）（k∗） ＝∑T＋2τ＝0G（k∗�τ）∑

T

s＝0
g（τ�s） f （s�u（s））≥

M
T ＋3∑

T＋2

τ＝0
G（τ＋1�τ）∑Ts＝1 g（τ�s）·u（s）≥

‖u‖M
（T＋3）2∑

T＋2

τ＝0
G（τ＋1�τ）∑Ts＝1 1

T＋3g（τ�s） ＝‖u‖
从而

‖Tu‖ ≥ ‖u‖�∀u∈∂Ω1 ∩ P�
　　　　Ω1＝｛u∈ E|‖u‖＜δ｝ （7）

令　　　Ω2＝｛u∈ E|‖u‖＜W｝
则∀u∈∂Ω2∩P�由引理1及题设有
（Tu）（k）≤∑T＋2τ＝0G（τ＋1�τ）∑

T

s＝0
g（τ�s） f （s�u（s））≤

∑T＋2τ＝0G（τ＋1�τ）∑
T

s＝0
g（τ�s）·

W ∑T＋2τ＝0G（τ＋1�τ）∑
T

s＝0
g（τ�s） －1＝W ＝‖u‖

从而有

‖Tu‖ ≤ ‖u‖�　∀u∈∂Ω2 ∩ P （8）
　　结合式（7）及式（8）并根据锥拉伸锥压缩定
理［7�8］知�T 在 P∩（-Ω2＼Ω1）中至少有一个不动点
u1�即问题（P）至少有一正解 u1�且δ≤‖u1‖≤W．

（b） 令Ω1＝｛u∈E|‖u‖＜W｝�则由（a）知
‖Tu‖ ≤ ‖u‖�　　∀u∈∂Ω1 ∩ P （9）

由条件（H2）知�存在 N＞W�使得
f （k�u（k））≥ Mu（k）�u（k） ≥ N�k∈ ［0�T ］

此处 M如（a）部分定义�令
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N′＝max｛2W�N（T＋3）｝
Ω2＝｛u∈E|‖u‖＜N1｝

则

∀u∈∂Ω2 ∩ P
u（k）≥ 1

T＋3‖u‖＝ 1
T＋3N（T＋3） ＝ N

　　　　（k∈ ［1�T＋3］）
从而有

f （k�u（k））≥ Mu（k）�　k∈ ［1�T ］ （10）
∀k∗∈［1�T＋3］�由引理2及式（10）知
（Tu）（k∗） ＝∑T＋2τ＝0G（k∗�τ）∑

T

s＝0
g（τ�s） f （s�u（s））≥

1
T＋3∑

T＋2

τ＝0
G（τ＋1�τ）∑Ts＝0 g（τ�s） f （s�u（s））≥

M‖u‖
（T＋3）2∑

T＋2

τ＝0
G（τ＋1�τ）∑Ts＝1 g（τ�s） ＝‖u‖

即

‖Tu‖ ≥ ‖u‖�　∀u∈∂Ω2 ∩ P （11）
　　结合式（9）和式（11）并根据锥拉伸锥压缩定
理［7�8］知�T 在 P∩（-Ω2＼Ω1）中至少有一个不动点
u2�即问题（P）至少有一个正解 u2�且‖u2‖≥W．

（c） 从（a）与（b）两部分的证明知边值问题（P）
有两个正解 u1�u2�使得0＜‖u1‖≤W≤‖u2‖．

定理2　存在 W＞0�使得
min
k∈［0�T ］ f （k�u（k））≥
　　W （T＋3）∑T＋2τ＝0G（τ＋1�τ）∑

T

s＝0
g（τ�s） －1

式中：1
T＋3W≤u（k）≤W．

（a） 如果（H3）成立�则问题（P）有一个正解 u1�
使得0＜‖u1‖≤W．

（b） 如果（H4）成立�则问题（P）有一个正解 u2�
使得‖u2‖≥W．

（c） 如果（H3）�（H4）成立�则问题（P）有两个正
解 u1�u2�使得0＜‖u1‖≤W≤‖u2‖．

证明　先证明（a）部分．由条件（H3）知�∃0＜δ
＜W�使得 f （k�u（k））≤Mu（k）�0＜ u（k）≤δ�∀u
（k）≤δ�k∈［0�T ］�此处

M＝ ∑T＋2τ＝0G（τ＋1�τ）∑
T

s＝1
g（τ�s） －1 （12）

令 Ω1＝｛u∈E|‖u‖＜δ｝
∀u∈∂Ω1∩P�由引理1及式（12）有
（Tu）（k）≤∑T＋2τ＝0G（τ＋1�τ）∑

T

s＝0
g（τ�s） f （s�u（s））≤

M‖u‖∑T＋2τ＝0G（τ＋1�τ）∑
T

s＝0
g（τ�s） ＝‖u‖

即

‖Tu‖ ≤ ‖u‖�　∀u∈∂Ω1 ∩ P （13）
令 Ω2＝｛u∈E|‖u‖＜W｝
∀u∈∂Ω2∩P�k∗∈［1�T＋3］�由引理2及定理中
的假设有

（Tu）（k∗）≥ 1
T＋3∑

T＋2

τ＝0
G（τ＋1�τ）∑Ts＝0 g（τ�s）×

f（s�u（s））≥ 1
T＋3∑

T＋3

τ＝0
G（τ＋1�τ）∑Ts＝0 g（τ�s）·

W （T＋3）∑T＋2τ＝0G（τ＋1�τ）∑
T

s＝0
g（τ�s） －1＝

W ＝‖u‖
从而

‖Tu‖ ≥ ‖u‖�　∀u∈∂Ω2 ∩ P （14）
　　结合式（13）和式（14）并根据锥拉伸锥压缩定
理［7�8］可知�T 在 P∩（-Ω2＼Ω1）中至少有一个不动点
u1�即边值问题（P）至少有一个正解 u1�且δ≤‖u1‖
≤W．

（b） 令Ω1＝｛u∈E|‖u‖＜W｝�则由（a）知
‖Tu‖ ≤ ‖u‖�　∀u∈∂Ω1 ∩ P （15）

根据条件（H4）知�存在 N＞W�使
f （k�u（k））≤ Mu（k）�u（k） ≥ N�k∈ ［0�T ］

需分两种情况来证明�即 f 是有界的或 f 是无界的
两种情况．

（ⅰ） 设 f 是有界的�即存在 R＞0�使得
f （k�u（k））≤ R�k∈ ［0�T ］�u（k） ∈ ［0�∞） （16）
令　　 N1＝ max 2W�R∑T＋2τ＝0G（k�τ）∑

T

s＝0
g（τ�s）

∀u∈P�使得‖u‖＝N1�由引理1及式（16）有
（Tu）（k）≤∑T＋2τ＝0G（τ＋1�τ）∑

T

s＝0
g（τ�s） f （s�u（s））≤

　　∑T＋2τ＝0G（τ＋1�τ）∑
T

s＝0
g（τ�s）R≤ N1＝‖u‖

从而

‖Tu‖ ≤ ‖u‖�∀u∈∂Ω2 ∩ P�
　　　Ω2＝｛u∈ E|‖u‖＜W｝ （17）

　　（ⅱ） 设 f 是无界的�则存在 N1＞max｛2W�
N｝�使得

f （k�u（k））≤ f（k�N1）　　　
　　　0≤ u（k） ≤ N1�　k∈ ［0�T ］ （18）

令 Ω2＝｛u∈E|‖u‖＜N1｝
∀u∈∂Ω1∩P�由引理1及式（18）有
（Tu）（k）≥∑T＋2τ＝0G（τ＋1�τ）∑

T

s＝0
g（τ�s） f （s�u（s））≤

∑T＋2τ＝0G（τ＋1�τ）∑
T

s＝0
g（τ�s） f （s�N1）≤
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∑T＋2τ＝0G（τ＋1�τ）∑
T

s＝0
g（τ�s）MN1＝ N1＝‖u‖

从而

‖Tu‖ ≤ ‖u‖�　∀u∈∂Ω2 ∩ P （17）
　　结合式（15）及式（17）或式（19）根据锥拉伸锥压
缩定理［7�8］知�T 在 P∩（-Ω2＼Ω1）中至少有一个不动
点 u2�即问题（P）至少有一正解 u2�且‖u2‖≥W．

（c） 从（a）与（b）两部分的证明知边值问题（P）
有两个正解 u1�u2�使得0＜‖u1‖≤W≤‖u2‖．

下面举两个例子．
例1　考虑边值问题
Δ4（u）k＋10－4（u2＋2） ＝0�k∈ ［0�12］
u（0） ＝ u（16） ＝Δ2u（0） ＝Δ2u（14） ＝0

式中　 f （k�u）＝10－4（u2＋2）
从 f 的表达式知：

lim
u→0＋

min
k∈［0�12］

f （k�u）
u ＝∞

lim
u→∞ min

k∈［0�12］
f （k�u）
u ＝∞

从而定理1中的（H1）�（H2）成立．
设 W＞0存在�使得

max
k∈［0�12］ f （k�u（k））≤ W ∑14τ＝0G（τ＋1�τ）∑

12

s＝0
g（τ�s） －1

又　　　　 max
k∈［0�12］ f （k�u（k））≤10－4（W2＋2）

（0≤ u（k） ≤ W）　　　　
∑14τ＝0G（τ＋1�τ）∑

12

s＝0
g（τ�s）≤

∑14τ＝0G（τ＋1�τ）∑
12

s＝0
G（s＋1�s） ＝

∑14τ＝0 116（τ＋1�15－τ）∑
12

s＝0
114（s＋1�13－s）≤

2730
为了使

max
k∈［0�12］ f （k�u（k））≤ W ∑14τ＝0G（τ＋1�τ）∑

12

s＝0
g（τ�s） －1

设 10－4（W2＋2）≤ W［2370］－1 ≤
　　　　W ∑14τ＝0G（τ＋1�τ）∑

T

s＝0
G（τ�s） －1

即 　　　0．5904≤W≤3．9863
由定理1的（c）知该边值问题有两个正解 u1�

u2�使得0＜‖u1‖≤0．5904�‖u2‖≥3．9863．
例2　考虑下述边值问题
Δ4（u）k＋ u2e－|u|＝0�k∈ ［0�12］
u（0） ＝ u（16） ＝Δ2u（0） ＝Δ2u（14） ＝0

其中 f （k�u） ＝ u2e－|u|�从 f 的表达式知：

lim
u→0＋

max
k∈［0�12］

f （k�u）
u ＝0

lim
u→∞ max

k∈［0�12］
f （k�u）
u ＝0

从而定理2中的（H3）�（H4）成立．
设存在 W≤2�根据 f 的递增性当 u（k）∈［0�

2］�从而有
min
k∈［0�12］ f （k�u（k））≥ W15

2e－W15
W15≤ u（k） ≤ W

为了使

　 min
k∈［0�12］ f （k�u（k））≥

　　　W （12＋3）∑14τ＝0G（τ＋1�τ）∑
12

s＝0
G（τ�s） －1

成立．设
W15

2e－W15 ≥W （12＋3）∑14τ＝0G（τ＋1�τ）∑
12

s＝0
G（τ�s） －1

成立．从而有
W15

2e－W15 ≥ W15×2370
即有0．0061≤W≤2．

由定理2的（c）知道该边值问题有两个正解 u1�
u2�满足0＜‖u1‖≤0．0061�‖u2‖≥2．
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