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1 引言
迭代学习控制的概念由 Arimoto 与 1984 年首先提出[1]，并且

由于迭代学习对复杂系统输出轨迹跟踪的优越性，其已成为控制

领域的研究热点之一[2]。在 Arimoto 之后，Moore 也对迭代学习控

制进行了相关研究[3]。此外，国内外研究学者对迭代学习控制及其

特性展开了了诸多研究[4-5]。现阶段，科研人员将越来越多的注意

力放在了提出更优的迭代学习控制的学习率，力争使得迭代学习

控制算法具有良好的稳定性及收敛性，提高收敛速度，增强算法的

鲁棒性等。一个好的迭代学习控制律应当具有良好的稳定性，以及

优秀的迭代收敛速度[6]。Arimoto 首先提出 PID 型学习控制律[7]，并

且证明了线性系统在 D 型学习律下的稳定性和收敛性，后来的

学者对其他复杂系统进行了稳定性及收敛性证明，从而补充了迭

代学习控制律的应用范围。例如谢胜利等对非线性连续系统[8]进行

了系统的分析、杨胜跃对离散系统的迭代学习控制律阐述了自己的

观点[9]。在基本闭环 PD 型迭代学习控制算法中引入了动态扩张-收

缩因子（dynamic expansion compression coefficient，DECC），以提

高了现有自适应迭代学习算法的收敛速度以及收敛精度，并将鲁

棒控制引入迭代学习算法，进一步增强算法的稳定性。引入

Lyapunov 函数定理证明了在所提学习控制律作用下信号的有界

性及系统的收敛性。最后将该控制律应用至一类具有重复运行性

质的非线性系统中，验证改进后的自适应闭环 PD 型控制算法的

有效性。

2 问题描述
2.1 研究对象

我们考虑在区间［0，T］上具有重复运行性质的一阶非线性

时滞系统：

摘 要：针对普通闭环 PD 型迭代学习控制算法收敛速度慢且收敛精度不高的问题，通过在闭环 PD 型控制算法中引入

动态扩张-收缩因子（dynamic expansion compression coefficient，DECC）的方法，提高闭环 PD 型算法的收敛速度以及收

敛精度。同时将鲁棒控制引入至算法中，进一步提高算法抑制外界干扰的能力。通过构造李雅普诺夫函数证明了在所提

改进的控制律作用下的信号是有界且收敛的。最后将改进的迭代学习控制算法应用在一类具有重复运行性质的非线性

系统中，证明所提算法是有效的。
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x觶 i（t）=θ（t）ε（xi（t），t）+ph（xi（t-τ），t）+ui（t）+d（t）
yi（t）=xi（t）
xi（t）=准i（t），t∈［-τ，0

∈
∈
∈
∈
∈
∈
∈
∈
∈
∈
∈ ］

（1）

式中：i=0，1，2…—系统的迭代次数；x∈R—可测的系统状态；u∈
R—系统的控制输入；t∈［0，T］；θ（t）—［0，T］有界时变函

数；p—位置常量；τ—系统时延；d（t）∈R—外部扰动；准i（t）—

在［-τ，0］上的光滑函数；ε（xi ，t）和 h（xi（t-τ），t）—关于 x，t

的满足局部 Lipchitz 条件的非线性函数。
不妨令给定的跟踪轨迹的动态方程为 yd（t）=fr=f（xr，r，t），t∈

［0，T］，则系统的输出误差 ei（t）=yd（t）-yi（t）。
对误差两边求导数，可得：

e觶 t（t）=fr -θ（t）εi（t）-phi（t，τ）-ui（t）-d（t） （2）
初态学习率为：
xi+1（0）=xi（0）+Lei （3）
为了便于分析和说明，不妨假设系统（1）有如下合理性特性：

特性 1.规定 yd 和 fr 在 t∈［0，T］的范围内处处有界；

特性 2.规定初值 ei（0） 燮C，式中：C—一个有界常数；

特性 3.规定外部扰动在一定的范围内波动，即 d（t）燮θ（t），

t∈［0，T］，式中：θ（t）—已知连续函数。

2.2 动态扩张 - 收缩系数

动态扩张-收缩系数 β 能够调节迭代学习算法的收敛过程，β

的控制方式对于算法的计算性能具有重要的影响，其表达式如下：

β= 1
λ ×λe

1- N
N+1-k

式中：β—动态扩张-收缩因子；λ—正整数；N—最大迭代次数；

k—当前迭代次数。

动态扩张-收缩因子（DECC）可以随着迭代的进行线性减

小，迭代初期较大的 β 有利于加快迭代速度，使得迭代学习更好

地跟踪期望的输出轨迹，随着迭代次数的增加，压缩因子逐渐收

敛，输出较小 β 以提高迭代精度，实际输出轨迹和期望输出轨迹

误差尽可能解决零，提高了迭代算法的精度。

2.3 学习控制律的提出

采用改进的 PD 型自适应迭代学习控制律，并用鲁棒控制来

抑制外界干扰，控制器的形式如下所示：

ui（t）=β
kp ei（t）+kd e觶 i（t）+fr-θ赞 i（t）εi

-p赞 i hi+α（sgn（ei（t））θ（t）
t t

）
（4）

式中：kp>0—控制器比例增益；kd>0—控制器微分增益；θ赞 i（t），p赞 i—
对未知参数的估计值；β—动态扩张-收缩系数；α—自适应

控制律因子。

对于未知参数 θ（t），采用如下的差分型自适应控制律：

θ赞 i（t）=proj（θ赞 i-1（t））-q1εi ei（t），θ赞 0（t）=0 （5）

其中，proj（·）=
· ·燮θ*
sign（·）θ* · >θθ *

对于未知参数 p，采用如下的微分自适应控制律：

p赞 i（t）=-q2h（xi（t-τ），t）ei（t）

p赞 0（t）=0，p赞 i+1（t）=p赞 i（T

∈
∈
∈∈
θ
∈
∈
∈
∈ ）

（6）

式中：q1，q2>0—参数学习增益。

将式（4）～式（6）带入式（2），可得：

e觶 t（t）= β
1+kd

-kp ei（t）-准iεi -准i hi

-（di（t）+α（sgn（ei（t））θ（t））t t）
（7）

其中，准i（t）=θ（t）-θ赞 i（t），φi（t）=p-p赞 i（t）。

3 收敛性分析
对于式（1）所描述的系统，令 t∈［0，T］时满足上文所提到的

假设 1、假设 2、假设 3，若给定如下条件

（1） 1-L <1；

（2）子序列｛eij｝∈｛ei｝，当 ij 趋于无穷时 eij T燮ε 对于任

意 δ>0 都成立，其中，ε= （C
2
+δ）

2kp

1+kd
t t姨 ；

（3）当 i 趋于无穷时有 eij T燮ε0 ，对于任意小的 ε0 >0 和

k> C
2

2ε
2

0

都成立。

则可以推出系统具有以下特性：

①在区间［0，T］上，随着迭代次数 i 趋于无穷大，跟踪误差

eij T 逐渐收敛于 0，即lim
i→∞

T

0乙 ei

2
dσ=0。

②闭环系统中信号 xi，θi，q1，q2 和 ui 在 L
2

［0，T］范数意义下有

界。

3.1 系统有界性证明

不妨假设Lyapunov 函数[10]：

Vi（t）= 12（ei（t））
2
+ 1
2q2（1+kd）

（φi（t））
2
+

1
2q1（1+kd）

t

0乙（准i（σ））
2
dσ （8）

对上式求导，有：

V觶（t）=ei ei-
1

q2（1+kd）
φiφi+

1
2q1（1+kd）

准
2

i

将式（7）带入上式，可得：

V觶（t）= β
1+kd

-kp e
2

i -准iεi ei +
1
2q1

准
2

i

-ei（di（t）+α（sgn（ei（t））θ（t））
t t

）
（9）

当 i=1，t=0 时：

V1（0）燮 1
2 C

2
+ β
2q1（1+kd）

p
2

已知 C，p 都是有界常数，故 V1（0）是有界的。

由上可以推出：
β［-ei（di（t）+α（sgn（ei）θ（t）））］

燮- ei θ（t）+ ei θ（t）＝0

由式（5）可以推出，ε1 e1＝-
1
q1

θ赞 1（t），把该式代入式（9）有：

V觶 1（t）燮 β
2q1（1+kd）

θ
*2

式中：θ*— 一个有界常数，因此知道V觶 1（t）在［0，T］是有界的，又根
据 Vl（t）是有界的，可以推出 V1（t）在［0，T］上是有界的，则

可知 e1，θ赞 1，p赞 1，u1及其导数在［0，T］上均有界。

利用数学归纳法，不妨设 ei-1 ，φ赞 i-1 ，准赞 i-1 ，i叟2 在［0，T］上是有

界的，则根据式（9）可知：

V觶 t（t）燮 β
（1+kd）

-kp e
2

i -准iεi ei+
1
2q1

准
2

it t
将差分自适应控制率（5）带入上式，可得：

V觶 t（t）燮 α
2q1（1+kd）

准
2

i-1 （10）
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根据假设 2 和式（5）可知：

Vt（0）燮 1
2 C

2
+ β
2q2（1+kd）

（φi-1（T））
2

（11）

由假设 ei-1 ，φ赞 i-1 ，准赞 i-1 ，i叟2 在［0，T］上是有界的可以得到V觶 t（t）

和 Vt（0）是有界的，则可以推出 Vt（i）在［0，T］上是有界的。进一步

可知 ei ，φ赞 i ，准赞 i ，ui 在［0，T］上是有界的，这样 xi，yi 的有界性就得到

了保证。
综上，我们可知，在区间［0，T］上，所有信号都是有界的。

3.2 系统的收敛性证明

计算相邻两次 Lyapunov 函数的差值：
△Vi（t）=Vi（t）-Vi-1（t）
△Vi（t）=Vi（t）-Vi-1（t）=
1
2（ei（t））

2
+ β
2q2（1+kd）

（φi（t））
2
+

β
2q1（1+kd）

t

0乙（准i（σ））
2
-（准i-1（σ））

2乙 乙dσ-
1
2（ei-1（t））

2
- β
2q2（1+kd）

（φi-1（t））
2

（12）

对上式进行逐项分析。
首先根据假设 2、式（5）以及式（6），可知式（12）右边第一项

展开计算为：
1
2（ei（t））

2
= 12（ei（0））

2
+

t

0乙ei（σ）e觶 i（σ）dσ （13）

对式（12）右边第二项展开计算为：
1

2q2（1+kd）
（φi（t））

2
= β
2q2（1+kd）

（φi（0））
2
+

β
（1+kd）

t

0乙φi（σ）hi eidσ （14）

对式（12）右边第三项展开计算为：

1
2（准

2

i -准
2

i-1）燮
1
2

θ-θ赞 i乙 乙
2

-

θ-proj（θ赞 i-1乙 乙）
2

t
t
t
t
t
t
tt
t

t
t
t
t
t
t
tt
t

=准iεi ei-
1
2 ε

2

i e
2

i （15）

则有：
β

2q1（1+kd）

t

0乙（准i（σ））
2
-（准i-1（σ））

2乙 乙dσ=

β
q1（1+kd）

t

0乙 准iεi ei-
1
2 ε

2

i e
2

i乙 乙dσ （16）

将式（13）、式（14）和式（16）代入式（12）中，整理可得：

△Vi（t）燮 β
1+kd

+

1
2q2

（φi（0））
2
-（φi-1（t））

2乙 乙+
t

0乙（-kp e
2

i（σ））d

t
t
t
t
t
t
t
tt
t

t
t
t
t
t
t
t
tt
t

σ
+

1
2（ei（0））

2
- 12（ei-1（t））

2
（17）

经过多次迭代，Vi（t）可以表示为：

Vi（t）燮V0（t）+ 12

i

j=1
Σ（ej（0））

2
- 1
1+kd

t

j=1
Σ

t

0乙（kp e
2

j（σ））dσ

- 12

i-1

j
Σ（ej（t））

2
（+ 1

2q2

i

j=1
Σ（φj（0））

2
-（φj-1（t））

2乙 乙 （18）

因此当 i 趋于无穷时，有：

lim
i→∞

Vi（t）燮V0（t）+ 12 lim
i→∞

i

j=1
Σ（ej（0））

2
-

ρ
1+kd

lim
i→∞

t

j=1
Σ

T

0乙（kp e
2

j（σ））dσ-

1
2 lim

i→∞

i-1

j=1
Σ（ej（t））

2
+

1
2q2

lim
i→∞

i

j=1
Σ（φj（0））

2
-（φj-1（t））

2乙 乙 （19）

应用反证法，不妨设存在一个正整数N，对于 i叟N有 ei（0）

叟ε，接下来设 t=T，由上文推导可知，存在 ei（0）燮C，把这些条

件代入（19），可知：

lim
i→∞

Vi（T）燮B+lim
i→∞

1
2（i-N）C

2
- β
1+kd

lim
i→∞

（i-N）kpε
2

（20）

B=V0（T）+ 12 NC
2
- α
1+kd

lim
i→∞

N

j=1
Σ

T

0乙（kp e
2

j）dσ 为一个常数。

将条件（2）代入到式（18）中，可得：

lim
i→∞

Vi（T）燮B- lim
i→∞

（i-N）δ （21）

显然上式右侧小于 0，即不满足 Vi（t）叟0。
综上可知，对于正整数 N 以及和任意小的正数 ε，对于 i叟N

有 ei T<ε。根据式（19）可知：

Vi（T）燮V0（T）+ 12 iC
2
- βkd

1+kd

i

j=1
Σ ej

2

T （22）

由上式可以看出随着 ej T 增大的速度增加，Vi（T）减小的

速度随之增加，不妨取的 ej T 最小值 ε0，根据条件（3），保证了

△Vi（T）=Vi（T）-Vi-1（T）= 1
2 C

2
- βkp

1+kd

ej T <0，即误差是收敛

的，证毕。

4 仿真实例
考虑如下重复运行的系统：

x（t）=px（t-τ）+θ（t） x（t）
2
+x（t乙 乙） +u（t）+d（t）

y（t）=x（t
→

）
（23）

式中时延项常参数 p=5，不确定参数 θ（t）=1+cos（πt），d（t）=
0.3cos（πt）是干扰项，时延 τ=1。

设定系统的期望轨迹为：yd（t）=fr=11（t-t
2
）-0.7。

仿真时，取控制器比例参数 kp=5，kd=0.5，根据式（4）的描述，

设计控制器如下：

ui（t）=β

-yr（t）+cos（πt）-p赞 i（t）x（t-1）-

θ赞 i（t）x
2
（t）+5ei（t）+0.5e觶 i（t）+

α（sgn（ei（t））θ（t）

t
t
t
t
t
t
t
t
t
t
tt
t

t
t
t
t
t
t
t
t
t
t
tt
t

）

（24）

自适应参数控制律为：

θ赞 i（t）=proj θ赞 i-1（t乙 乙） -20ei（t）x
2
（t）

p赞 i（t）=-10x（t-1）ei（t

→
→
→→
→
→
→
→
→ ）

（25）

不妨假设系统（2）在所建立的控制器下具有收敛性，为了证

明其收敛，我们引入最大跟踪误差，定义如下：

sup ek（t）= max
t∈

h
a
k ，∈ ∈1

yd（t）-yk（t） （26）

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

2

1.5

1

0.5

0

-0.5

图 1 系统输出跟踪过程
Fig.1 Tracking Processes of System Output

系统在控制器（24）的作用下系统输出对期望输出跟踪的过

程，如图 1 所示。从图 1 中可以看出，虽然在第一次迭代中，系统
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的实际输出轨迹和对期望轨迹的跟踪效果并不令人满意，但随着

迭代次数的增加，如图的 2 次、5 次、10 次迭代学习系统输出轨

迹，可以看出系统的输出始终可以一致单调收敛于期望轨迹。

系统引入的动态压缩-扩张系数以及自适应因子在迭代学

习过程中的变化规律，如图 2 所示。由前面分析可知，动态扩张-

收缩系数 DECC 可以随着迭代的进行线性减小，迭代初期较大的

β 有利于加快迭代速度，使得迭代学习更好地跟踪期望的输出轨

迹，随着迭代次数的增加，压缩因子逐渐收敛，输出较小 β 以提高

迭代精度，实际输出轨迹和期望输出轨迹误差尽可能解决零，提

高了迭代算法的精度，动态压缩-扩张系数以及自适应因子并不

等于 0，而是在 0 附近小范围波动。图 2 很好的展现了这一过程，

动态压缩-扩张系数以及自适应因子变化符合预期。
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图 2 动态压缩-扩张系数及自适应因子变化规律
Fig.2 Dynamic Compression Expansion Coefficient

and Adaptive Factor Variation Law

最大跟踪误差 supek（t）的变化曲线，如图 3 所示。其中，supek

（t）的定义为式（26）所示。可以看出，在迭代后，系统的最大跟踪

误差稳定在 0 附近，这与前面系统的输出跟踪是一致的。
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图 3 历次迭代下最大跟踪误差
Fig.3 Maximum Tracking Error Under Previous Iteration

自适应闭环 PD 型迭代学习律与所提出的改进后自适应闭

环 PD 型迭代学习律进行比较，如图 4 所示。由图 4 可知，相比于

一般的迭代学习控制算法，算法可以使得系统输出更快的跟踪期

望输出，当迭代次数 k→∞时，可以实现 t∈［0，T］上的完全跟踪。
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图 4 自适应迭代学习控制与改进的迭代学习控制最大跟踪误差对比
Fig.4 Adaptive Iterative Learning Control and Improved Iterative

Learning Control for Maximum Tracking Error Comparison

5 结论
针对普通闭环 PD 型迭代学习控制算法收敛速度慢且收敛

精度不高的问题，对基本闭环 PD 型算法进行改进，在算法中引

入了动态扩张-收缩因子 DECC，从而提高了现有自适应迭代

学习算法的收敛速度以及收敛精度。其中，新引入的动态扩张-
收缩因子 DECC 可以随着迭代的进行线性减小，这种特性的好

处是，在迭代初期，较大的 DECC 有利于加快收敛速度，而在迭

代后期，较小的 DECC 有利于提高迭代精度。最后将该控制律

应用至一类具有重复运行性质的非线性系统中，验证了算法的

有效性，对工业中面对的类似控制对象的控制系统设计具有一定

得参考价值。
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