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二维受限编码信道容量的分析

张远平 王 雅* 仲 波
( 兰州理工大学计算机与通信学院 , 兰州 730050)

摘 要 分析证明了二维的游程限制码在水平和垂直方向上受限条件相同 , 且k2=d2, d2≥d1, d1≤k1≤d1+d2的情况下信道容量为

零。
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游程限制码 已经被广泛 地应用于数 字存储技

术中, 尤其是磁记录和光记录 [1]。目前最常见的游程

限制是 ( d, k) 限制 : 一个二元序列 , 如果0的循环个

数最小为d1, 最大为k1, 1的循环个数最小为d2, 最大

为k2, 则称这个序列为一维的( d1, k1, d2, k2) 游程受限

码。目前研究的一维限制码, 都是假设1的循环个数

为1, 只讨论0循环个数的变化 , 此时如果0的循环在

d和k之间, 则信道容量记为C( d, k) 。Calkin和Wilf给

出了C( 1, ∞) 上下界的范围[2]。Ashley证明了C( 1, 2) =

0[3] , Kato改进了这个证明 , 并且给出当且仅当k>d+1

时C( d, k) >0[4]。

一个m×n的二元数组, 如果在水平方向0和1的

限制分别满足d1, k1和d2, k2; 竖直方向0和1的限制分

别满足d3, k3和d4, k4, 则称这个限制为二维( d1, k1, d2,

k2; d3, k3, d4, k4) 游程限制码。

二维的 ( d1, k1, d2, k2; d3, k3, d4, k4) 游程 限制码的

信道容量

C( d1, k1, d2, k2; d3, k3, d4, k4) =

lim
m, n→∞

log2N( m, n|d1, k1, d2, k2; d3, k3, d4, k4)
mn

,

其中 , N( m, n|d1, k1, d2, k2; d3, k3, d4, k4) 为满足 ( d1, k1,

d2, k2; d3, k3, d4, k4) 限制的m×n的二元数组排列的个

数 [5]。二维的游程限制码目前被广泛研究[6—12]。文献

[ 10] 中 , 证 明 了 二 维 的 ( d, k) 限 制 容 量 是 存 在 的 。

Etzion等定 义了二维的( d1, k1, d2, k2; d3, k3, d4, k4) 游程

受限码 [12,13] , Golin等利用转移矩阵方法分析了一类

二维的读写分离受限码的容量 , 并给出了比较精确

的估计 [14]。Kato在此基础上进一步细化了受限条件,

指出d和k在一些特定关系下容量的值 [15]。

本文分析的问题仍然基于水平和竖直方向上0

和1的循环个数相等 , 但在同一方向上它们的循环

个数不等的情况 ; 要解决的是 , 当d1, k1, d2, k2, d3, k3,

d4, k4取何值时, 信道容量是大于或者等于0的。文中

提 及 的 概 念 , 如 对 角 线 、块 、行 齐 平 、列 齐 平 、行 相

交、列相交等参照文献[ 5] 。

1 基本概念和结果

文献[5] 中详细分析了当d1=d3, k1=k3, d2=d4, k2=k4情

况下, 如果k2=d2且d1≤d2, k1≥d1+2d2, C(d1, k1, d2, d2) >0。

但是, 当d1=d3, k1=k3, d2=d4, k2=k4情况下, 如果k2=d2且

d1≤d2, d1<k1<d1+2d2, 容量是零还是正值仍然未知。

本文讨论当d1=d3, k1=k3, d2=d4, k2=k4情况下 , 如

果k2=d2且d1≤d2, d1<k1≤d1+d2时容量的情况 , 即把文

献[ 5] 中k1讨论范围的上界缩小, 来研究容量的取值

情况。

假 设k1=d1+d2。则 此 二 维 限 制 码 的 容 量 即 为

C( d1, d1+d2, d2, k2; d1, d1+d2, d2, k2) , 简写为C( d1, k1, d2,

d2) , 用符号Θ表示这个受限条件 , 那么 , 此容量记作

C( Θ) 。
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图2

图1 二元数组

引理1[1] 只要满足上述受限条件Θ, 那么二元

数组中所有的1都在一个对角线或者块中。

引理2[2] 只要满足上述受限条件Θ, 且二元数

组中每一个1都包含在一个对角线内 , 那么此时的

信道容量为0。

引理3[3] 当di′≤di≤ki≤ki′, 1≤i≤4时,

C( d1, k1, d2, k2; d3, k3, d4, k4) ≤C( d1′, k1′, d2′, k2′; d3′,

k3′, d4′, k4′) 。

2 容量分析

本文主要工作就是证明下述引理 , 并给出满足

受限条件的编码的具体构成形式。

引理4 若二维限制码满足上述受限条件Θ, 则

此限制码中所有的1都在对角线中。

由引理2可知 , 只要所有的1都在对角线中 , 其

容量就为0。由引理1, 接下来要做的工作是分析它

们在块中的情形。

情况1: 当二元数组中存在一个全1块。

假设一个m×n的二元数组中存在某一个满足Θ

的对角线 , 且该对角线为右对角线 , 因d2=k2, 所以该

对角线的每一行只能比下一行向右移一个位置 , 称

此对角线为D, 且它的周期为( d2, d2) 。B为一个d2×d2

的全1块 , B"D, 它们之间被0循环隔开 , 且B位于D

的右方, 如图1所示。

这里引入坐标系的概念 , 假设块B最左上角位

置的1在坐标系中的位置为( i, j) , 设B最左上角位置

的1距该行D的长度为d1+m, 0≤m≤d2。那么, D中同样

位于第j行的最右边1的位置为( i- d1- m- 1, j) ; B的最

左下方位置的1的坐标为( i, j- d2) 。在这一行上D的

最右边的1的坐标为( i- d1- d2- m- 1, j- d2) 。则j- d2行从

D到B的长度为d1+d2+m, 根据受限条件Θ, 知道0的循

环个数在d1和d1+d2之间 , 可知m=0, 此时的坐标分布

是满足受限条件的。

( 1) B下面一行, 即j- d2- 1行, 如图1所示 , 从i- d1-

d2- 1位置到i+d2位置用R表示0的循环个数 , 那么R为

D1+2d2+1。事实上, 最大连0数只能为d1+d2, 所以不满

足水平上的0的受限条件, 故在R中必然至少存在d2

个连续1, 使得0的连续个数满足其受限条件。考虑

到垂直方向上1的连续个数只能为d2, 引入另一个

d2×d2全1块B′, 令B′位于B和D的中间, 如图2所示。假

设B′和B行相交。B最左下角( i, j- d2) 位置的1和D最

右边( i- d2- d1- 1, j- d2) 位置上的1之间相隔d1+d2个0,

若B′最左上角的1距D的长度为x, x≥d1, 最右上角的

1距B的长度为y, y≥d2, x+y>d1+d2, 违背了0的水平受

限条件, 所以B' 和B不能行相交, 只能是行齐平。

( 2) 假设B′和B之间有相隔 , 由于已经证明它们

行齐平, B′的位置如图3所示, V是紧靠B最左边一列

的一段竖直的连续的0的个数 , 从与D相交的位置

( i- 1, j+d1- 1) 开始到B′最下面一行 , 坐标为 ( i- 1, j-

2d2) , 显然 , V的长度为d1+2d2- 1>d1+d2, 与0的垂直受

限相矛盾。 从而得到B′与B是列齐平的。

图3 B与B' 相隔
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故而 , B′和B不但行齐平而且列齐平。假设成

立, 它们上下延展就得到一个由无数个d2×d2块组成

的对角线。

由引理2得知, 此时C( Θ) =0。

情况2: 当二元数组中存在两个全1块。

令Ai和Bi都是d2×d2的全1块, i≥1。其实Ai和Bi是

相同的 , 在这里给出不同的形式 , 只是为了便于后

面的论述。

首先, 假设A1和B1部分行相交 , 两者之间在水平

上的距离为x1, 且B1位于A1的右下方。令x1是最小的0

的循环长度, 则x1≥d1。其它的构造可以用相似的方

法来证明。

接着, 考虑A2的位置。若A2位于A1的右边 , 那么

A2与B1之间距离必定小于x1, 这与x1≥d1相矛盾, 所以

A2只能在A1的左边。如果A2与A1行相交, 如图4( a) 所

示。A2与A1之间0的循环长度为y, y≥d1; 令z为A2与B1

之间0的循环长度 , 显然 , z=y+d2+x1>d1+d2, 与0的水

平受限条件相矛盾。因A1宽度为d2, x1≥d1, z≤d1+d2,

可得y=0, x1=d1, z=d1+d2, 那么, A2与A1是列齐平; 又因

A2和B1之间的0循环要满足水平限制 , 而y=0, 所以A2

与A1也是行齐平。

下面 , 考虑B2的位置。若B2在B1的右边 , 不能满

足0循环的水平受限条件 , 所以B2只能位于B1的左下

方, 假设它们是部分列相交, 如图4( b) 所示。因为z=

d1+d2, 而B2宽度为d2, 但最短0循环长度为d1, 所以B2

和B1只能是列齐平。又因为B2必须阻挡B1下面一行,

使得其满足从A2开始的0的水平循环 , 所以B2和B1也

是行齐平。如图4( c) 所示。

考虑到0循环的垂直受限 , 令v为A1右面一列 , 顶

端与A1的最上方一行齐平, 底端到B2的最上方一行,

如图4( d) 所示。v≤d1+d2, 因d1≤d2, 所以B2和A1可能

列相交, 当它们列相交时 , w表示两者间的距离 , v=

w+d2≤d1+d2, 而w≥d1, 可得w=d1。

以此类推 , 可以得出Ai和Bi的位置 , Ai和Bi分别

构成各自的块的对角线。

由引理2得知, 此时C( Θ) =0。

由上述两部分证明可以得到, 引理4成立。

根据引理3和引理4, 得到本文中心结果。

定理5 只要满足k2=d2, d1≤d2受限 , d1<k1≤d1+

d2, 则C( d1, k1, d2, d2) =0。

3 结论

本文在文献[ 5] 的基础上分析了二维游程受限

码在d1=d3, k1=k3, d2=d4, k2=k4情况下, 如果k2=d2且d1≤

d2, d1<k1≤d1+d2时信道容量为0。缩小了受限的范围,

使得结果进一步精确。
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[ Abstract] ( h0, h, L) - stability of impulsive hybrid systems is developed by the direct method and the

comparison method.

[ Key words] impulsive hybrid systems ( h0, h, L) - stability direct method comparison method

有u( t, t0, u0) <ρ, t≥t0 。取δ* =δ=δ( ρ) , 即 得 ( 7) 式 成

立。若不然, 对任意M* >0, 存在T>t0, T=T( M* ) , 使得

∞

T
$ u( t, t0, u0) dt>M*, 不妨 取M* = ( 1+M1+M2) ρ+1

C
, 此

时设T∈( tq, tq+1] , 则对任意t≥T( 不妨设[ T, t] 上有m

个脉冲时刻) , 对u′=- cu+βkuk积分可得

u( t) =u( T) +∑
j=q

q+m

djuj-
t

T
$cu( s) ds+∑

j=q

q+m

[ βj- 1uj- 1( tj- tj- 1) +

βq+muq+m( t- tq+m) ] <ρ+M1 ρ+M2 ρ- cM* =- 1, 矛盾。

故 ( 7) 式 成 立 , 即 得 系 统 ( 3) 零 解 是L- 一 致 稳

定的。再由定理2, 知系统 ( 1) 是 ( h0, h, L) - 一 致稳

定的。
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