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特性参数与温度相关的非局部广义
热弹问题的动态响应
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摘要：基于Ｇｒｅｅｎ－Ｌｉｎｄｓａｙ广义热弹性理论和Ｅｒｉｎｇｅｎ的非局部 弹 性 理 论，研 究 了 材 料 特 性 参 数 与 温 度 相 关、受 热

冲击和应力冲击作用的半无限大体的一维非局部热弹动态响应问题．借助于拉普拉斯积分变换及其数值反变换，经

数值求解，得到了无量纲温度、位移、应力的分布规律，并用图形进行表示．分别研究了温度相关的材料特性参数、分

数阶参数及非局部效应参数对温度、位移和应力的影响效应，结果表明：温度相关的材料特性参数对各物理量的影

响显著；分数阶系数对温度影响较大，对位移和应力 影 响 不 大；非 局 部 效 应 参 数 对 位 移 和 应 力 有 显 著 影 响，对 温 度

影响较小．
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　　随着激光脉冲、微波等加热技术的发展以及器

件的小型化，采用经典热弹性理论已不能准确描述

时间极短情形 下 材 料 的 热 力 学 行 为．经 典 热 弹 性 理

论认为热的传播速度无限大，而这与实验观测相悖，
在极低温或超快速传热中，热的传播速度有限［１］．为
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了弥补经典热弹性理论的不足，人们建立了广义热

弹性 理 论，其 中，由 Ｌｏｒｄ和 Ｓｈｕｌｍａｎ［２］（Ｌ－Ｓ）及

Ｇｒｅｅｎ和Ｌｉｎｄｓａｙ［３］（Ｇ－Ｌ）分 别 建 立 的 广 义 热 弹 性

理论得到了较广泛的应用．在Ｌ－Ｓ理论中，通过引入

一个热松弛时间因子及热流率的乘积项，对经典的

Ｆｏｕｒｉｅｒ热传导方程进行修正；而在Ｇ－Ｌ理论中，则

在本构方程和能量方程中各引入了一个热松弛时间

因子．这两种理论都可描述热的波动性，即热以有限
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的速度进行传播．基于广义热弹性理论，学者们已开

展了大量的研究工作［４－６］．
自Ａｂｅｌ首次运用分数阶导数求解等时曲线问

题中积分方程的解之后，分数阶微积分已被成功用

来修正许多 现 有 的 物 理 模 型，尤 其 是 在 热 传 导、扩

散、粘弹性等领 域．就 空 间 而 言，分 数 阶 导 数 表 征 的

是一个物理过程在整个空间的性质，而整数解导数

仅表征该物理过程的某一特定位置的局部性质；就

时间而言，分数阶导数刻画整个物理或力学过程的

演化历史，而整数阶导数仅描述该物理过程某时间

点的变化［７］．分数阶微分模型弥补了整数阶微分 模

型的不足，使理论与实验结果更加吻合，进而更好地

促进用理 论 来 研 究 工 程 实 际 问 题．Ｙｏｕｓｓｅｆ［８－９］通 过

将Ｒｉｅｍａｎｎ－Ｌｉｏｕｖｉｌｌｅ分 数 阶 积 分 算 子 引 入 广 义 热

传导方程中，建立了分数阶广义热弹性理论；Ｓｈｅｒｉｅｆ
等［１０］则提出了 另 一 类 全 新 的 分 数 阶 广 义 热 弹 性 理

论．Ｙｕ等［１１］基于Ｇ－Ｌ热弹性理论将Ｃａｐｕｔｏ导数引

入Ｆｏｕｒｉｅｒ热传导方程，得到了Ｇ－Ｌ型分数 阶 热 弹

性理论，并分析讨论了分数阶系数对热弹响应的影

响．
以上理论主要适用于求解热作用时间属微尺度

而变形体的几 何 尺 寸 属 宏 观 尺 度 的 热 弹 性 问 题．而
当变形体的特征几何尺寸属微尺度时，其力学响应

呈现出很强的 尺 寸 相 关 性．为 了 描 述 这 种 尺 寸 相 关

效应，学者们对经典的连续介质力学理论进行了修

正，得到了可描述尺寸相关效应的非局部连续介质

力学理论，如：Ｅｒｉｎｇｅｎ［１２］的非局部弹性理论、Ａｉｆａｎ－
ｔｉｓ［１３－１４］的 应 变 梯 度 理 论 及 Ｙａｎｇ等［１５］的 修 正 的 耦

合应力理论等．其中，Ｅｒｉｎｇｅｎ的非局部弹性理论，作
为目前发展最成熟、应用最广泛的非局部连续介质

力学理论之一，认为：变形体内某点处的应力不仅与

该点处的应变相关，还与变形体内其它点处的应变

（包括应变的历史）相关，只是这种作用效应随距离

的增大而逐 渐 衰 减．Ｙｕ等［１６］将 非 局 部 效 应 引 入 热

弹本构方程研究了基于Ｅｒｉｎｇｅｎ的非局部模型尺度

相关的广义热弹问题．
一般而言，材料的特性参数，如弹性模 量、泊 松

比、热膨胀系数及热传导率等，与温度相关，这将进

而影响材料的热弹行为，学者们了开展了相关的研

究工作来揭示这种相关性［１７－１８］．
目前，有关考虑非局部效应的广义热弹问题的

研究还不多见，本文基于Ｅｒｉｎｇｅｎ非局部弹性理 论

和Ｇ－Ｌ广义热 弹 性 理 论，考 虑 分 数 阶 热 传 导，研 究

材料特性参数与温度相关的半无限体受热冲击和应

力冲击同时作用时的热弹响应问题．

１　非局部效应下的Ｇ－Ｌ广 义 热 弹 模

型

１．１　Ｅｒｉｎｇｅｎ非局部弹性理论

非局部 理 论 认 为，在 应 力 场 某 区 域Ｖ 内，对 位

置矢量为ｒ的任一点，该点的应力σｉｊ（ｒ），不仅与该

点的应变εｉｊ（ｒ）相关，还与区域Ｖ 内其它点处的应

变εｉｊｒ′（ ）相关，ｒ′指区域内除ｒ点 以 外 的 其 它 位 矢

点．非局部理论下的本构关系为

σｉｊ（ｒ）＝∫Ｖκｒ，ｒ′，χ（ ）σ′ｉｊｒ′（ ）ｄＶ　ｒ′（ ） （１）

σ′ｉｊｒ′（ ）＝λεκκｒ′（ ）δｉｊ＋２μεｉｊｒ′（ ） （２）

εｉｊｒ′（ ）＝
１
２
ｕｊｒ′（ ）
ｒ′ｉ

＋
ｕｉｒ′（ ）
ｒ′ｊ（ ） （３）

式中：σｉｊ是非局部应力；σ′ｉｊ是经典应力；λ和μ为拉

梅常 数；δｉｊ 为 Ｋｒｏｎｅｃｋｅｒ　ｄｅｌｔａ变 量；ｕｉ 是 位 移 矢

量；κｒ，ｒ′，χ（ ）为核函数，它由质点ｒ和ｒ′间的距离

ｒ′－ｒ 及非局部参数χ所决定．χ的定义如下：χ＝
ｅａ／ｌ，ｌ为 外 部 特 征 尺 寸，代 表 整 个 研 究 对 象 的 大

小，ａ为内部 特 征 长 度，表 示 非 局 部 空 间 的 大 小．对
不同研究对象，ｌ可 为 位 错 宽 度，或 裂 纹 长 度，或 应

力波波长等；ａ可为晶格尺寸，化学键长等．ｅ为材料

特征参数，由不同材料性质决定．ｅ的大小反应了微

观非局部尺度．本文将ｅａ作为非局部效应参数．
考虑到 非 局 部 积 分 的 计 算 存 在 一 定 的 困 难，

Ｅｒｉｎｇｅｎ通过假 设 和 代 换，得 到 了 简 化 后 的 非 局 部

弹性的微分本构表达式

１－ ｅａ（ ）２ !２（ ）σｉｊ ｘ（）＝σ′ｉｊ ｘ′（ ） （４）

１．２　非局部热弹模型

将Ｅｒｉｎｇｅｎ的应力非局部效应引入Ｇ－Ｌ广义热

弹性理论，考虑Ｙｕ等［１１］提出的分数阶热传导，相应

的控制方程如下：

σｊｉ，ｊ＝ρｕ
··
ｉ （５）

ｑｉ，ｉ＝－ρＴ０η
·

（６）

１－ ｅａ（ ）２ !２（ ）σｉｊ ｘ（）＝

　　λεｋｋδｉｊ＋２μεｉｊ－γθ＋τ１θ
·

（ ）δｉｊ （７）

ρη＝γεｋｋ ＋
ρＣＥ
Ｔ０

θ＋τ２θ
·

（ ） （８）

Ｄα－１Ｃ ｑｉ＝－κθ，ｉ （９）

εｉｊ＝
１
２
ｕｉ，ｊ＋ｕｊ，ｉ（ ） （１０）

式中：σｉｊ为应力分量；εｉｊ为应变分量；ρ为质量密度；

ｑｉ 为热 流 向 量 分 量；εｋｋ为 体 积 膨 胀 率；κ为 热 传 导

系数；η为熵密度；τ１，τ２ 为热松弛时间；ＣＥ 为比热；

θ＝Ｔ－Ｔ０，Ｔ 为 绝 对 温 度，Ｔ０ 为 参 考 温 度；γ＝
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３λ＋２μ（ ）αｔ，αｔ 为线性热膨胀系数；Ｄα－１Ｃ 为Ｃａｐｕｔｏ
分数阶导数，α为分数阶系数且０＜α≤１．

考虑与温度相关的材料特性参数，可假定

λ＝λ０ｆ１θ（），　μ＝μ０ｆ２θ（），　κ＝κ０ｆ３θ（）　
（１１）

式中：λ０、μ０、κ０ 均为常数；ｆｉθ（）ｉ＝１，２，３（ ）为无量

纲的温度 函 数．当 材 料 特 性 参 数 与 温 度 不 相 关 时，

ｆｉθ（）≡１，且λ＝λ０，μ＝μ０，κ＝κ０．
Ｒｉｓｈｉｎ等［１９］研究 了 金 属 材 料 的 弹 性 模 量 与 温

度之间的联系，结果证实，材料弹性模量随温度的增

加而单调减小．一般情况下，设

ｆｉθ（）＝ｆ θ（）＝１－ζθ　ｉ＝１，２，３（ ） （１２）
式中：ζ为材料常数，取经验值．当 Ｔ－Ｔ０ ／Ｔ０１
时，可简化为ｆθ（）≈１－ζＴ０．

对各向同性材料，当材料特性参数与温度相关、
计入非局部时，由式（５～９）可得其相应的控制方程

如下：

１－ ｅａ（ ）２ !２（ ）σｉｊ ｘ（）＝ １－ζＴ０（ ）×

　　λεｋｋδｉｊ＋２μεｉｊ－γθ＋τ１θ
·

（ ）δｉｊ（ ） （１３）

ρη＝ １－ζＴ０（ ）γεｋｋ ＋ρ
ＣＥ
Ｔ０

θ＋τ２θ
·

（ ） （１４）

Ｄα－１Ｃ ｑｉ＝－ １－ζＴ０（ ）κθ，ｉ （１５）

２　问题的描述及基本方程

为了应用上述理论，考虑材料特性参数与温度

相关的半无限体同时受热冲击和应力冲击的一维广

义热弹问题的动态响应．对一维问题，可设其非零的

位移分量为ｕｘ＝ｕ　ｘ，ｔ（ ），则方程（５，６）和（１３～１５）
可简化为

σ
ｘ＝ρ

２　ｕ
ｔ　２

（１６）

ｑ
ｘ＝－ρ

Ｔ０
η
ｔ

（１７）

１ －ｅａ（ ）２ 
２

ｘ２（ ）σ＝ １－ζＴ０（ ）×

　　 λ＋μ（ ）ε－γθ＋τ１θ
·

（ ）［ ］ （１８）

ρη＝ １－ζＴ０（ ）γε＋ρ
ＣＥ
Ｔ０

θ＋τ２θ
·

（ ）　 （１９）

Ｄα－１Ｃ ｑ＝－κ１－ζＴ０（ ）θ
ｘ

（２０）

由方程（１６～２０），可得温度及位移的耦合的控制方

程分别为

１－ζＴ０（ ） λ＋２μ（ ）
２　ｕ
ｘ２

－γ θ
ｘ＋τ１

２θ
ｘｔ（ ）［ ］＝

　　ρ１－ ｅａ（ ）２ 
２

ｘ２（ ）２　ｕｔ　２ （２１）

１－ζＴ０（ ）γＴ０Ｄα－１Ｃ
２　ｕ
ｘｔ＋ρ

ＣＥＤα－１Ｃ
θ
ｔ＋τ２

２θ
ｔ２（ ）＝

　　κ１－ζＴ０（ ）
２θ
ｘ２

（２２）

为了正则化各物理量，引入如下无量纲量：

ｘ＊ ＝ｃ０η０ｘ　ｕ＊ ＝ｃ０η０ｕ　（ｅａ）＊ ＝ｃ０η０ｅａ（ ）

ｔ＊ ＝ｃ２０η０ｔ　　τ＊１ ＝ｃ
２
０η０τ１　　τ＊２ ＝ｃ

２
０η０τ２

θ＊ ＝θＴ０
　σ＊ ＝σ

μ
　　ｃ２０＝

λ＋μ
ρ

　η０＝
ρＣＥ
κ

对方程（２１，２２）进行正则化，简洁起见，略去各物理

量右上角的＊号，正则化后的方程如下：

β
２２　ｕ
ｘ２

－ｂ θ
ｘ＋τ１

２θ
ｘｔ（ ）＝β２　１ －ｅａ（ ）２ 

２

ｘ２（ ）２　ｕｔ　２
（２３）

ｇＤα－１Ｃ
２　ｕ
ｘｔ＋

Ｄα－１Ｃ
θ
ｔ＋τ２

Ｄα－１Ｃ
２θ
ｔ　２
＝

２θ
ｘ２

（２４）

式中：β
２＝λ

＋２μ
μ

，ｂ＝
γＴ０
μ
，ｇ＝

γ
ρＣＥ

，＝
１

１－ζＴ０（ ）．

给定初始条件，当ｔ＝０时

ｕ　ｘ，ｔ＝０（ ）＝
ｕ
ｔ
ｘ，ｔ＝０（ ）＝０ （２５）

θｘ，ｔ＝０（ ）＝θ
ｔ
ｘ，ｔ＝０（ ）＝０ （２６）

边界条件，在ｘ＝０时

σｘ＝０，ｔ（ ）＝－σ０Ｈ　ｔ（），　θｘ＝０，ｔ（ ）＝θ０Ｈ　ｔ（）
（２７）

ｕ　ｘ→ ∞，ｔ（ ）＝θｘ→ ∞，ｔ（ ）＝０ （２８）

σ０，θ０ 为固定值，Ｈ　ｔ（）为 Ｈｅａｖｉｓｉｄｅ函数．

３　拉氏变换及问题的求解

应用拉普拉斯变换公式

Ｌ　ｆｔ（）［ ］＝ｆ
－

ｐ（）＝∫
∞

０
ｅ－ｐ　ｔ　ｆ　ｔ（）ｄｔ　　Ｒｅｐ（）＞０

（２９）
对方程（２３，２４）进行拉普拉斯变换，可得

β
２　 １＋ ｅａ（ ）２　ｐ２（ ）ｄ

２

ｄｘ２－ｐ
２［ ］ｕ－ ＝

　　ｂ　１＋τ１ｐ（ ）ｄθ
－

ｄｘ
（３０）

ｐαｇ
ｄｕ
－

ｄｘ＋ｐ
α １＋τ２ｐ（ ）θ

－

＝
ｄ２θ

－

ｄｘ２
（３１）

对边界条件进行拉普拉斯变换，可得

σ
－

＝ｘ＝０，ｐ（ ）＝－
σ０
ｐ
，θ
－

＝ｘ＝０，ｐ（ ）＝
θ０
ｐ

ｕ
－
ｘ→ ∞，ｐ（ ）＝θ

－

ｘ→ ∞，ｐ（ ）＝０
（３２）

联立方程（３０，３１），消去θ
－
，得到ｕ

－
满足的微分方程
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ｄ４　ｕ
－

ｄｘ４－
ｍ１
ｄ２　ｕ

－

ｄｘ２＋
ｍ２ｕ

－
＝０ （３３）

式中

ｍ１＝［β
２　ｐ２＋ｇｂｐα（１＋τ１ｐ）＋ｐαβ

２（１＋τ２ｐ）×

　　（１＋（ｅａ）２　ｐ２）］／β
２　１＋ ｅａ（ ）２　ｐ２（ ）

ｍ２＝
２　ｐαβ

２　１＋τ２ｐ（ ）ｐ２

β
２　１＋ ｅａ（ ）２　ｐ２（ ）

方程（３３）的通解如下：

ｕ
－
＝Ｃ１ｅ－ｋ１　ｘ ＋Ｃ２ｅｋ１　ｘ ＋Ｃ３ｅ－ｋ２　ｘ ＋Ｃ４ｅｋ２　ｘ （３４）

式中：Ｃｉｉ＝１，２，３，４（ ）为ｐ的参变量；ｋ１ 和ｋ２ 是如

下方程的两个特征根：

ｋ４ －ｍ１ｋ２＋ｍ２＝０
可得ｋ１ 和ｋ２ 为

ｋ１＝
ｍ１＋ ｍ２

１－４ｍ槡 ２

２槡
ｋ２＝

ｍ１－ ｍ２
１－４ｍ槡 ２

２槡
类似地，θ

－
满足的微分方程如下：

ｄ４θ
－

ｄｘ４－
ｍ１
ｄ２θ

－

ｄｘ２＋
ｍ２θ

－

＝０ （３５）

其通解为

θ
－

＝Ｃ１１ｅ－ｋ１　ｘ ＋Ｃ２２ｅｋ１　ｘ ＋Ｃ３３ｅ－ｋ２　ｘ ＋Ｃ４４ｅｋ２　ｘ

（３６）
式中：Ｃｉｉｉ＝１，２，３，４（ ）为ｐ的参变量．

将式（３４，３６）分 别 代 入 式（３０），可 得 如 下 关 系

式：

Ｃ１１＝β
２ｐ２－β

２　１＋ ｅａ（ ）２　ｐ２（ ）ｋ２１
ｂ　１＋τ１ｐ（ ）ｋ１

Ｃ１

Ｃ２２＝－β
２ｐ２－β

２　１＋ ｅａ（ ）２　ｐ２（ ）ｋ２１
ｂ　１＋τ１ｐ（ ）ｋ１

Ｃ２

Ｃ３３＝β
２ｐ２－β

２　１＋ ｅａ（ ）２　ｐ２（ ）ｋ２２
ｂ　１＋τ１ｐ（ ）ｋ２

Ｃ３

Ｃ４４＝－β
２ｐ２－β

２　１＋ ｅａ（ ）２　ｐ２（ ）ｋ２２
ｂ　１＋τ１ｐ（ ）ｋ２

Ｃ４

（３７）
把式（３４，３６）代入边界条件（３２），可得

Ｃ１＋Ｃ２＋Ｃ３＋Ｃ４＝０
Ｃ２ｅｋ１　ｘ ＋Ｃ４ｅｋ２　ｘ ＝０

Ｃ１１＋Ｃ２２＋Ｃ３３＋Ｃ４４＝
θ０
ｐ

Ｃ２２ｅｋ１　ｘ ＋Ｃ４４ｅｋ２　ｘ ＝０

（３８）

将式（３７）代入式（３８），可得

Ｃ１＝－
１＋ ｅａ（ ）２　ｐ２（ ）ｋ２２ｋ１σ０－ｐ２ｋ１σ０－ｂ　１＋τ１ｐ（ ）ｐ２ｋ１θ０

β
２　ｋ２２－ｋ２１（ ）ｐ３　１＋ ｅａ（ ）２　ｐ２（ ）

Ｃ２＝０

Ｃ３＝
１＋ ｅａ（ ）２　ｐ２（ ）ｋ２１ｋ２σ０－ｐ２ｋ２σ０－ｂ　１＋τ１ｐ（ ）ｐ２ｋ２θ０

β
２　ｋ２２－ｋ２１（ ）ｐ３　１＋ ｅａ（ ）２　ｐ２（ ）

Ｃ４＝０

（３９）

将式（３９）代入式（３４），可得

ｕ
－
＝－

１＋ ｅａ（ ）２　ｐ２（ ）ｋ２２ｋ１σ０－ｐ２ｋ１σ０－ｂ　１＋τ１ｐ（ ）ｐ２ｋ１θ０
β
２　ｋ２２－ｋ２１（ ）ｐ３　１＋ ｅａ（ ）２　ｐ２（ ） ｅ－ｋ１　ｘ ＋

１＋ ｅａ（ ）２　ｐ２（ ）ｋ２１ｋ２σ０－ｐ２ｋ２σ０－ｂ　１＋τ１ｐ（ ）ｐ２ｋ２θ０
β
２　ｋ２２－ｋ２１（ ）ｐ３　１＋ ｅａ（ ）２　ｐ２（ ） ｅ－ｋ２　ｘ （４０）

将式（３９）代入式（３７），可得

Ｃ１１＝
－ １＋ ｅａ（ ）２　ｐ２（ ）ｋ２１＋ｐ２［ ］ － １＋ ｅａ（ ）２　ｐ２（ ）ｋ２２＋ｐ２（ ）σ０＋ｂ　１＋τ１ｐ（ ）ｐ２θ０［ ］｛ ｝

ｂ　１＋τ１ｐ（ ）ｋ２２－ｋ２１（ ）ｐ３　１＋ ｅａ（ ）２　ｐ２（ ）
Ｃ２２＝０

Ｃ３３＝
－ １＋ ｅａ（ ）２　ｐ２（ ）ｋ２２＋ｐ２［ ］ １＋ ｅａ（ ）２　ｐ２（ ）ｋ２１－ｐ２（ ）σ０－ｂ　１＋τ１ｐ（ ）ｐ２θ０［ ］｛ ｝

ｂ　１＋τ１ｐ（ ）ｋ２２－ｋ２１（ ）ｐ３　１＋ ｅａ（ ）２　ｐ２（ ）
Ｃ４４＝０

（４１）

将式（４１）代入式（３６），可得

θ
－

＝
－ １＋ ｅａ（ ）２　ｐ２（ ）ｋ２１＋ｐ２［ ］ － １＋ ｅａ（ ）２　ｐ２（ ）ｋ２２＋ｐ２（ ）σ０＋ｂ　１＋τ１ｐ（ ）ｐ２θ０［ ］｛ ｝

ｂ　１＋τ１ｐ（ ）ｋ２２－ｋ２１（ ）ｐ３　１＋ ｅａ（ ）２　ｐ２（ ）
ｅ－ｋ１　ｘ ＋

－ １＋ ｅａ（ ）２　ｐ２（ ）ｋ２２＋ｐ２［ ］ １＋ ｅａ（ ）２　ｐ２（ ）ｋ２１－ｐ２（ ）σ０－ｂ　１＋τ１ｐ（ ）ｐ２θ０［ ］｛ ｝

ｂ　１＋τ１ｐ（ ）ｋ２２－ｋ２１（ ）ｐ３　１＋ ｅａ（ ）２　ｐ２（ ）
ｅ－ｋ２　ｘ （４２）

对方程（１８）进行拉普拉斯变换，得到
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１－ ｅａ（ ）２ ｄ
２

ｄｘ２（ ）σ－ ＝１ β２ｄｕ
－

ｄｘ－ｂ　１＋τ１ｓ
（ ）θ

－（ ） （４３）

将式（４０，４２）代入式（４３），可得

σ
－

＝
１＋ ｅａ（ ）２　ｐ２（ ）ｋ２２σ０－ｐ２σ０－ｂ　１＋τ１ｐ（ ）ｐ２θ０

ｋ２２－ｋ２１（ ）ｐ　１＋ ｅａ（ ）２　ｐ２（ ） ｅ－ｋ１　ｘ －

１＋ ｅａ（ ）２　ｐ２（ ）ｋ２１σ０－ｐ２σ０－ｂ　１＋τ１ｐ（ ）ｐ２θ０
ｋ２２－ｋ２１（ ）ｐ　１＋ ｅａ（ ）２　ｐ２（ ） ｅ－ｋ２　ｘ （４４）

４　时域解

要得到各物理量在时域中的解，应将拉氏域中

所得各物理量 的 解 进 行 反 变 换．但 鉴 于 拉 氏 域 中 解

的复杂性，解析反变换是不可能的，因而，需采用数

值反 变 换，常 用 的 数 值 方 法 是 Ｒｉｅｍａｎｎ－ｓｕｍ 方 法．

在该方法中，拉 氏 域 中 的 任 一 函 数ｆ
－

ｘ，ｐ（ ）都 可 以

数值反变换到时间域，其公式如下：

ｆ　ｘ，ｔ（ ）＝

ｅβｔ

ｔ
１
２ｆ

－

ｘ，β（ ）＋Ｒｅ∑
Ｎ

ｎ＝１
ｆ
－

ｘ，β＋
ｉ　ｎπ
ｔ（ ）－１（ ）ｎ［ ］

式中：ｉ代表虚数单位；Ｒｅ代表实部；当β满足βｔ≈
４．７时［２０］，可加速其收敛．

５　算例及分析

经拉普拉斯数值反变换，可得到半无限体中无

量纲温度、位移 及 应 力 分 布 规 律．在 计 算 中，选 择 铜

质材料进行数值模拟，其与温度不相关的性能参数

如下：λ＝７７．６ＧＮ·ｍ－２，μ＝３８．６ＧＮ·ｍ
－２，ρ＝

８　９５４ｋｇ·ｍ－３，αｔ＝１．７８×１０－５　Ｋ－１，ＣＥ＝３８３．１
Ｊ·ｋｇ·ｍ－１·Ｋ－１，κ＝３８６Ｗ·ｍ－１·Ｋ－１，Ｔ０＝
２９３Ｋ，τ１＝τ２＝０．０５，θ０＝１，σ０＝－１．

数值计算分析分别考虑３种不同的情形：１）分

数阶参数和非局部效应参数不变，改变材料特性与

温度相关性参数；２）材料特性与温度相关性参数和

非局部效应参数不变，改 变 分 数 阶 参 数；３）材 料 特

性与温度相关性参数和分数阶参数不变，改变非局

部效应参数．所得结果如图１～３所示．
图１分别表示无量纲温度、位移、应力的分布规

律．在此情形中，分 数 阶 参 数α＝０．６和 非 局 部 效 应

参数ｅａ＝０．０３，而表征温度相关性的参数分别取

１，１．５和２．从图１ａ～１ｃ可以看出，材料特性与温度

相关性 参 数 对 各 物 理 量 的 分 布 影 响 显 著．由＝
１／１－ζＴ０（ ）、ｆθ（）≈１－ζＴ０ 及式（１１）可知，取值

越小，材料特性参数就越大．由图１ａ可知，无量纲温

度随特性参数增大而增大；由图１ｂ可知，无量纲位

移最大值随特性参数增大而减小；由 图１ｃ可 知，无

量纲应力的幅 值 随 特 性 参 数 增 大 而 增 大．对 广 义 热

图１　无量纲温度θ、位移ｕ及应力σ在α＝０．６和ｅａ＝

０．０３时的变化规律

Ｆｉｇ．１　Ｖａｒｉａｔｉｏｎ　ｒｕｌｅ　ｏｆ　ｄｉｍｅｎｓｉｏｎｌｅｓｓ　ｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅθ，ｄｉｓ－

ｐｌａｃｅｍｅｎｔ　ｕ　ａｎｄ　ｓｔｒｅｓｓσａｔα＝０．６ａｎｄ　ｅａ＝０．０３

弹问题的研究，考虑材料特性参数与温度的相关性，
能够更准确反映其动态响应．

图２分别表示无量纲温度、位移、应力的分布规

律．在此情形中，材 料 特 性 与 温 度 相 关 性 参 数＝２
和非局部效应参数ｅａ＝０．０３，分数阶参数α分别取

０．６、０．８和１．从图２ａ可以看出，无量纲温度随着分
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图２　无 量 纲 温 度θ，位 移ｕ和 应 力σ 在＝２和ｅａ＝

０．０３时的变化规律

Ｆｉｇ．２　Ｖａｒｉａｔｉｏｎ　ｒｕｌｅ　ｏｆ　ｄｉｍｅｎｓｉｏｎｌｅｓｓ　ｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅθ，ｄｉｓ－

ｐｌａｃｅｍｅｎｔ　ｕ　ａｎｄ　ｓｔｒｅｓｓσａｔ＝２ａｎｄ　ｅａ＝０．０３

数阶参数增大而减小，且当α较小时，无量纲温度曲

线趋于平缓．而从图２ｂ、２ｃ可看出，分数阶参数对无

量纲位移及应力几乎没有影响．
图３ａ～３ｃ分 别 表 示 无 量 纲 温 度、位 移、应 力 的

分布规律．在此情形中，材料特性与温度相关性参数

＝２和分数阶参数α＝０．６，非局部效应参数ｅａ分

别取０，０．０３，０．０６和０．０８．从图３ａ可看出，非局部效

应参数取不同值，无量纲温度没有变化．而从图３ｂ、

３ｃ可看出，非 局 部 效 应 对 无 量 纲 位 移 和 应 力 有 影

响，非局部效应参数取值越大，无量纲位移和应力对

应的曲线越平 缓，分 别 在ｘ＝０．０５和ｘ＝０．０７５之

前，考虑非局部效应后无量纲位移和应力比不考虑

该效应时要小．可见，非局部弹性效应的影响程度随

图３　无量 纲 温 度θ，位 移ｕ和 应 力σ 在＝２和α＝

０．６时的变化规律

Ｆｉｇ．３　Ｖａｒｉａｔｉｏｎ　ｒｕｌｅ　ｏｆ　ｄｉｍｅｎｓｉｏｎｌｅｓｓ　ｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅθ，

ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ　ｕ，ａｎｄ　ｓｔｒｅｓｓσａｔ＝２ａｎｄα＝

０．６

着结构尺寸的减小而逐渐变大，尤其是在微纳米尺

度下，其影响不能再予以忽略．

６　结论

根据微观小尺度效应，结合非局部弹性理论和

Ｇ－Ｌ广义热弹性理论，应用非局部弹性模型，对一半

无限体同时受激光脉冲加热和均布载荷力时，材料

特性参数与温度相关的一维非局部热弹问题的动态

响应进行了分析与讨论．结果表明：

１）无量纲温度、无量纲应力的幅值随特性参数

增大而增大；无量纲位移最大值随特性参数增大而

减小．
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２）无量纲温 度 的 幅 值 随 分 数 阶 参 数 的 增 大 而

增大，且其幅值的变化由平缓变得陡峭，但对无量纲

位移和应力几乎没有影响．
３）量纲位移 和 应 力 的 幅 值 分 别 在ｘ＝０．０５和

ｘ＝０．０７５之 前，随 着 非 局 部 效 应 参 数 的 增 加 而 减

小，且其变化由陡峭变得平缓，但对无量纲温度没有

影响．
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