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铣削机器人去除锻件裂纹的轨迹规划研究
张永贵，李海龙

( 兰州理工大学 机电工程学院，兰州 730050)

摘要:针对铣削机器人去除锻件裂纹的问题，进行了相关轨迹规划插补算法的研究。首先，将离散
的裂纹轨迹型值点用三次 B样条曲线插值，拟合的曲线就是机器人末端执行器的运动路径。其次，
提出了梯形速度控制算法，将裂纹路径按照速度敏感点进行分段，确定出每段曲线的加速段、匀速
段、减速段的进给速度，进而利用泰勒展开式确定出每个采样周期的插补参数; 同时，用三次 B 样条
曲线插补形成各坐标轴的运动增量。最后，建立机器人运动学模型，将笛卡尔空间的插补数据映射
到机器人关节空间，在分析机器人各关节位移、速度、加速度的基础上证明了这种插补算法在实际
应用中的可行性。
关键词:铣削机器人;锻件裂纹;三次 B样条;梯形速度
中图分类号: TH16; TG659 文献标识码: A

Tajectory Planning Research for Removing Forging Crack with Milling Robot
ZHANG Yong-gui，LI Hai-long

( School of Mechanical and Electrical Engineering，Lanzhou University of Technology，Lanzhou 730050，China)
Abstract: To solve the problem for removing forging crack with milling robot，The interpolation algorithm
of the relevant trajectory planning is studied in this paper． Firstly，the discrete data points of the crack traj-
ectory with Cubic B-spline curve interpolation，The fitting curve is the path of the robot ＇s end-effector．
Secondly，the trapezoidal velocity control algorithm is proposed，and the crack path is segmented according
to the speed sensitive point，So it can ascertain feedrate of each segment of curve and the interpolation pa-
rameters of each sampling period are determined by the Taylor expansion; At the same time，cubic B-
spline curve interpolation is used to form the motion increment of each coordinate axis． Finally，the kine-
matics model of the robot is established，The interpolation data of the Cartesian space is mapped to the ro-
bot joint space，Based on the analysis of the displacement，velocity and acceleration of the joints of the ro-
bot，the feasibility of the interpolation algorithm in practical application is proved．
Key words: milling robot; forging crack; cubic B-spline; trapezoidal speed

0 引言
大型锻件在锻造的过程中会产生裂纹，多次锻造

中裂纹的存在会影响锻件质量，因此在每次锻后检查
并去除裂纹非常重要。传统的去除方法是人工用角磨
机打磨，这种方法的缺点是效率低、环境嘈杂、工人劳
动强度大，采用铣削机器人加工可以代替人工，在达到
高效环保的同时，对提升锻件质量具有现实意义。随
着科学技术的不断发展，工业机器人在切削加工领域
得到了广泛地应用。工业机器人将末端执行器变为具
有铣削、磨削、钻削、雕刻等功能的主轴系统，就使机器
人成为机加工机床［1］，以机器人代替数控机床完成多
轴切削加工具有作业范围大、安装空间小、集成度更
高、经济效益和柔性更好等优点［2］。工业机器人基本
的插补方法有直线插补和圆弧插补，然而锻件裂纹在
空间中是一条自由曲线，运用直线和圆弧插补方式在
加工的过程中会产生较大的代码段［3］，而且由于自由
曲线的特殊性，会使刀具在插补周期相邻处的速度和
加速度不连续，使工业机器人产生振动，导致加工出的

零件表面不光滑，因此在分析裂纹轨迹的基础上提出
三次 B样条曲线插补技术。在锻造的过程中，裂纹并
不会一定出现，因此在每次锻后检查裂纹是否存在就
成为主要问题。文献［4］给出了机器视觉识别裂纹轨
迹的方法，通过该方法能够给出一系列笛卡尔空间的
离散坐标点，用三次 B 样条曲线拟合这些离散点得到
曲线 p = p( u) 。在运动规划中，u = u( t) 描述了铣削
机器人的末端执行器的运动规律。当轨迹在笛卡尔空
间被完全确定后，通过机器人系统的逆运动学模型，将
轨迹转换到关节空间，用速度、加速度等约束条件来控
制机器人运动［5］。

目前国内外常用的插补算法有等参数插补算
法［6］、恒速插补算法［7］、基于精度要求的插补算法［8］，
这些插补算法都未考虑机床或机器人的加减速特性，
会影响加工质量。为了避免铣削机器人加工复杂曲线
时在速度敏感点处发生速度突变引起的机器人末端执
行器振动和切削加工的过切现象，本文提出梯形加减
速控制算法与三次 B 样条曲线插补的融合算法，实现
铣削机器人对复杂曲线的加工。



1 机器人末端铣刀路径规划
机器人末端执行器的路径规划就是已知裂纹轨迹

的一系列型值点，用三次 B 样条曲线插值这些型值
点，得到 C2 连续的几何路径。通过机器视觉识别的裂
纹轨迹的型值点为 Qk =［Xk，Yk，Zk］ ( k = 0，1，…n)
运用三次 B样条曲线来插值这些点; 为每一点 Qk指定
一个参数值uk，并且选定一个合适的节点矢量 U =
{ u0，u1…um} 这样就可以建立一个系数矩阵为 ( n +
1) × ( n + 1) 的线性方程组:

Qk = C u( )
k = ∑

n

j = 0
Nj，p 珔u( )

k Pj ( 1)

其中，( n + 1) 个控制点 Pj 是未知量，Nj，p ( 珔uk ) 是 p次
规范 B样条基函数，j = 0，1，2…，n。由 de Boor-Cox 的
递推公式:

Nj，0 ( u) = 1，若 uj ≤ u≤ uj+1

0，{ 其他

Nj，p ( u) =
u － uj

uj+p － uj
Nj，p－1 ( u) +

uj+p+1 － u
uj+p+1 － uj+1

Nj+1，p－1 ( u
{ )

( 2)

规定 0
0 = 0 ，计算一组基函数时需要事先指定节

点矢量 U 和次数 p，p 次 B 样条曲线的节点矢量为
U = ［u0，u1，…，un+p+1］。
1． 1 参数值的选取

每一点 Qk 对应的参数值珔uk 以及节点矢量 U的选
取将影响到曲线的形状和参数化，珔uk 的选取方法有三
种:均匀参数化、弦长参数化、向心参数化; 通过对裂纹
曲线的分析，选用典型的弦长参数化法，令 d为总弦长:

d = ∑
n

k = 1
Qk － Qk－槡 1

( 3)

则珔u0 = 0，珔un = 1

珔uk = 珔uk－1 +
Qk － Qk－1

d ，k = 1，…，n － 1 ( 4)

节点矢量 U由式( 5) 得:
u0 = … = u3 = 珔u0，un+4 = … = un+6 = 珔un

uj+3 = 珔uj，j = 0，1，…，{ n
( 5)

通过式( 4) 计算出每一点的参数值珔uk，代入式( 5)
计算出节点矢量 U。将计算出的参数值 珔uk 和节点矢
量 U代入式( 2) 可计算出 B样条曲线的基函数。
1． 2 反算控制点

已知 ( n +1) 个数据点 Qk ，k = 0，1…，n，则有
( n +1) 个未知的控制点 Pk ，为了得到 Pk 的唯一解，必
须增加两个附加条件。由于曲线刚好在节点处插值于
Qk ，因此开始的两个方程和最后的两个方程分别为:

P0 = Q0

P1 = Q0 +
u4

3 t0

Pn+2 = Qn

Pn+1 = Qn －
1 － un+3

3 t













n

( 6)

式中: t0 =
q1 － q0
珔u1 － 珔u0

tn =
qn － qn－1

珔un － 珔un－1

式( 6) 的这 4 个方程可以直接求解，由于每一个
内节点处只有三个非零的三次基函数，所以剩下的
( n －1) 个方程可写成如下形式:

Qk = Nk，3 ( 珔uk ) Pk + Nk+1，3 ( 珔uk ) Pk+1 + Nk+2，3 ( 珔uk ) Pk+2

其中，k = 1，2，…，n － 1。
令 ak = Nk，3 ( 珔uk ) ， bk = Nk+1 ( 珔uk ) ， ck = Nk+2，3 ( 珔uk )
则可以得到三对角方程系统:

N P = R ( 7)

式中， N =

b1 c1 0 … 0 0 0
a2 b2 c2 … 0 0 0
     
0 0 0 … an－2 bn－2 cn－2
0 0 0 … 0 an－1 bn－
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1

对式( 7) 中的矩阵进行求解，再加上式( 6) 中求解
出的 4 个方程可得到三次 B样条曲线的控制点 Pk ，已
知裂纹轨迹的基函数和三次 B 样条曲线的控制点就
完全确定了机器人末端执行器的运动路径。

2 插补算法
2． 1 进给速度规划

在机器人铣削的过程中，进给速度是影响加工质
量的关键因素，只有保证进给速度稳定，才能保证裂纹
去除的质量［9］。假定参数曲线的几何路径为:

P( u) = P( X( u) ，Y( u) ，Z( u) )
其中，时间函数 u是曲线参数，u = u( t) 表示机器人末
端的运动规律。当加工如图 1 所示的三次 B样条曲线
的裂纹轮廓时，由于在曲线的极值点处会造成速度突
变［10］，如果采用传统的恒进给速度进行加工，会在极
值点处出现过冲和机器人振动等现象，影响裂纹去除
质量。

图 1 速度规划图

在分析上述问题以后，提出梯形加减速控制方
法。首先根据三次 B 样条曲线拟合出的路径找到
曲率的极大值点，然后依据曲率极值点对该曲线进
行分段，即图 1 所示的 B、C、D 三点，据此曲线被分
成 4 段。以 AB 段为例，AB 段分为加速、匀速、减速
三个阶段，在曲线段的起点处，为提高加工效率必
须尽可能地加速 ; 在运动到曲率的极大值之前，必
须进行减速 ; 在 AB 段大部分的加工路径都是恒进
给速度。其它曲线段的加减速控制与 AB 段相同，
这种方法能够克服机器人末端刀具在曲线敏感点
处由速度突变引起的振动和过冲现象，保证了加工
质量。
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2． 2 梯形速度的生成算法
对于一个给定的控制系统，进给速度 v和加速度 a

由人工给定，采样周期 Ts 通常是一个恒量。首先根据
数值计算方法计算每段曲线的长度，然后根据给出的
进给速度 v和加速度 a计算总的运动时间。梯形速度
分为加速阶段、匀速阶段、减速阶段，其中加速阶段的
运动时间为: ta = v

a ( 8)

一般情况下 s ＞ vta ，总的运动时间为:

ts = 2ta +
s － vta

v ( 9)

其中，s为每段曲线起始点和终点之间的距离，ts 为总
的运动时间。

令采样周期数为 k，vk 为每个采样周期的进给速
度，其中 vk = v( kTs ) 。当在加速阶段时，t≤ ta

vk = a kTs +
Ts( )2

( 10)

当在匀速阶段时，ta ＜ t≤ ts － ta
vk = v ( 11)

当长减速阶段时，ts － ta ＜ t≤ ts
vk = － a ts － kTs －

Ts( )2
( 12)

其中在减速阶段加速度 a = － a。根据式 ( 10 ) ～
式( 12) 就可以计算出每个采样周期的进给速度 vk 。
2． 3 插补算法

三次 B 样条曲线插补的实质是在每个采样周期
内求取满足进给速度要求的参数增量 Δu，然后代入
三次 B 样条曲线表达式进行计算，得到采样周期内各
个坐标轴的增量值。插补的问题可以转换为利用 Tay-
lor展开公式求下一时刻 tk+1 时参数 uk+1 的值。

沿着三次 B样条曲线 P( u) 在每个插补周期的进
给速度可以定义为:

v( t) = dP( u)
dt

( 13)

式中，u是关于时间 t的函数，因此式( 13) 可以写成:

v( t) = dp( u)
du

du
dt

= p( 1) ( u)
du
dt ( 14)

式中，P( 1) ( u) 表示三次B样条曲线的一阶导数，可以得到:
du
dt = v( t)

p( 1) ( u)
( 15)

u( t) 二阶导数为:
d2u
dt2

= A( t)
p( 1) ( u)

－ v2 ( t) ( p( 1) ( u) ·p( 2) ( u) )
p( 1) ( u) 4

( 16)

式中，A( t) 为每个采样周期的加速度，t = kTs 。由当
前参数 uk 利用 Taylor 展开公式计算出下一个插补周
期的参数 uk+1 ，通过计算每一插补点的基函数和控制
点相乘计算出插补点的坐标值。Taylor展开公式为:

uk + 1 ≈ uk + Ts
du
dt t = tk

+
Ts

2
d2u
dt2 t = tk

( 17)

由式( 13) ～式( 17) 可得到一阶、二阶三次 B 样条
曲线插补公式分别为:

uk+1 = uk +
vkTs

dp( u)
du u = uk

( 18)

uk+1 = uk +
vkTs

dp
du u = uk

+

Ts

2
Ak

dp
du u = uk

－ v2k

dp
du·

d2p
du( )2

dp
d

















u u = uk

( 19)

P( uk+1 ) =
uk+1 － u( )

k P( 1) ( uk+1 )
Ts

( 20)

将计算出的曲线参数 uk和曲线 P( u) 的一阶导数
代入式( 20) 就可以计算出实际进给速度，通过实际进
给速度和规划进给速度的对比来分析此种插补算法是
否合理。

3 机器人运动模型的建立
对于机器人铣削来讲，将铣刀安装在机器人末端，

控制机器人各关节按一定规律运动来完成工件表面的
铣削。根据铣削工艺要求，铣削时铣刀垂直于工件表
面，并且在铣刀的垂直方向给定一个进给量 h，工作台
的高度为 1m，然后以进给率规划的速度对工件表面进
行加工。该铣削机器人任务空间可以描述如图 2 所
示，Σ0 为机器人的基坐标系，ΣW 为工件坐标系，ΣG
为铣刀的附体坐标系。

图 2 铣削加工示意图
本文采用标准的 D-H 模型建立机器人杆件附体

坐标系，如图 3 所示为机器人 D-H 坐标系。机器人相
邻两连杆的位姿关系用一个 4 × 4 的齐次坐标矩阵来
描述，相邻坐标的 D-H变换矩阵为:

i － 1Ai = Rot( z，θi ) Trans( z，θi ) Trans( x，ai ) Rot( x，αi )

i － 1Ai =

cosθi － sinθicosαi sinθisinαi aicosθi
sinθi cosθicosαi － cosθisinαi aisinθi
0 sinαi cosαi di









0 0 0 1

将表 1 中的 D-H 参数带入相邻坐标的变换矩阵
中，则机器人末端坐标系相对于基座系的位姿可以通
过变换矩阵的连乘得到，其数学表达式为:

6T0 =
0 A1

1A
2
2A

3
3A

4
4A

5
5A6 ( 21)
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图 3 机器人 D-H坐标系
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则位姿矩阵0T6 可以表示为:

0T6 =

nx ox ax px

ny oy ay py

nz oz az pz









0 0 0 1

( 22)

式中，nx 、ny 、nz 、ox 、oy 、oz 、ax 、ay 、az表示机器人
末端的姿态，px 、py 、pz 表示机器人末端的位置。

机器人刀具坐标系相对于工件坐标系的变换矩阵
为式( 23) ;任务空间的工件坐标系相对于机器人基坐
标系的变换矩阵为式( 24 ) ; 机器人刀具坐标系相对于
机器人附体坐标系的变换矩阵为式( 25) 。

WTG =

－ 1 0 0 x
0 1 0 y
0 0 － 1 1 + h









0 0 0 1

( 23)

0TW =

1 0 0 xW0

0 1 0 yW0

0 0 1 zW0









0 0 0 1

( 24)

6TG =

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 dG









0 0 0 1

( 25)

式中，dG 为末端铣刀的长度; h 为铣刀垂直的进给量;
xw0 = －0． 6971m，yw0 = 0． 0196m，zw0 = － 0． 9039m; 因此，机
器人末端执行器相对于基坐标系的位姿0T6 可以表示为:

0T6 =
0TW·

W TG·
G T － 1

6 ( 26)
将表 1 中的数据代入公式( 26) 中，可以计算出机

器人刀具每一个插补点的齐次坐标矩阵，通过机器人
逆解可以计算出机器人各个关节的位移量。

表 1 机器人 D-H参数
关节 i d a α θ 参数

1 0 0 90 θ1 a2 = 1． 215

2 0 a2 0 θ2 d3 = 0． 07

3 d3 0 － 90 θ3 d4 = 1． 288

4 d4 0 90 θ4 d6 = 0． 16

5 0 0 － 90 θ5

6 d6 0 0 θ6

5 实例分析
针对锻件表面裂纹去除的方法研究，为了验证算

法的正确性，假定机器视觉识别的裂纹轨迹的型值点
如表 2 所示。

表 2 裂纹轨迹型值点
Qk

1 ( 0，0，1) 9 ( 0． 2108，0． 0988，1)

2 ( 0． 0031，0． 0064，1) 10 ( 0． 2485，0． 1223，1)

3 ( 0． 0128，0． 0306，1) 11 ( 0． 2735，0． 1557，1)

4 ( 0． 027，0． 0732，1) 12 ( 0． 2952，0． 1907，1)

5 ( 0． 047，0． 1345，1) 13 ( 0． 3161，0． 2261，1)

6 ( 0． 0985，0． 201，1) 14 ( 0． 3661，0． 2923，1)

7 ( 0． 1054，0． 1962，1) 15 ( 0． 3854，0． 3019，1)

8 ( 0． 1896，0． 1056，1) 16 ( 0． 3968，0． 3012，1)

首先将型值点代入式( 3 ) ～式( 5 ) 计算参数值 珔uk

和节点矢量 U，然后将计算的结果代入式 ( 2 ) 计算出
三次 B样条曲线的基函数，其中取步长 Δu = 0． 001 ，
u［0，1］;最后将已知条件代入式( 7) 计算控制点 Pk 。
根据控制顶点和三次 B 样条基函数可求得机器人末
端执行器的运动路径，如图 4 所示。

该运动路径有两个速度敏感点，如果采用恒进给
速度进行加工得到的进给速度曲线如图 5 所示。
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图 4 末端执行器运动路径 图 5 恒进给速度曲线

当机器人采用恒进给速度加工时，在机器人运动到
速度敏感点时由于自由曲线的特殊性会使机器人末端执
行器速度突变引起机器人振动，影响了切削加工质量。

因此采用梯形速度规划方法将机器人末端路径分
为三段，通过数值计算方法计算每一段曲线的长度，计
算的结果分别为 L1 = 0． 2230、L2 = 0． 1697、L3 =
0． 2696;将每段曲线取 10 个型值点再次参数化，求取
每段曲线的控制点和基函数; 规定机器人末端在笛卡
尔空间最大速度 v = 0． 1m /s、最大加速度为 a = 1m /s2，
采样周期 Ts = 0． 01s，将速度 v、加速度 a 以及每段曲
线长度分别代入梯形速度的生成算法中，计算出每个
采样周期的进给速度 vk ;将规划出的进给速度 vk 代入
到插补算法的计算公式中，计算出每个采样周期的参
数值 uk+1 ; 每个采样周期的参数值 uk+1 可以确定机器
人末端在笛卡尔空间的坐标和该点处 P( uk+1 ) 的一阶
导数，通过公式( 20) 可以计算出机器人末端刀具的进
给速度。根据以上的计算得到了机器人末端进给速
度，如图 6 所示。

图 6 梯形速度曲线

从图 6 可以看出，机器人末端执行器在速度敏感
点处速度减至到零，然后再经历加速、匀速、减速阶段，
该过程符合梯形速度规划要求，从而避免了机器人在
速度敏感点处由速度突变引起的机器人振动。

已知机器人末端在每个采样周期的位置和姿态，
就可以通过机器人逆解计算出机器人各个关节的位移
变化量;已知机器人末端的速度，通过雅克比求逆可以
计算出各关节角速度;已知雅克比矩阵和二阶影响系

( 下转第 9 页)
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了相电流、电感与转子位置之间的关系，提出了一种
基于相电流定位的永磁同步电机转子初始位置判断方
法，并进行预标定;

( 2) 由于电流的检测误差直接影响到转子初始位
置的判断，传统的续电流不能完全反映相电流的真实
值。本文提出了一种三级嵌套中断的电流采样方法，
根据扇区关系实时切换，采集相电流的真实值;

( 3) 双电阻采样存在电流采样盲区，本文深入分
析了增大电流采样窗口的方法和相应的补偿策略;

( 4)搭建了空压机用永磁同步电机的实验平台，得
出相电流与转子位置的实测关系图和位置误差估计图。

4 结论
永磁同步电机启动时必须要判断转子的初始位

置。按照基于电流定位的判断方法可以方便地得到静
止时的转子位置信息，同时设计了一种三级中断嵌套
的电阻采样法，能够采集真实的两相电流。最后实验
结果表明，该方法能较为准确估计转子的初始位置，转
子位置估计误差在 ± 5°之间，满足启动准确度要求。
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数矩阵可以求解各关节角加速度。图 7 为各关节

角位移、角速度、角加速度图。
从图 7 可以看出机器人各关节角位移、角速度、角

加速度均连续变化，说明笛卡尔空间的轨迹规划符合
加工要求。

图 7 各关节角位移、角速度、角加速度图

6 结论
本文针对铣削机器人去除大型锻件裂纹的方法，

采用三次 B样条曲线拟合裂纹轨迹，拟合的曲线为机
器人末端加工的路径，通过对路径的分析采用加减速
控制方法按照给定的插补周期进行三次 B 样条插补，
该方法能够避免加工时机器人在速度敏感点发生速度
突变。通过实例验证和仿真证明该方法有效可行，对
于提高加工质量具有现实意义。
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