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摘要：在缺失响应变量的不完全数据下�对半参数回归模型进行研究．利用局部线性回归拟合方法建立缺失数据下
半参数回归模型参数分量β和非参数分量 g 的局部线性估计β

∧
n �^g∗n （t）�基于 β

∧
n 建立σ2的估计量σ^2n ．在适当的条

件下�证明 β
∧

n �^σ2n 的渐近正态性�得到 g^∗n （t）的最优弱收敛速度．
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Abstract： A semiparametric regressive model was investigated under missing response data．Local linear
estimation β∧n and g^∗n （t） of parametric componentβand nonparametric component g in sem-i parametric re-
gression model was performed by using local linear regressive fitting．The estimator σ^2n of σ2 was also ob-
tained on the basis of β∧n．The asymptotic normality of the estimators β∧n�andσ^2n was proved on an appro-
priate condition and the optimal weak convergence rate of the estimator g^∗n （t） was obtained�also．
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　　对于半参数回归模型：
Y i ＝ Xi′β＋ g（T i） ＋εi （1）

其中（X�T）为取值于 Rp×［0�1］上的随机向量�β为
p×1的未知参数向量�g 为定义于 ［0�1］上的未知
函数�ε为随机误差�Eε＝0�Eε2＝σ2＞0且（X�T）与
ε独立．在完全数据下�许多文献已对β和 g 进行估
计并讨论了渐近正态性和最优弱收敛速度．但在实
际中�数据常不能完全观测�即有 i．i．d．样本｛Xi＝
（ X i1�…�X ip ）′�T i�Y i�δi｝n

i＝1�其中｛Xi�T i｝n
i＝1全部

被观测�当δi＝1时�Y i 被观测�δi＝0时�Y i 缺失�
且满足缺失条件（MAR）：
P（δ＝1|X�T�Y） ＝ P（δ＝1|X�T） ＝ p（X�T）
在缺失数据下对非参数回归或半参数回归模型的研
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究较少［1～4］．本文主要基于 i．i．d．缺失数据样本
｛Xi＝（ X i1�…�X ip ）′�T i�Y i�δi｝�将局部线性拟合方
法［5］用于半参数回归模型�得到β�g 和σ2的估计量

β
∧

n�^g∗n （t）和σ^2n 的渐近正态性和最优弱收敛速度．
1　模型和估计量

设｛Xi＝（ X i1�…�X ip ）′�T i�Y i�δi｝n
i＝1是一组来

自模型（1）的 i．i．d 的样本．在模型（1）中�首先视β
已知�将它看作非参数回归模型．为得到 g（T）的估
计�采用局部线性拟合�即求 a和 b 以最小化

∑n

i＝1
［Y i －Xi′β－ a－ b（T i － t） ］2K h（T i － t）δi

计算得

g^ n（t） ＝ a^ ＝
∑n

i＝1
U ni （t）（Y i －Xi′β）

∑n

j ＝1
U nj （t）

（2）
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式中：
U nj （t） ＝ K h（T j － t）δj ［ Rn�2（t） －

（T j － t）Rn�1（t） ］
Rnl （t） ＝∑n

i＝1
δi K h（T i － t）（T i － t） l �

　　　　 l ＝0�1�2
将式（2）进行改写得

g^ n（t） ＝∑n

i＝1
W ni （t）（Y i －Xi′β） ＝

g^1n（t） － g^2n′（t）β （3）

式 中：^g1n（t） ＝ ∑n

i＝1
W ni （t）Y i 和 g^2n′（t） ＝

∑n

i＝1
W ni （t）Xi 分别为 g1（t） ＝ E（Y1| T1 ＝ t） 和

g2（t） ＝ E（X1|T1 ＝ t）的局部线性估计�^g2n′表示
向量 g^2n 的转置．

W ni （t） ＝ U ni （t）

∑n

j ＝1
U nj （t）

将 g^ n（t）代入式（1）可得
Y i ＝〜X i′β＋εi （4）

式中：〜X i ＝ Xi －∑n

j ＝1
W nj （T i）X j

〜Yi ＝ Y i －∑n

j ＝1
W nj （T i）Y j �0≤ i≤ n

记〜X＝（〜X1�…�〜Xn）′�Y〜＝（〜Y1�…�〜Yn）′．利用式（4）
由通常的最小二乘法定义β的估计为式（5）最小化
的解

∑n

i＝1
（〜Yi －〜X i′β）2δi （5）

记V＝Diag ［δ1�…�δn ］�可得β的估计和σ2的估计
分别为

β
∧

n ＝ （〜X′V〜X）－1〜X′VY〜 （6）

σ^2n ＝ 1
n∑

n

i＝1
（〜Yi －〜X i′β

∧
n）2δi／p（Xi�T i） （7）

把β
∧

n 代入式（3）得

g^∗n （t） ＝∑n

i＝1
W ni （t）（Y i －Xi′β

∧
n） ＝

g^1n（t） － g^2n′（t）β
∧

n

2　主要结果
本文的主要结果需要的条件如下：
1） T1的密度函数 r（t） 满足：

0＜ inf0≤t≤1 sup0≤t≤1 r（t）＜∞
2） 窗宽满足：

nh2lg2n→∞�nh6→0�当 n→∞
3） 核函数 K（·）为连续对称概率密度函数�具

有有界变差和有界支撑［－1�1］．
4） g（t）在［0�1］上具有有界的二阶导数�g1（t）

和 g2j （t）有二阶有界导数�g2j （t）＝E（ X1j｜T1＝t）是
g2（t）的第 j 个分量．

5） E（Y21｜T1＝t）和 E（ X21j｜T1＝ t）�1≤ j≤ p 都
是 t 的有界函数．

6） Σ＝Cov（X1－E（X1｜T1））是正定矩阵．
下面给出本文的主要结果．
定理1　若条件1）～6）成立�则

n（β
∧

n －β）
L

N（0�σ2p－1（ x�t）Σ－1） （8）
　　定理2　若条件1）～6）成立且0＜Var（ε′Sε）＜
∞�则

n（^σn
2－σ2）

L
N（0�Var（ε′Sε）） （9）

式中：S＝Diag［δ1／p（X1�T1）�…�δn／p（Xn�T n） ］．
定理3　若条件1）～6）成立�且取

hn＝O（n－1／5）
　　则 g^∗n （t）－g（t）＝Op （n－2／5）
　　 定理4　若条件1）～6）成立�则

p（ x�t）（β
∧

n －β）′〜X′V〜X（β
∧

n －β）／^σ2n
L

χ2
p

（10）
此结果可用于关于β的大样本置信椭球估计以及假
设检验．

注1　上述结果可推广到 T为多维的情形．

3　定理的证明
首先给出一些记号

Wni ＝ （W ni （T1）�W ni （T2）�…�W ni （T n））
Σ＝ （Σij ）p×p

W＝ （W n1�…�W nn ）′
X ＝ （X1�…�Xn｝）′
ε＝ （ε1�…�εn）′
Y ＝ （Y1�…�Y n）′
m ij ＝ g2j （T i）
hij ＝ X ij － mij

　　1≤ i≤ n�　1≤ j ≤ p
〜G（T） ＝ （ g（T1） － g^ n（T1）�…�g（T n） － g^ n（T n））′
则易见有〜X＝（I－W）X�Y〜＝（I－W）Y 且

Y〜＝〜Xβ＋〜G（T）＋ε （11）
为方便记�用 c表示绝对正常数�每次出现值可不
同�先给出如下若干引理．

引理1　若条件1）～6）成立�则有

·156·　　　　　　　　　　　　　　　　　　　兰 州 理 工 大 学 学 报　　　　　　　　　　　　　　 　第34卷



max0≤i≤n|mij －∑n

k＝1
W nk （T i） X kj |→0

　　a．s．　1≤ j ≤ p
　　注2　此引理的证明类似于文［6］的引理4．2．3
可证得．

引理2　若条件1）～6）成立�则
1
n〜X′V〜X → p（x�t）Σ�a．s． （12）

　　证明　因为〜X＝（I－W）X�其中第（i�j）元为

〜X ij ＝ X ij －∑n

s＝1
W ns （T i） X sj ＝

hij ＋ mij －∑n

s＝1
W ns （T i） X sj （13）

所以〜X′V〜X 的第（i�j）元为

∑n

t＝1
〜X ti〜X tjδt ＝∑n

t＝1
hti h tjδt ＋

∑n

t＝1
hti （mtj －∑n

s＝1
（W ns （T t） X sj ）δt ＋

∑n

t＝1
htj （mti －∑n

s＝1
W ns （T t） X si ）δt ＋

∑n

t＝1
（mti －∑n

s＝1
W ns （T t） X si ）（mtj －

∑n

s＝1
（W ns （T t） X sj ）δt ＝∑4m＝1

I（m）
ij （14）

由（Xi�T i）�1≤ i≤n的 i．i．d．及强大数定律知�对
1≤ i�j≤p有

1
n I （1）

ij ＝1
n∑

n

t＝1
hti h tjδt → p（x�t）E（h1ih1j ） ＝

p（ x�t）Σij �a．s． （15）
式中：Σij＝Cov（ X1i－E（ X1i｜T1）�X1j－E（ X1j｜T1））
正是Σ的第（i�j）元．

1
n∑

n

s＝1
|hsiδs |→ p（x�t）E｜h1i|≤∞�a．s．

（16）
E（ X si |T s ＝ t） ＝ E（ X1i|T1 ＝ t）

1≤ s≤ n�0≤ t ≤1 （17）
因而由引理1及式（16�17）得

1
n I （2）

ij ≤max1≤k≤n mkj －∑n

s＝1
W ns （T k） X sj ×

1
n∑

n

t＝1
|htiδt |→0�a．s．

1
n I （3）

ij ≤max1≤k≤n mti －∑n

s＝1
W ns （T t） X si ×

1
n∑

n

t＝1
|htjδt |→0�a．s．

1
n I （4）

ij ≤max1≤k≤n mti －∑n

s＝1
W ns （T t） X si ×

max1≤k≤n mtj －∑n

s＝1
W ns （T t） X sj →0�a．s．

由此及式（14�15）得式（12）成立．
引理3　若条件1）～6）成立�则

R j ＝ 1
n∑

n

i＝1
hijδi（ g（T i） － g^ n（T i）

P 0

S j ＝ 1
n∑

n

i＝1
（mij －∑n

k＝1
W nk （T i） X kj ）δiεi

P 0

H j ＝ 1
n∑

n

i＝1
（mij －∑n

k＝1
W nk （T i） X kj ）δi（ g（T i） －

　　　^g n（T i））
P 0

　　证明　此引理的证明类似于文 ［6］引理4．2．6
的证明可得到．

引理4［7］　若条件1）～4）成立�则
sup

t
|g（t） －∑n

i＝1
W ni （t） g（T i）|≤ ch2�a．s．

　　引理5［7］　若条件1）～4）成立�则
max

i
sup

t
|W ni （t）|＝ O（（nhn）－1）�a．s．

max0≤i≤n|∑n

k＝1
W nk （T i）εk |→0�a．s．

　　　1≤ j ≤ p
且存在正常数 c使

P（sup
t ∑n

i＝1
W2

ni （t） ≤ cn－1h－1） →1
　　定理1的证明　由式（6�11）显然有

n（β
∧

n －β） ＝ n［（〜X′V〜X）－1〜X′VY〜－β］
＝ n（〜X′V〜X）－1（〜X′V〜G＋〜X′Vε） （18）

因为〜X′V〜G的第 j 个分量（1≤ j≤p）为

∑n

t＝1
（ X tj －∑n

s＝1
W ns （T t） X sj ）（ g（T t） － g^ n（T t））δt ＝

∑n

t＝1
htj （ g（T t） － g^ n（T t））δt ＋

∑n

t＝1
（mtj －∑n

s＝1
W ns （T t） X sj ）（ g（T t） － g^ n（T t））δt ＝

R j ＋ H j

所以由引理3知：
1

n
〜X′V〜G P 0 （19）

而引理2表明
n（〜X′V〜X）－1／2→ p－1／2（ x�t）Σ－1／2

n（〜X′V〜X）－1 p－1（ x�t）Σ－1�a．s． （20）
因而 n（〜X′V〜X）－1〜X′V〜G P 0．故为证式（8）�只需证
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n（〜X′V〜X）－1〜X′Vε L
N （0�σ2p－1（ x�t）Σ－1）．由式

（20）和引理2知只需证
（〜X′V〜X）－1／2〜X′Vε L

N（0�σ2Ip ） （21）
即只需证对任意 p×1常数向量 a＝（ a1�…�ap ）′≠0
有

a′（〜X′V〜X）－1／2〜X′Vε L
N（0�σ2a′a） （22）

为此�记 An ＝ （〜X′V〜X）－1／2〜X′V＝ （ anij ）p×n�则由
AnAn′＝Ip 知：

∑n

k＝1
anik anjk ＝δij ＝ 1　 i ＝ j

0　 i ≠ j　θ＞0 （23）

Sn ≙ a′（〜X′V〜X）－1／2〜X′Vε＝

　　∑n

j ＝1
（∑p

i＝1
anij ）εj ≙∑n

j ＝1
bnjεj

记 Fn�j ＝σ｛（X1�T1）�…�（Xn�T n）�ε1�…�εn｝�1≤
j≤n．Fn�0＝σ｛（X1�T1）�…�（Xn�T n）｝�则由独立性
及式（23）易得

E（bnjεj｜Fn�j－1）＝bnj E（εj ）＝0�1≤ j≤n

∑n

j ＝1
E（b2njε2j |Fn�j ） ＝∑n

j ＝1
b2nj E（ε2j ） ＝

σ2∑2j＝1（∑p

i＝1
anij ai）2 ＝σ2∑p

i＝1
a2i ＝σ2a′a

且对任意 e＞0和任意数 M＞0
∑n

j ＝1
E（b2njε2j I （|bnjεj |≥ e）｜Fn�j－1） ≤

∑n

j＝1
E b2njε2j I |bnj |≥ e

M ＋ I（|εj |≥ M） Fn�j－1 ＝

σ2∑n

j ＝1
b2nj I |bnj |≥ e

M ＋ a′aEε21I（|ε1|≥ M） ≤
σ2a′aI max1≤j≤n|bnj |≥ e

M ＋ a′aEε21I（|ε1|≥ M）
（24）

因当 M充分大时式（24）第二项为一充分小量．由
Dvoretzky 定理即知为证式（22）只需证

max1≤j≤n|bnj |
P 0 （25）

为此�记
p－1／2（ x�t）Σ－1／2 ＝ （γij ）p×p

Δn ＝ n（〜X′V〜X）－1／2－ p－1／2（ x�t）Σ－1／2 ＝ （δnij ）p×p

则由式（20）有 max1≤i�j≤p|δnij |＝ o（1）�a．s．�且显然

max1≤i�j≤p|γij |≤ c＜∞�nanij ＝∑p

k＝1
（δnik ＋γik ）〜X jk

故由引理1和式（13）得

max1≤j≤n|bnj |≤ max1≤j≤n∑p

k＝1 ∑
p

i＝1
（δnij ＋γik ） ai）〜X jk ≤

c
n
max1≤j≤n∑p

k＝1
hjk ＋ m jk －∑n

s＝1
W ns （T j ） X sk ≤

max1≤j≤n∑p

k＝1
|hjk |＋ o（1）�　a．s．

对于充分小得 e＞0�记 X jk′＝X jk I （｜X jk｜≤ j1／2e2）�
hik′＝X jk′－E（ X jk′｜T j ）�hjk″＝hjk－hjk′．则当 n充
分大时得

P｛max1≤j≤n|bnj |≥ e｝≤ P max1≤j≤n∑p

k＝1
|hik″|≥ c ne ≤

∑p

k＝1∑
n

j ＝1
E（ X2

jk I （| X jk |≥ j1／2e2）） ≤
c
n∑

p

k＝1
EX21k ＋ c∑p

k＝1
E（ X21k I （| X1k |≥

n1／4e2）） →0　n→∞
这里用到 X1k �…�X nk同分布�且 EX21k≤c＜∞�1≤
k≤p．由此即得式（25）成立．
定理2的证明　因为

σ^2n ＝1
n∑

n

i＝1
（〜Yi －〜X iβ

∧
n）2δi／p（Xi�T i） ＝

1
n （Y〜－〜Xβ）′S（Y〜－〜Xβ） ＝
1
nε′Vε－1

nε′V〜X（〜X′V〜X）－1〜X′Sε＋
1
n〜G′［S－ S〜X（〜X′S〜X）－1〜X′S］〜G－
2
n〜G′S〜X（〜X′S〜X）－1〜X′Sε＋2

n〜G′Sε≙
J1－ J2＋ J3－2J4＋2J5 （26）

显然有 n（ J1－σ2）
L

N（0�Var（ε′Sε）） （27）

又类似于式（21）知1
n
〜X′Sε＝Op （1）．

由此和式（19�20）易见 nJ2
P 0�nJ4

P 0．
因为　S－S〜X（〜X′S〜X）－1〜X′S≤S

　　所以

　　 J3≤1
n〜G′S〜G ＝ 1

n∑
n

i＝1
（ g（T i） －

g^ n（T i））2 δi

p （Xi�T i） ≤1
n∑

n

i＝1
（ g（T i） －

∑n

k＝1
W nk （T i） g（T k））2 1

p（Xi�T i） ＋

1
n∑

n

i＝1
（∑n

k＝1
W nk （T i）εk）2 1

p（Xi�T i） ＝

J6＋ J7
由引理4可知 nJ6→0．

由引理5易得 nJ7
P 0�故有 nJ3

P 0．
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对于 J5有

J5 ＝ 1
n∑

n

i＝1
（ g（T i） － g^ n（T i））εi

δi

p （Xi�T i） ≤
1
n∑

n

i＝1
（ g（T i） －∑n

k＝1
W nk （T i） g（T k） －

∑n

k＝1
W nk （T iεk）εi

1
p（Xi�T i） ≤

1
n∑

n

i＝1
（ g（T i） －∑n

k＝1
W nk （T i） g（T k））εi

1
p（Xi�T i） －

1
n∑

n

i＝1∑
n

k＝1
W nk （T i）εkεi

1
p（Xi�T i） ＝

1
n∑

n

i＝1
（ g（T i） －∑n

k＝1
W nk （T i） g（T k））εi

1
p（Xi�T i） －

1
n∑

n

i＝1
W ni （T i）ε2i 1

p（Xi�T i） －

1
n∑

n

i＝1∑k≠i
W nk （T i）εkεi

1
p（Xi�T i） （28）

对于式（28）可由引理4和引理5知有 J5
P 0．所

以定理成立．
定理3的证明　记β＝（β1�…�βp ）′�β

∧
n＝（β

∧
n1�

…�β
∧

np ）′．由模型（1）求条件期望知 g（t）＝ g1（t）－
g2′（t）β�0≤ t≤1�于是有

g^∗n （t） － g（t） ＝ g^1n（t） － g1（t） －

∑p

j ＝1
（^g2nj （t） － g2j （t））（β

∧
nj －βj ） －

∑p

j ＝1
（^g2nj （t） － g2j （t））βj －∑p

j ＝1
g2j （t）（β

∧
nj －βj ）

式中：^g2nj （t） ＝∑n

i＝1
W ni （t） X ij 是 g^2n（t）的第 j 个分

量．因为

g^1n（t） －g1（t） ＝∑n

i＝1
W ni （t）（Y i － g1（T i）） ＋

（∑n

i＝1
W ni （t） g1（T i） － g1（t）） ≙ Q1＋ Q2

（29）
若记 Zi＝Y i－g1（T i）．注意到在给定｛T1�…�T n｝的
条件下 Zi 与 Z j 独立（i≠ j）�且 E（Zi｜T i）＝0有

EQ21 ＝E（∑n

i＝1
W2

ni （t）Z2i ） ＋

E（∑i≠j
W ni （t）W nj （t）ZiZ j ） ＝

E（∑n

i＝1
W2

ni （t） E（Z2i |T i）） ＋

E（∑i≠j
W ni （t） E（Zi|T i） E（Z j |T j ）） ＝

E（∑n

i＝1
W2

ni （t） E（Z2i |T i））

　　由条件5）有 E（ Z2i｜T i ）≤ E（Y2
i｜T i ）＝E（Y21｜

T1＝t）｜t＝T i＜c＜∞�又因 h＝cn－1／5�且由引理5有
EQ21≤ cn－1h－1 ＝ cn－4／5 （30）

　　由引理4有 Q2＝O（h2）�a．s．由此及式（29�30）
可知：

g^1n（t） － g1（t） ＝ O（n－2／5） （31）
同理有

g^2nj （t） － g2j （t） ＝ Op （n－2／5）　1≤ j ≤ p
（32）

因此由定理1及式（31�32）可得定理成立．
定理4的证明　由引理2、定理1和定理2得

p1／2（ x�t） n（1n〜X′V〜X）1／2（β
∧

n －β）／^σn ＝

p1／2（ x�t）（〜X′V〜X）1／2（β
∧

n －β）／^σn
L

N（0�Ip ）
故由文［8］中定理10．2可得成立．
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