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多晶体材料微结构的仿真与取向分布函数计算
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摘　要：为解决多晶体材料结构的可视化�设计Ｖｏｒｏｎｏｉ增量式外存算法�开发了多晶体材料
微结构的 “海量 ”级仿真技术�获得了数值化的晶粒几何信息数据。利用ＯｐｅｎＧＬ图形接口�实现了
一般多晶体及表层晶粒细化多晶体材料微结构的可视化仿真�并在此基础上采用Ｂｕｎｇｅ符号的级
数展开法模型�计算了各个晶粒的取向分布函数 （ＯＤＦ）�实现了取向分布函数值在取向空间内与
实际晶体取向分布的一一对应；开发了软件ＰｒｏＤｅｓｉｇｎ�为三维多晶体材料微结构的力学响应计算
提供了基础性仿真工具�为识别 “材料结构弱点 ”、评估微裂纹 （群 ）的启裂及扩展、推演 “微结构虚
拟失效 ”行为搭建了支撑性平台。
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0　引　言
　　运用有限元方法实现多晶体材料微结构在各种

复杂工况下的力学响应计算�首先要建立多晶体材
料微结构模型�并且材料模型要反映微结构的几何
形状、分布和晶体学取向。通常的做法是设计一个
代表性体积单元来表示具有周期规则的、周期性分
布的细观结构。但对于多晶体材料�它不能表示具
有任意取向、形状等参数的晶粒组织。长期以来�材
料细观力学有限元计算极少使用接近真实材料的三

维微结构模型�重要原因之一就是缺乏有效的数值
化仿真微结构模型。

Ｖｏｒｏｎｏｉ图是一个经典的几何数学问题。它在
几何形体重构、计算机图形学、图象处理与模式识别
等领域都有广泛的应用。构造Ｖｏｒｏｎｏｉ图的算法很
多 ［1－5］�以Ｖｏｒｏｎｏｉ算法为基础的计算机仿真技术也
已广泛的应用于各个学科。在材料领域�由于
Ｖｏｒｏｎｏｉ晶胞的形态学结构与多晶体晶粒非常相似�
能够从统计学意义上仿真微结构的任意性�可以通
过细观力学模型的计算来从数值上区分Ｖｏｒｏｎｏｉ晶

胞�进而评价微结构模型的合理性、优化仿真模型参
数 ［6］。因此�将此算法推广到三维多晶体材料微结
构的仿真是现实可行的。

在仿真得到多晶体材料微结构几何模型后�需
要考虑一个问题：绝大多数多晶体材料整体呈各向
同性、局部呈各向异性。局部各向异性主要是由微
观织构的各向异性造成的�对局部性能的研究比宏
观性能研究更具指导意义。织构是多晶体材料的一
个基本结构参数�是材料科学中倍受重视的研究内
容之一。作为材料的某种几何特征在一定范围内的
平均�微观织构描述中不仅要考虑空间取向还要考
虑边界形貌 （引进三个位置变量 ）。通常所说的晶
体学织构往往是从统计的角度出发来观察多晶体材

料取向分布状况的�不能直接揭示或说明多晶体材
料的微观细致过程。为同时满足宏观统计分析与微
观局域分析的研究需要�可引入一个取向－位置分
布函数ｗ（ｇ�Ｘ）＝ｗ（φ1�Φ�φ2�ｘ�ｙ�ｚ） ［7］来描述微
观织构中各晶粒的取向分布和位置之间的关系�再
计算每个晶粒的取向分布函数 （ＯＤＦ）�定量地表示
材料微结构的织构内容。

笔者研究的工作包括：（1）开发以 Ｖｏｒｏｎｏｉ增
量式外存算法为基础的仿真软件 ＰｒｏＤｅｓｉｇｎ�结合
Ｃ语言程序设计�利用 ＯｐｅｎＧＬ图形接口�实现一
般及具有表层细化晶粒三维多晶体材料微结构的

可视化仿真。 （2）采用 Ｂｕｎｇｅ符号的级数展开法

模型�程序化计算多晶体中每个晶粒的ＯＤＦ值�并
将多晶体晶粒的几何信息数据与其ＯＤＦ数据一一

对应�实现多晶体材料各晶粒 ＯＤＦ值分布的可视
化仿真。

1　三维多晶体材料微结构的仿真
在指定长方体区域内仿真符合设计要求的

多晶体材料微结构�首先需要给定金相学分析获
得的统计意义上的平均晶粒尺寸�然后将 Ｖｏｒｏｎｏｉ
晶胞等效为直径等于平均晶粒尺寸的球体�计算
出晶粒聚合体中晶粒的数量 ｎ�通过一个伪随机
数发生程序在区域内产生 ｎ个形核点的坐标�对
由 ｎ个点构成的空间点集进行 Ｖｏｒｏｎｏｉ划分就可

以构筑 Ｖｏｒｏｎｏｉ晶粒聚合体。所设计的流程可以
同步核实构筑的晶粒聚合体内是否出现 “裂缝 ”�
那些导致 “裂缝 ”出现的形核点自动被随机生成
的新晶核取代�从而保证了晶粒聚合体的致密性
与完整性。
1∙1　算法设计

仿真三维情况下多晶体材料微结构的具体步骤

如下：
步骤1：输入构造多晶体材料微结构的空间区

域；选择生成 Ｖｏｒｏｎｏｉ晶胞的控制方式。如果按照
指定晶粒个数进行控制�输入所需晶粒个数；如果按
照指定晶粒的平均晶粒尺寸进行控制�输入所需平
均晶粒尺寸值�程序自动计算出形核的数量。

步骤2：程序运行生成第一个空间随机点Ｐ1�并
将输入的空间区域赋给此点�认为空间区域就是点
Ｐ1的Ｖｏｒｏｎｏｉ晶胞�同时将几何信息数据写入相关
文件。

步骤3：生成空间随机点Ｐｉ�判断Ｐｉ落入哪个
Ｖｏｒｏｎｏｉ晶胞内 （做Ｐｉ与先前所有生成子之间的距
离�则 Ｐｉ落入与其距离最小的生成子所在的
Ｖｏｒｏｎｏｉ晶胞内 ）；从相关文件读此晶胞及邻近受影
响晶胞的几何信息数据到计算机内存参与运算�
生成Ｐｉ所在的新晶胞数据并储存到过渡结构体数

组�逐个修改Ｐｉ邻近受影响晶胞的几何信息数据；
然后用修改后的新数据定位替代文件中过时的数

据。最后�将Ｐｉ生成的新晶胞数据追加到储存多
晶体微结构几何信息数据的文件末尾。当 ｉ＜ｎ
时�生成下一个空间随机点 Ｐｉ�循环执行步骤3直
到生成 ｎ个 Ｖｏｒｏｎｏｉ晶胞构造的多晶体材料微

结构。
1∙2　可视化方法

仿真程序结束后�检验仿真得到的多晶体材
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料微结构几何信息数据是否正确、使计算机能在
三维空间中直观表现材料微结构�需要一种三维
表现技术。这种技术以三维形体来表示这些复杂
的几何信息�能够在三维空间中对材料微结构进
行可视化。在此�借助 ＯｐｅｎＧＬ三维图形软件包�
用它的基本图形函数来建立三维模型�实现了三
维多晶体材料微结构的可视化。图1即为该仿真
算法构造的一个包含11891个晶粒的多晶体材料
微结构模型。

图1　三维多晶体材料微结构模型
Ｆｉｇ．1　3Ｄｍｉｃｒｏｓｔｒｕｃｔｕｒｅｍｏｄｅｌｏｆｐｏｌｙｃｒｙｓｔａｌｌｉｎｅｍａｔｅｒｉａｌ

1∙3　可视化仿真
仿真一类表层晶粒细化的多晶体材料微结构�

需要在长方区域内划分出表层区域�使两类有着不
同平均晶粒尺寸、任意分布的形核点 （或有预定分
布的形核点 ）分布在相应区域内。将两组原始的形
核点合并为一组初始的形核点集合�就可以对此空
间点集进行 Ｖｏｒｏｎｏｉ划分�实现此类多晶体材料微
结构的仿真。图2展示的是可视化仿真表层具有细
化晶粒的多晶体材料微结构模型。

图2　表层晶粒细化的多晶体材料微结构模型
Ｆｉｇ．2　Ｍｉｃｒｏｓｔｒｕｃｔｕｒｅｍｏｄｅｌｏｆｐｏｌｙｃｒｙｓｔａｌｌｉｎｅｍａｔｅｒｉａｌ

ｗｉｔｈｓｕｒｆａｃｅｇｒａｉｎｒｅｆｉｎｅｍｅｎｔ

2　ＯＤＦ的数学模型及程序化
通常要从实测极密度数据出发进行一定的计算

才能获得ＯＤＦ。为节省计算时间�可以将一部分固
定不变的数据计算出来存入指定的库文件 （Ｌｉｂｒａｒｙ
Ｐｒｏｇｒａｍ）�供计算机随时调用。

文中Ｅｕｌｅｒ角定义采用 Ｂｕｎｇｅ定义的符号�方
位角φ1、极角Φ和旋转角φ2的取值范围分别是：φ1
∈ ［0�2π］�Φ∈ ［0�π］�φ2∈ ［0�2π］。立方系多晶
体材料是材料科学研究和工业生产中最常见的晶

体�其结构具有很高的对称性�考虑取向在取向空间
内出现的多重性或重复性�其取向空间范围可缩小
为
π
2�
π
2�
π
2 。

极图只是晶面指数 （ＨＫＬ）的极密度等值线的集
合。逐点计算极图中的极密度分布ｐｊ（α�β）值只在
计算被测材料的取向分布函数或某些特殊的场合下

才需要 ［8］。
极密度分布ｐｊ（α�β）表达了多晶体内各晶粒的

｛ＨＫＬ｝晶面法向在 （α�β）处分布的强弱�其数值与
α、β和第ｊ个极密度分布所对应的晶面指数有关。
不同样品测算得到的极密度分布ｐｊ（α�β）值在给定
的 （α�β）位置上通常是不相等的 ［9］。这里 α∈ ［0�
π］�β∈ ［0�2π］�取α以5°为步长递增�β以10°为
步长递增。

为了与后面的计算对应起来�在 ＥＣＰＤＦ（Ｅｘ-
ｐａｎｓｉｏｎＣｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓｏｆＰｏｌｅＤｅｎｓｉｔｙＦｕｎｃｔｉｏｎ）模块中
用随机数发生器产生24组极密度分布数据�其晶
面指数 （ＨＫＬ）分别为 （100）�（110）�（111）�
（102）�（112）�（122）�（103）�（113）�（315）�
（335）�（551）�（117）�（553）�（137）�（337）�
（157）�（203）�（123）�（223）�（104）�（114）�
（331）�（124）�（115） ［9］。将生成的这24组极密度
分布函数数据分别存储于与晶面指数名称相对应的

ｐｏｌｅ－ｆｉｇｕｒｅ100�…�ｐｏｌｅ－ｆｉｇｕｒｅ115这24个文件中。
每个文件中有3个参数�分别为ｐｊ（α�β）、α、β。

根据立方晶体的实际计算可知�当 ｌ＝22（ｌ∈
Ｎ ）时有Ｍ（ｌ）＝2。也就是说�对立方晶体只需要
两个完整的极密度分布就可以使 ＯＤＦ的展开式计

算到ｌ＝22。当ｌ达到22时所得到的ＯＤＦ的对称广
义球谐函数展开式的精度已经能够满足实际应用的

需要了�故通常采用ｌｍａｘ＝22［8－9］。
2∙1　ＯＤＦ计算主程序

ＯＤＦ计算程序流程如图3所示。用户建立一
个用来存储需要计算的欧拉角和晶面指数的文件�
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并从主程序中读入此文件名。先利用定义的 Ｔｒａｎｓ
函数将用户输入的欧拉角由角度值转化成为弧度

值�再经过运行子模块 ＦＣＮＡＬＦ（ＦｏｕｒｉｅｒＣｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓ
ｏｆｔｈｅＮｏｒｍａｌｉｚｅｄＡｓｓｏｃｉａｔｅｄＬｅｇｅｎｄｒｅＦｕｎｃｔｉｏｎｓ）、
ＳＳＨ（ＳｙｍｍｅｔｒｉｃＳｐｈｅｒｉｃａｌＨａｒｍｏｎｉｃｓ）、ＥＣＰＤＦ、ＣＯＤＦ
（ＣｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓｏｆｔｈｅＯｒｉｅｎｔａｔｉｏｎＤｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎＦｕｎｃ-
ｔｉｏｎ）、ＧＳＨ（ＧｅｎｅｒａｌｉｚｅｄＳｐｈｅｒｉｃａｌＨａｒｍｏｎｉｃｓ）、ＳＧＳＨ
（ＳｙｍｍｅｔｒｉｃＧｅｎｅｒａｌｉｚｅｄＳｐｈｅｒｉｃａｌＨａｒｍｏｎｉｃｓ）、ＯＤＦ
来计算所需要的 ＯＤＦ值。计算结果将在 ｒｅｓｕｌｔ．ｔｘｔ
文件中输出。

图3　程序流程
Ｆｉｇ．3　Ｐｒｏｇｒａｍｆｌｏｗｃｈａｒｔ

2∙2　归一化连带勒让德函数的计算

-Ｐｍｌ （ｃｏｓα） ＝∑ｌｍａｘ
ｓ＝0（2）

α′ｍｓｌ ｃｏｓｓα�

其中�-Ｐｍｌ （ｘ）为归一化连带勒让德函数 （ＮＡＬＦ�Ｎｏｒ-
ｍａｌｉｚｅｄＡｓｓｏｃｉａｔｅｄＬｅｇｅｎｄｒｅＦｕｎｃｔｉｏｎｓ）；α′ｍｓｌ 为归一
化连带勒让德函数的傅里叶系数。

在程序模块ＮＡＬＦ中实现归一化连带勒让德函数

的计算�参数分别为ｌ、ｍ、α。这里α′ｍｓｌ 的值作为库文件
是已知的�可直接求得-Ｐｍｌ （ｃｏｓα）的值。定义四个全局
数组 ＮＡＬＦａ ［340］、ＮＡＬＦｂ ［340］、ＮＡＬＦｃ ［340］、
ＮＡＬＦｄ［340］�从库文件ＦＣＮＡＬＦ．ｔｘｔ中读入α′ｍｓｌ 、ｌ、ｓ、ｍ
的值�分别存储在以上定义的四个数组当中。

2∙3　对称球谐函数的计算

Ｙ
·ｖ
ｌ（α�β）＝1πＰ

·（ｖ－1）2
ｌ （ｃｏｓα）ｃｏｓ［ （ｖ－1）2β］�

其中�Ｙ·ｖｌ为对称球谐函数 （ＳＳＨ）；Ｐ
·ｍ
ｌ （ｘ）为对称勒让

德函数 （ＳＬＦ�ＳｙｍｍｅｔｒｉｃＬｅｇｅｎｄｒｅＦｕｎｃｔｉｏｎ）�ｖ＝1�
2�…� ｌ2＋1。

在程序模块ＳＳＨ中实现对称球谐函数的计算�
参数分别为 ｌ、ｖ、α、β。通过模块 ＮＡＬＦ计算出
-Ｐｍｌ （ｘ）的值�通过式 （1）计算得到Ｐ·ｍｌ （ｘ）。

εｖ

2-Ｐ
ｍ
ｌ （ｘ）＝Ｐ

·ｍ
ｌ （ｘ） εｖ＝

1� ｖ＝1
2�ｖ≠1。 （1）

2∙4　极密度函数展开式系数的计算

Ｆｖｊｌ ＝ ∑π
α＝0（Δα） ∑

　2π

　 β＝0（Δβ）
ｐｊ（α�β）Ｙ·ｖｌ （α�β）ｓｉｎαΔαΔβ�

其中�Ｆｖｊｌ为极密度函数的展开式系数 （ＥＣＰＤＦ）；
ｐｊ（α�β）为晶面ｊ的极密度分布函数。

在程序模块ＥＣＰＤＦ中实现极密度函数展开式

系数的计算�参数分别为ｌ、ｖ、ｊ（其中ｊ为第ｊ个极密
度分布所对应的晶面指数ＨＫＬ）。通过模块ＳＳＨ计
算出Ｙ

·ｖ
ｌ（α�β）的值�可以直接得到Ｆｖｊｌ的值。在这里

需要调用存储极密度分布函数的24个文件�ｐｏｌｅ－
ｆｉｇｕｒｅ100�…�ｐｏｌｅ－ｆｉｇｕｒｅ115�其中 α、β、Δα、Δβ的
取值与主程序中一致。定义三个数组 ａ［1369］、
ｂ［1369］、ｃ［1369］�根据用户对晶面指数的不同选
择�调用不同的存储极密度分布函数的文件。将调
用文件中的三个参数 ｐｊ（α�β）、α、β分别存储于数
组ａ［1369］、ｂ［1369］、ｃ［1369］中。
2∙5　取向分布函数系数的计算

Ｆｖｊｌ ＝ 4π
2ｌ＋1∑

Ｍ（ｌ）

ｕ＝1
ＣｕｖｌＹ（ＨＫＬ）�

其中�Ｃｕｖｌ为 ＯＤＦ的系数 （ＣＯＤＦ）；Ｙ：（ＨＫＬ）为晶面
｛ＨＫＬ｝的 对 称 球 谐 函 数 （ＳＳＨＣＰ�Ｓｙｍｍｅｔｒｉｃ
ＳｐｈｅｒｉｃａｌＨａｒｍｏｎｉｃｓｏｆＣｒｙｓｔａｌＰｌａｎｅ｛ＨＫＬ｝）；Ｍ
（ｌ）是独立的球谐函数数量�反映了晶体对称性�
由不同的 ｌ决定。

在程序模块ＣＯＤＦ中实现ＯＤＦ系数的计算�参数
分别为ｌ、ｖ、ＨＫＬ。定义四个全局数组ＣＯＤＦａ［360］、
ＣＯＤＦｂ［360］、ＣＯＤＦｃ［360］、ＣＯＤＦｄ［360］�从库文
件ＳＳＨＣＰ．ｔｘｔ中读入Ｙ：（ＨＫＬ）、ｌ、ｕ、ＨＫＬ的数据�并分
别存储在定义的四个数组中。
2∙6　广义球谐函数的计算

Ｓｍｎｌ （ｇ） ＝∑ｌ
ｓ＝0（2）
2Ｑｍｓｌ Ｑｎｓｌ ｃｏｓｓΦｃｏｓｍφ2ｃｏｓｎφ1－

∑ｌ
ｓ＝1（2）
2Ｑｍｓｌ Ｑｎｓｌ ｃｏｓｓΦｓｉｎｍφ2ｓｉｎｎφ1�
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其中�Ｓｍｎｌ （ｇ）为广义球谐函数 （ＧＳＨ）；Ｑｍｎｌ （ｘ）为广
义调和函数。

在程序模块 ＧＳＨ中实现广义球谐函数的计

算�参数分别为 ｌ、ｖ、ｎ、φ1、Φ、φ2。用户给定的三
个欧拉角程序�在此模块中才开始真正参与运
算。从库文件 ＦＣＧＳＦ．ｔｘｔ中读入 Ｑｍｎｌ、ｍ、ｓ、ｌ的数
据分别存储到定义的四个全局数组 ＧＳＨａ［645］、
ＧＳＨｂ［645］、ＧＳＨｃ［645］、ＧＳＨｄ［645］中。在此模
块的计算中�Ｑｍｓｌ Ｑｎｓｌ参加了两次运算�第一次参与运
算时的取值是 ［0�ｌ］的偶数�第二次参与运算时的取
值是 ［0�ｌ］的奇数。
2∙7　对称广义球谐函数的计算

Ｔ
：
（ｇ） ＝ 2πεｖ∑ｌ

ｍ＝0（4）
Ｂｍｕｌ
：
Ｓｍ（ｖ－1）2ｌ （ｇ）� （2）

其中�Ｔ
：
（ｇ）为对称广义球谐函数 （ＳＧＳＨ）；Ｂｍｕｌ

：　
为对

称系数 （ＳＣ�ＳｙｍｍｅｔｒｙＣｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓ）。
在程序模块ＳＧＳＨ中实现对称广义球谐函数的

计算�参数分别为ｌ、ｖ、ｎ、φ1、Φ、φ2。从库文件ＳＣ．ｔｘｔ
中读入Ｂ

：
ｍｕ
ｌ、ｌ、ｕ、ｍ的值分别存入定义的全局数组ＳＧ-

ＳＨａ［66］、ＳＧＳＨｂ［66］、ＳＧＳＨｃ［66］、ＳＧＳＨｄ［66］中。
2∙8　ＯＤＦ的计算

ｆ（ｇ） ＝1＋∑ｌｍａｘ
ｌ＝4（2）∑

Ｍ（ｌ）

ｕ＝1∑
Ｎ（ｌ）

ｖ＝1
ＣｕｖｌＴ

：
（ｇ）� （3）

其中�ｆ（ｇ）为ＯＤＦ；Ｎ（ｌ）是独立的球谐函数数量�反
映了样品对称性�由不同的ｌ决定。

在程序模块 ＯＤＦ中�参数为用户输入的 φ1、
Φ、φ2�以及前面指定的24个晶面指数中的任一
个。从ＣＯＤＦ模块计算得到ＯＤＦ展开式的各项系
数Ｃｕｖｌ�从ＳＧＳＨ模块计算得到 Ｔ： （ｇ）�则不难计算
出ＯＤＦｆ（ｇ）来。
　　由式 （2）可以知道�Ｔ： （ｇ）是一个完全已知的标
准函数�只要给定三个Ｅｕｌｅｒ角的值即可将其求出。
不同的取向分布函数ｆ（ｇ）的差异全部反映在式 （3）
中的ＯＤＦ的系数Ｃｕｖｌ上。
2∙9　取向分布函数的可视化

依据仿真得到的含11891个晶粒的多晶体材
料微结构模型�首先将随机数发生器随机发生的
数据代替实验数据�生成对应于每个晶粒并符合
正态分布的 Ｅｕｌｅｒ角数据�将 Ｅｕｌｅｒ角数据写入外
部文件；其次将此外部文件导入ＯＤＦ程序�计算得
到每个晶粒的ＯＤＦ值�并以二进制文件形式存储；
最后�通过多晶体材料微结构仿真主程序预留的
处理晶粒属性可视化的接口�实现多晶体材料各
晶粒Ｅｕｌｅｒ角和ＯＤＦ值分布的可视化�其结果如图
4、5所示。其中�图4为包含有11891个晶粒的立

方晶体各晶粒的取向可视化结果�图5为包含有
11891个晶粒的立方晶体各晶粒的ＯＤＦ值可视化
结果。

同理�可以根据表层具有细化晶粒的多晶体材
料微结构模型实现此种结构中晶粒Ｅｕｌｅｒ角和ＯＤＦ

值分布的可视化�结果如图6、7所示。可以看出�仿
真得到的细化层晶粒的Ｅｕｌｅｒ角和ＯＤＦ值与基体层

晶粒相比较�细化层晶粒的Ｅｕｌｅｒ角和ＯＤＦ值更趋
于一致。
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图7　表层具有细化晶粒的立方晶体各晶粒的ＯＤＦ值
Ｆｉｇ．7　ＯＤＦｔｏｔｈｉｎｎｉｎｇｃｒｙｓｔａｌｌｉｔｅｏｎｓｕｒｆａｃｅｉｎ

ｃｕｂｉｃｃｒｙｓｔａｌ

3　结　论
文中主要研究了在数字材料领域�可视化仿真

三维多晶体材料微结构的计算机技术以及晶粒

ＯＤＦ的程序化计算与可视化问题。
（1）三维多晶体材料微结构的仿真设计�运用

简单合理的空间数据结构�开发了基于计算机硬盘
文件为运算及存储对象的三维空间Ｖｏｒｏｎｏｉ图增量

式外存算法�在指定长方体区域内实现了 “海量 ”级
三维晶粒聚合体的构造。同时�利用 ＯｐｅｎＧＬ图形
接口�实现了多晶体材料微结构的可视化。

（2）在多晶体材料微结构中�由每个晶粒的三
个Ｅｕｌｅｒ角可以计算晶粒 ＯＤＦ值�据此设计了立
方晶体ＯＤＦ的计算程序。运行程序可以得到每个晶

粒对应的ＯＤＦ值。同时�多晶体材料微结构仿真主
程序将求得的ＯＤＦ值与其几何信息数据相对应�实
现了每个晶粒ＯＤＦ的可视化�直观地显示了多晶体
材料中ＯＤＦ在各晶粒内的分布。
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