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摘要　研究了梯度泡沫材料圆板的非线性弯曲行为，基于ｖｏｎ　Ｋａｍａｎ经典板理论，建立了梯度泡沫
圆板在机械载荷作用下的几何非线性动力学控制方程。假设泡沫梯度的密度沿厚度方向按照幂函
数连续变化，并用数值方法（打靶法）求解了周边加紧和简支泡沫材料圆板在均布载荷作用下的数值
解，并给出了泡沫梯度指数与结构的弯曲变形之间的关系曲线。结果表明梯度指数、厚径比、外载荷
均对圆板的弯曲变形影响明显。大量数值结果为后期的振动分析和工程应用提供了数据参考。
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　　泡沫金属结构由于其空隙的存在而具有良好的
吸能、吸声、缓冲、传热（开孔泡沫）、隔热（闭孔泡沫）
等优越于传统致密材料的功能，其结构一体化和功
能性的复合特性，使其极具发展潜力，是极有应用前
景的新型结构，被广泛应用于汽车、建筑、国防军工
等领域［１－３］。其力学性能研究一直备受国内外学者
关注，形成了实验研究、理论解析和数值模拟３种主
要手段［４］。

Ｌｉｕ等［５］研究了密度梯度金属泡沫圆柱壳结构
的爆炸冲击响应和能量吸收能力，优化设计夹芯密
度分布以提高结构的抗冲击性能；Ｓｔｏｒｍ等［６］基于

Ｋｅｌｖｉｎ泡沫模型，针对局部泡沫的几何特性（支柱
和结点）对材料有效弹性性能的影响问题进行了研
究。张健等［７－８］对泡沫金属在冲击载荷下的能量吸
收特性、压缩性能等方面做了较多细致的工作。
根据文献调研，已有的关于梯度泡沫材料的分

析中，多数研究倾向于具体泡沫材料的实验和模拟
研究，这主要是缺少一种考虑密度变化影响的泡沫
材料力学本构模型［９］，而且对于机械载荷作用下圆
板的研究文献非常少。研究考虑泡沫材料密度沿厚

度方向指数变化的本构模型［１－２］，基于ｖｏｎ　Ｋａｍａｎ
经典板理论，建立了梯度泡沫圆板在机械载荷作用下
的几何非线性动力学控制方程，并用打靶法求解了周
边加紧和简支圆板在均布载荷作用下的数值解［１０－１９］，
为后期的振动分析和工程应用提供了数据参考。

１　数学模型

考虑一半径为ｂ、厚度为ｈ的梯度泡沫材料圆板，
利用文献［１－２］中描述的Ｔｙｐｅ１模型，即上下表面板
相对密度相同的对称板。采用柱坐标（ｒ，θ，ｚ）建立数
学关系式，其中圆板几何中面的圆心为坐标原点，ｚ
轴正方向垂直板平面向上，其杨式模量描述为

Ｅｆ
Ｅｓ
＝α ρｆ

ρｓ（ ）ｍ，　 （１）

其中：Ｅｆ 为梯度泡沫金属的弹性模量（一般是材料
内部各点位置的函数）；Ｅｓ 为孔壁材料的弹量（相应
实体材料的弹性模量）；ρｆ 为梯度泡沫金属密度（一
般是材料内部各点位置的函数）；ρｓ为孔壁材料密度
（相应实体材料的密度）；α为包含所有的几何比例
常数。
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考虑到工程实际中最为常见的是材料物性参数

按一个方向变化的梯度泡沫材料，为了简化计算过
程，令α＝１，ｍ＝２，且认为泊松比保持不变，Ｔｙｐｅ１
表示的密度分布模式［１－２，１７－１８］为

ρｆ
ρｓ
＝ｎｓ２－

ｎ
１２＋

１
２
，　 （２）

其中：ｎ表示密度梯度指标；ｓ＝ｚ／ｈ表示坐标。

１．１　 几何方程
根据ｖｏｎ　Ｋａｒｍａｎ经典板理论，梯度泡沫材料

圆板在柱坐标系（ｒ，θ，ｚ）中轴对称变形的非线性几
何方程［１１］为

　｛εｒ，εθ，γｒθ｝Ｔ＝｛ε０ｒ，ε０θ，０｝Ｔ＋ｚ｛κｒ，κθ，κｒθ｝Ｔ，（３）

｛ε０ｒ，ε０θ｝Ｔ ＝
ｕ
ｒ＋

１
２
ｗ
ｒ（ ）２，ｕｒ｛ ｝Ｔ，　 （４）

　　｛κｒ，κθ，κｒθ｝Ｔ ＝ －
２　ｗ
ｒ２

，－
１
ｒ
ｗ
ｒ
，０｛ ｝Ｔ， （５）

其中：ｕ（ｒ）、ｗ（ｒ）分别为几何中面的径向和横向位
移；ε０ｒ、ε０θ 为中面处的应变；κｒ、κθ为变形后中面的曲

率。式（４）中Ｖｏｎ　Ｋａｒｍａｎ项
１
２
ｗ
ｒ（ ）２是由横向变

形而产生的非线性应变。

１．２　 物理方程
考虑到材料为线弹性的，本构方程［１０－１１］如下：

　｛σｒ（ｚ），σθ（ｚ），τｒθ（ｚ）｝Ｔ＝［Ｑ］｛εｒ，εθ，γｒθ｝Ｔ，（６）
其中：［Ｑ］为刚度矩阵，具体公式为

［Ｑ］＝
Ｅ（ｚ）

１－［ν（ｚ）］２

１ ν（ｚ） ０
ν（ｚ） １　 ０
０　 ０　 １

熿

燀

燄

燅

， （７）

其中：Ｅ（ｚ）和ν（ｚ）分别为厚度方向ｚ处的等效弹

性模量、泊松比。当梯度泡沫材料的泊松比随板厚
变化不大时［１］，可在式（７）中将ν（ｚ）看作常数。将
式（２）沿板的厚度进行积分可分别得到板内的径向
薄膜力和弯矩［１１］：

Ｎｒ＝∫
ｈ／２

ｈ／２
σｒｄｚ＝Ａ（ε０ｒ＋νε０θ）＋Ｂ（κｒ＋νκθ），（８）

Ｎθ＝∫
ｈ／２

ｈ／２
σθｄｚ＝Ａ（ε０θ＋νε０ｒ）＋Ｂ（κθ＋νκｒ），（９）

Ｍｒ＝∫
ｈ／２

－ｈ／２
ｚσｒｄｚ＝Ｂ（ε０ｒ＋νε０θ）＋Ｄ（κｒ＋νκθ），

（１０）

Ｍθ＝∫
ｈ／２

－ｈ／２
ｚσθｄｚ＝Ｂ（ε０θ＋νε０ｒ）＋Ｄ（κθ＋νκｒ），

（１１）
其中：Ａ、Ｂ 和Ｄ 为刚度系数，定义为

（Ａ，Ｂ，Ｄ）＝∫
ｈ／２

－ｈ／２

Ｅ（ｚ）
１－ν２

（１，ｚ，ｚ２）ｄｚ。

２　 控制方程

２．１　 位移函数形式的控制方程
假设圆板表面承受ｚ方向均布载荷ｑ，边界沿径

向承受压力ｐ，利用能量变分原理可以得到梯度泡
沫圆板的平衡方程和边界条件。为便于比较，这里
假设圆板位移函数为

Ｕｒ（ｒ，ｚ）＝ｕ（ｒ）＋ｚφ（ｒ），

Ｕｚ（ｒ，ｚ）＝ｗ（ｒ），｛ 　 （１２）

其中：ｗ，ｕ，φ 分别表示板中面上任意一点的横向和
径向位移以及原中面法线的转角。当研究圆板的弯
曲问题时，忽略径向压力ｐ，令式（１２）中φ＝－ｗ，ｒ，
经典板理论下的位移形式的控制方程为

Ａ１１
ｄ２　ｕ
ｄｒ２＋

１
ｒ
ｄｕ
ｄｒ－

ｕ
ｒ２－

ν－１
２ｒ

ｄｗ
ｄｒ（ ）２＋ｄ２　ｗｄｒ２ ｄｗｄｒ（ ）－Ｂ１１ ｄ３　ｗｄｒ３ ＋１ｒｄ

２　ｗ
ｄｒ２ －

１
ｒ２
ｄｗ
ｄｒ（ ）＝０，

Ｄ１１
ｄ４　ｗ
ｄｒ４ ＋

２
ｒ
ｄ３　ｗ
ｄｒ３ －

１
ｒ２
ｄ２　ｗ
ｄｒ２ ＋

１
ｒ３
ｄｗ
ｄｒ（ ）＝Ａ１１ ｄｕｄｒ＋νｕｒ ＋１２ ｄｗ

ｄｒ（ ）２［ ］ｄ２　ｗｄｒ２ ＋Ａ１１νｄｕｄｒ＋νｕｒ［ ＋

　　　　　 ν２
ｄｗ
ｄｒ（ ）２］１ｒｄｗｄｒ－ｐ ｄ

２　ｗ
ｄｒ２ ＋

１
ｒ
ｗ
ｄｒ（ ）＋Ｂ１１ ｄ３　ｕｄｒ３＋２ｒｄ

２　ｕ
ｄｒ２－

１
ｒ２
ｄｕ
ｄｒ＋

１
ｒ３
ｕ（ ）＋

　　　　　Ｂ１１
ｄ３　ｗ
ｄｒ３ ＋

２－３ν
ｒ

ｄ２　ｗ
ｄｒ２ －

１
ｒ２
ｄｗ
ｄｒ（ ）ｄｗｄｒ＋ｑ。

烅

烄

烆

（１３）

２．２　 无量纲化的控制方程
为使研究的问题变为弱非线性问题，这里引入

无量纲量：

ｘ＝
ｒ
ｂ
，珡ｗ＝

ｗ
ｈ
，珔ｕ＝

ｕｂ
ｈ２
，Ｄｓ＝

Ｅｓｈ３

１２（１－ν２）
，

Ｆ１＝
Ｂ１１
Ｄ１１
ｈ，Ｆ２＝

Ａ１１
Ｄ１１
ｈ２，Ｆ３＝

Ｂ１１
ｈＡ１１

，

Ｑ＝
１２ｑｂ４

Ｄｓｈ
，ｆ（ｎ）＝ｆ３（ｎ）－

ｆ２（ｎ）２

ｆ１（ｎ）
。

将问题转化为无量纲下的控制方程：

（１－Ｆ１Ｆ３）
ｄ４　ｗ
ｄｘ４＋

２
ｘ
ｄ３　ｗ
ｄｘ３－

１
ｘ２
ｄ２　ｗ
ｄｘ２＋

１
ｘ３
ｄｗ
ｄｘ（ ）＝Ｆ２ ｄｕｄｘ＋νｕｘ ＋１２ ｄｗ

ｄｘ（ ）２［ ］ｄ２　ｗｄｘ２＋
Ｆ２ν

ｄｕ
ｄｘ＋

ｕ
ｘ ＋

ν
２
ｄｗ
ｄｘ（ ）２［ ］１ｘｄｗｄｘ ＋Ｆ１ ２νｘ ｄ

２　ｗ
ｄｘ２

ｄｗ
ｄｘ ＋

１
ｘ２

ｄｗ
ｄｘ（ ）２＋ ｄ２　ｗ

ｄｘ２（ ）２［ ］＋ Ｑ
ｆ（ｎ）

， （１４）
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ｄ２　ｕ
ｄｘ２＋

１
ｘ
ｄｕ
ｄｘ－

ｕ
ｘ２＋

ｄｗ
ｄｘ
ｄ２　ｗ
ｄｘ２＋

１－ν
２ｘ

ｄｗ
ｄｘ（ ）２＝

Ｆ３
ｄ３　ｗ
ｄｘ３＋

１
ｘ
ｄ２　ｗ
ｄｘ２－

１
ｘ２
ｄｗ
ｄｘ（ ）。 （１５）

２．３　 边界条件
周边固支为

ｘ＝１∶ｗ＝ｕ＝０，
ｄｗ
ｄｘ ＝０

，

ｘ＝０∶ｗ＝Ａ，ｕ＝０，
ｄｗ
ｄｘ ＝０

。
烅

烄

烆

　 （１６）

　　 周边不可移简支为

ｘ＝１∶ｗ＝ｕ＝０，Ｍｘ ＝０，

Ｆ１
ｄｕ
ｄｘ＋

ν
ｘｕ＋

１
２
ｄｗ
ｄｘ（ ）２［ ］－ ｄ２　ｗ

ｄｘ２＋
ν
ｘ
ｄｗ
ｄｘ（ ）＝０，

ｘ＝０∶ｗ＝Ａ，ｕ＝０，
ｄｗ
ｄｘ ＝０

。

烅

烄

烆
（１７）

３　 梯度泡沫圆板非线性弯曲数值结
果及讨论

为验证数值结果的正确性，把方程（１３）向均质
材料线性弯曲控制方程进行退化，首先忽略非线性
项和横向剪切变形，退化到均匀材料加紧圆板时，则
式（１３）的理论解可以求得

ｗ（ｒ）＝
ｑ
６４Ｄ

（ｒ２－ｂ２）２。

这是我们熟知的板壳理论中圆板的位移结果。可见关
于梯度泡沫圆板的非线性控制方程（１３）是可信的。
算例　考虑Ｔｙｐｅ１模型的梯度泡沫铝材圆板，

常温２０℃下的弹性模量Ｅｓ＝６９ＧＰａ，泊松比ν＝
０．３，研究其不同厚径比下轴对称非线性弯曲问题。
固支和简支条件下，圆板中心挠度与梯度指数

的关系曲线分别如图１、图２所示。由图１、图２可
以看出，梯度指数ｎ对板的变形影响明显，周边固
支条件下圆板中心挠度随梯度指数的增大而呈非线

性减小，这是因为随着梯度指数的增大，材料的“泡
沫”性减弱，趋于均匀固体材料“刚性”增强的原因。
周边简支条件有类似的趋势。同时，随着厚径比

ｈ／ｎ的增大，其中心挠度减小，且在ｈ／ｎ＜０．３之前
的变化趋势明显大于ｈ／ｎ＞０．３，这是圆板典型“薄
板”的优势减弱导致的现象。我们发现在ｎ＝０的
附近其非线性的特点明显，在ｎ＜－１和ｎ＞１的区
间材料的线性增强。

２种边界条件下梯度泡沫圆板弯曲路径分别如
图３、图４所示。从图３、图４中可以看出，随着外载

图１　固支圆板中心挠度随梯度指数ｎ的变化曲线（ｑ＝２００）
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图２　简支圆板中心挠度随梯度指数ｎ的变化曲线（ｑ＝２００）
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图３　固支圆板中心挠度随外载荷ｑ的变化曲线（ｈ／ｂ＝０．１）
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图４　简支圆板中心挠度随外载荷ｑ的变化曲线（ｈ／ｂ＝０．１）

Ｆｉｇ．４　Ｃｈａｎｇｅ　ｃｕｒｖｅ　ｏｆ　ｓｉｍｐｌｙ　ｓｕｐｐｏｒｔｅｄ　ｃｉｒｃｕｌａｒ　ｐｌａｔｅ

ｃｅｎｔｅｒ　ｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎ　ｗｉｔｈ　ｅｘｔｅｒｎａｌ　ｌｏａｄ　ｑ

荷ｑ的均匀增大，圆板挠度呈现出非线性增加。同
时，随着材料梯度ｎ的增大，圆板挠度减小；２种边
界条件下，ｎ＜０时圆板的挠度变化趋势明显大于

ｎ＞０时的变化趋势。当ｎ＝３时，其弯曲构形已经
接近于匀质材料的弯曲构形。

４　结论

研究在假设泡沫材料密度沿厚度方向指数变化

的本构模型基础上，基于ｖｏｎ　Ｋａｍａｎ经典板理论，

建立了梯度泡沫圆板在机械载荷作用下的几何非线

性动力学控制方程，并利用打靶法进行了数值求解。

从数值结果中可以得到如下结论：

（１）梯度指数ｎ对板的变形影响明显，周边固
支条件下圆板中心挠度随梯度指数的增大而呈非线

性减小，周边简支条件有类似的趋势；（２）随着厚径

比ｈ／ｎ的增大，其中心挠度减小；（３）随着外载荷ｑ
的均匀增大，圆板挠度呈现出非线性增加，同时，随

着材料梯度ｎ的增大，圆板挠度减小；（４）２种边界
条件下，ｎ＜０时圆板的挠度变化趋势明显大于ｎ＞
０的变化趋势。
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