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多需求层不可靠生产系统的近似最优控制

刘　军1,2,李　平1,宋执环1

(1.浙江大学 工业过程控制研究所,浙江 杭州310027；2.兰州理工大学 机电学院,甘肃 兰州730050)

摘　要：针对具有固定最大生产率和不确定需求层的不可靠生产系统,提出了一种最优双界点控制策略,即一个表
示库存目标的正界点和一个表示订货需求的负界点.当订货需求低于负界点时,必须给系统追加额外的生产能力.
纠正了关于最优界点大小顺序的相关结论,利用分解问题的方法得到了正、负界点的解析表达式,同时给出了一个
更简明、更容易理解的关于最优及时控制的必要条件和一个充分必要条件.仿真结果表明,该方法符合理论依据,
且需求层变化越慢,结果越接近最优解.
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Near-opti mal producti on control of fail ure prone
syste ms with de mand uncertai nty
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Abstract ：For f ail ur e pr one pr oducti on syst e ms wit h a fi xed maxi mu m pr oducti on r at e and uncer t ai n de-
mand ,an opti mal doubl e hedgi ng poi nt cont r ol policy was pr oposed ：a positi ve hedgi ng poi nt r epr esenti ng
i nvent or y obj ect and a negati ve hedgi ng poi nt r epr esenti ng backl og de mand .Ext r a pr oducti on capacit y
s houl d be pur chased when t he backl og l evel i s bel o w t he negati ve hedgi ng poi nt .Af t er i mpr ovi ng t he r e-
sul t s as t o t he or der of t he hedgi ng poi nt s i n so me li t er at ur es ,t he anal ytical ex pr essi ons of t he positi ve and
negati ve hedgi ng poi nt s wer e obt ai ned r especti vel y by a deco mpositi o n met hod .Mean whil e ,a mor e
st r ai g htf or war d and co mpr ehensi bl e necessar y conditi o n and a necessar y and s uf fi ci ent conditi o n f or t he op-
ti mali t y of t he j ust-i n-ti me cont r ol policy wer e pr esent ed r especti vel y .Nu merical co mpari s ons s ho w t hat
t he r es ul t s obt ai ned by t he met hod accor d wit h t he t heor etical r es ul t s ,and t hat t he mor e sl o wl y t he de-
mand r at e changes ,t he mor e accur at e ar e t he r es ul t s obt ai ned by t hi s met hod .
Key words ：hybri d syst e m；opti mal hedgi ng poi nt cont r ol policy ；Mar kov pr ocess ；pr oducti on cont r ol

　　生产系统一般来说都是混杂系统,在系统中一
般都广泛存在着连续过程和离散事件,同时,不确定
性以及随机扰动或事件,例如订单的到达、设备的损
坏等事件,都是不可避免的.对生产的管理者来说,
可以采用两种主要策略来应对所有不确定性事件对

生产的影响：或者依靠建立库存,或者通过雇用临时

工人以及外购产品等追加生产能力的办法来抵御需

求大于生产能力情况的出现.
在无限或者有限时域上,许多学者研究了由不

可靠的单设备组成的生产系统的调度和控制问

题[1].本文所讨论的最优控制策略是一种最优界点
控制策略[2,3],大多数学者在研究这个问题时没有



考虑系统外购生产能力的可能性.Huang 等人[4]提

出了一个标准,当低于这个标准时,系统应该立即追
加或外购生产能力.基于这种思想,本文针对一个只
生产单一产品、由不可靠的单设备组成的生产系统,
主要研究需求的变化对生产的影响.假定设备的损
坏和维修时间是服从指数分布的自由变量,系统的
需求率是不确定的,具有多个需求层.在生产的某一
个阶段,系统的需求率有可能小于系统的最高生产
率,而在另一个阶段却有可能大于系统的最高生产
率.考虑到生产的即时控制以及为生产管理者提供
一个管理标准,提出了一种最优双界点(层)控制策
略：一个表示库存(i nvent or y )目标的正界点和一个
表示订货需求(backl og )的负界点.当订货需求低于
负界点时,必须给系统追加额外的生产能力.本文利
用一种分解问题的方法,避开了由于考虑追加生产
能力所带来的更大的计算复杂度,研究了最优界点
的排序、求解以及最优及时控制策略的有关问题.

1　问题描述
本文研究一个生产单一产品的、由一个不可靠

设备组成的生产系统.s (t )∈｛0,1｝为一个表示设备
状态的连续时间马尔可夫过程,1表示设备处于正
常工 作 状 态 (up ),0 表 示 设 备 处 于 维 修 状 态
(do wn ).假定设备的 up 和 do wn 时间是分别服从
均值为1/p d 和1/p r 的指数分布.θ(t )∈｛1,2,…,
m｝表示系统在时间 t 时的状态,x 、u、dθ分别表示库

存/订货需求、生产率以及产品需求率.假定θ为一
个不受生产控制策略影响的时间均布的不可复归的

马尔可夫链.0≤u(t )≤r 表示生产约束条件,r 为系
统最大生产率.v (t ,θ)表示在时间 t 时的外购生产
率.C=[0,r-]表示可供购买的生产率集,r- 为可供
购买的最大生产率.不等式 r-+r >dθ始终是成立

的,也就是说只要需要,需求总是可以满足的.
(x ,θ)=｛(x (t ),θ(t )),t ≥0｝表示系统的状态过程.
系统模型为

ẋ (t )= u(t )+v (t )-dθ,s (t )=1；
v (t )-dθ,s (t )=0. (1)

定义损失函数为

J = li m
T→∞
1
T E∫T

0
(g(x )+h(v ))d t |x (0),θ(0) ,

(2)
g(x )=c +x ++c -x -.

式中：E 表示求均值；c +和 c -分别表示由库存 x +或订
货需求 x - 引起的单位时间、单位产品的损失；

x +=max (x ,0),x -=max (-x ,0)；h(v )=c vv 表示以
速率 v 购买生产率的单位时间的损失；c v 则表示外购

生产率的单位损失.目标函数是使损失函数 J 最小.

2　最优双界点控制策略
针对这个不可靠生产系统的控制问题,在最优

单界点控制策略的基础上,提出如下最优双界点控
制策略：

(u ∗,v ∗)=

　(0,0), x >z ∗；
(mi n (r ,dθ),0), x =z ∗；
　(r ,0), z-∗<x <z ∗；
(r ,max (dθ-r ,0)),x =z-∗；
　(r ,r-), x <z-∗.

(3)

一般情况下,z ∗为一个非负标量,z-∗为一个负
标量.这种控制策略表示,如果系统的库存高于 z ∗

就停止生产,让库存消耗至 z ∗并尽量保持这种状
态；如果库存低于 z ∗就以系统的最大生产率进行生
产；如果库存达到 z-∗,就外购相应的生产率来维持
生产；如果低于 z-∗,就以系统的最大生产率并且外
购最大的生产力进行生产.

Hu 等人[5]得出了对于一个扩展折旧的有关库

存/订货需求的生产损失函数,有且只有当设备的故
障率是生产率的线性函数时,系统的最优控制策略
是一个单界点控制策略.Li ber opoul os 等人[6]则补

充说明：当且仅当故障率是生产率的凹函数或线性

函数时,单界点控制策略为最优控制策略.考虑到生
产的实际过程,在上述结论的基础上,可以认为上述
双界点控制策略也是最优的.实际上,Huang 等
人[7]已经证明了这一结论.本文只研究这种策略.

3　最优界点的排序
根据文献[4],假定 d m>d m-1>…>d2>d1,同

时 d l ≤r ,d l +1>r .Q=[q ij ]表示θ的转移矩阵.假定
z-∗m ,z-∗m-1,…,z-∗l +1分别代表当需求状态为 d m,d m-1,
…,d l +1时的最优界点,z ∗l ,z ∗l -1,…,z ∗1 则代表当需
求状态为 d l ,d l -1,…,d1 时的最优界点.在式(3)的
控制策略下,用定理1来说明这些最优界点的大小
顺序问题.

定理1　如果 d m >d m-1>…>d2>d1 并且
d1≤r ,d l +1>r 成立,则分别有 z-∗l +1≤z-∗l +2≤…≤z-∗m
和z ∗1 ≤z ∗2 ≤…≤z ∗l 成立.

证明：首先介绍文献[4]的结论.
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引理1　假定 i 表示可行状态,即 r i >d i ,则
z ∗i ≤max ｛z ∗j ∶j ≠i ；q ij ≠0｝.

引理2　假定 i 表示不可行状态,即 r i <d i ,则
mi n ｛z ∗j ∶j ≠i ；q ij ≠0｝≤z ∗i .

这两个引理的证明见文献[4].仔细研究上述引
理,发现文献[4]中研究 m 个相似的不可靠设备时
的情况和这里研究的问题在本质上是一致的.在这
个问题中,如果用 r 和 z-∗i 分别代替文献[4]中的 r i

和 z ∗i ,则上述结论依然是成立的.首先考虑最大可
行状态,也就是需求率为 d1 的状态.根据引理有
z ∗1 ≤max ｛z ∗2｝=z ∗2 ；接着考虑需求率为 d2 的状
态,同样有 z ∗2 ≥max ｛z ∗1 ,z ∗3｝=z ∗3 ；依此类推,对
r ≥dθ的状态,可以得到 z ∗1 ≤ z ∗2 ≤…≤ z ∗l .如果
z ∗1 =0,就称此时的控制为及时(JI T )控制.上述证
明主要利用了引理1.考虑需求率大于生产率的不
可行状态,即 r <dθ的状态.首先考虑当需求率最大
时的状态,即需求率为 d m 时的状态,利用引理2,有
z-∗m ≥mi n ｛z-∗m-1｝；接 着 考 虑 状 态 d m-1,z-∗m-1 ≥
mi n ｛z-∗m ,z-∗m-2｝= z-∗m-2成立；依此类推,可以得到
z-∗m ≥z-∗m-1≥…≥z-∗l +1.命题得证.

本文认为文献[4]中得出的类似结论：z-∗l +1≤
z-∗l +2≤…≤z-∗m ≤0≤z ∗1 ≤z ∗2 ≤…≤z ∗l 是片面的,没
有考虑生产能力不足的情况.因为如果需求率足够
大,即使此时的存货层是正的,也应该追加足够的生
产率,这样才符合实际生产情况.在本文的数字仿真
中,这一点也得到了验证.

4　近似最优界点
采用本文的目标函数,很难得到最优界点的解

析表达式.用 J ∗表示最小损失,V ∗
i 表示当处于θ=

i 的需求状态时的最优价值函数,可以得到如下汉
密尔顿-雅可比方程：

　　 mi n
u,v

d V ∗
i (x )
d x (u +v -dθ)+h(v ) =

-∑
j
q ij V ∗

i (x )-g(x )+J ∗. (4)
　　由方程(4)出发,文献[4]中给出了一些关于库
存的平稳状态概率分布的等式,并且描述了一个得
到最优界点解析表达式的步骤,也就是最终是求取
一个非线性的最优化问题.实际上这个非线性最优
问题依然是很难求解的.本文利用一种问题分解的
办法,提供了一种得到近似最优界点解析表达式的
简单方法.
4.1　当 r≥dθ时的近似最优界点

在以下方法中主要考虑生产是否能够满足需

求,因此 r ≥dθ意味着r p r/(p d+p r )≥dθ,也就是说
生产是满足需求的；r <dθ意味着r p r/(p d+p r )<
dθ,即生产是不能满足需求的.在 r ≥dθ的条件下,
即在生产总是可以满足需求的情况下,外购生产力
是不需要的.在这个阶段,损失函数就可以用函数

J θ1 = li m
T→∞

1
T E∫T

0g(x )d t
来代替.这看起来像用一个无限时域问题取代了一
个有限时域问题.实际上,考虑到在无限时域上生产
的连续性和需求状态的可重复性,对某一个需求状
态,这种替代是可行的.在这种情况下的最优界点问
题已经在不同程度上被加以研究,利用相关的结果,
可以很容易地得到在这种情况下的最优界点 z ∗i 的
解析式：

z ∗i =1λl n (1+c -
c +)(1-σ)；i =1,2,…,l .(5)

式中：

λ=p rr -dθ(p r+p d )
dθ(r -dθ) ,σ=p rr -dθ(p r+p d )

(r -dθ)(p r+p d ).

对于上述情况,很明显 z ∗i ≥0；i =1,2,…,l 是
成立的.为了更深入理解 r p r/(p d +p r )≥dθ的意

义,下面以两个定理来说明关于最优 JI T 控制策略
的问题.

定理2　如果最优控制策略是 JI T 控制策略,
那么必定存在着

p r-p d

p r+p d
≥dθ

r .

定理3　最优控制策略是 JI T 控制策略的充分
必要条件为

r p r

p r+p d
c +- p d

p r+p d
c - ≥dθc +.

先证明定理3,则定理2的证明就相当简单了.
证明：在文献[8]研究的基础上,可以得到关于

库存(订货需求)的概率密度函数.对其进行积分运
算,得到分布函数为

F(x )=P(X≤x )= (1-σ)e -λ(z -x ), x <z ；
1.0, x ≥z .

(6)
研究式(6)和控制策略式(3),库存层在最优界点 z
的概率为σ,即 P (x =z )=σ.如果定义γ=P (x =
z ),根据文献[9]得出了最优 JI T 控制的充分必要
条件为γ≥c -/(c -+c +).利用这个结果可以得到

p rr -dθ(p r+p d )
(r -dθ)(p r+p d )≥

c -
c -+c +,

即 c +r p r-c -r p d≥dθc +(p r +p d )成立.重新整理上
述不等式,得到定理3.注意 r p r/(p r +p d )是平均生
产率,可以称 r p d/(p r +p d )为平均损失生产率,那
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么 c +r p r/(p r +p d )可以理解为平均生产率引起的
库存损失,而 c -r p d/(p r+p d )可以理解为平均损失
生产率引起的缺货损失.这样关于最优 JI T 控制策
略的充分必要条件又可以表述为：平均生产率引起

的库存损失与平均损失生产率引起的缺货损失之差

应该不小于按需求率大小生产而引起的库存损失.
定理2的证明相对就简单了.根据定理3,可以

得到

r p r

p r+p d
c +- p d

p r+p d
c - ≥dθc +.

考虑到生产的实际意义,产品的库存损失不应该大
于产品的缺货损失,也就是说 c +≤c -成立.因此

rc + p r

p r+p d
- p d

p r+p d
≥r p r

p r+p d
c +- p d

p r+p d
c - ,

定理2自然成立.作为必要条件的定理2说明当最
优控制策略是JI T 控制策略时,平均生产率与平均
损失生产率之差不应该小于需求率.
4.2　当 r<dθ时的近似最优界点

与前文一样,因为这里是考虑生产不能满足需
求的状况,所以暂且用 r <dθ表示生产是不满足需

求的,即 r p r/(p d+p r )<dθ.如果在有限时域上考虑
一个确定的需求状态,很明显库存(订货需求)层的
轨迹基本上保持在状态空间 x ≤0上.换句话说,在
[0,z i ]；i =1,2,…,l 上的轨迹是短暂和有限的.考
虑到生产的实际情况,当库存低于某个层面时,必须
追加生产力.在这种情况下,损失函数可以用函数

J θ2 = li m
T→∞
1
T E∫T

0
(c -x -+c vv )d t

来近似代替.利用反向思维,这个系统可以转化为一
个具有固定连续生产率 dθ和不确定需求率 r s 的生

产系统.注意：如果s =1,则有 r s=r ；如果s =0,则有
r s=0.在式(3)控制策略下,J θ2可以转换为

J θ3 = li m
T→∞
1
T E∫T

0(c
-x ++c vr-x -)d t .

这是因为在此控制策略下,库存层在空间 [-∞,
z-∗]和[z ∗,∞]内的轨迹是短暂和有限到达的.在正
常生产条件下,不鼓励追加生产力的行为.很明显,
对这个问题又存在一个最优界点控制策略.和前文
有所不同的是,在这里生产率是固定的而需要率则
是不确定的.

定义 e1=p r/(p d+p r )和 E1=e1r .在这种情况
下,E1 代表了平均需求率.需求的渐进方差 V (t )可
以由文献[10]推出：

V =2p r
(1-e1)e21r 2.

需求方差的平方系数项可以定义为

cv2=li m
t→∞

V
E21t =

2
p r

(1-e1). (7)
引入文献[11]中的一个结论：

z ∗D =
max 0,-cv22 e2

1-e2
(u2-E1)E1

E1-E2 ×

　　 l n c +
c ++c -

E1
E2 , E1≤u2；

0, E1>u2.
其具体意义可以参见文献[11].

不失一般性,在这种情况下,即当生产率固定而
需求不定时的最优界点 η-∗可以通过分析上述文献
[11]的结论而推导出来,即

　η-∗=cv2 e1
1-e1

(dθ-r )dθ

d θ-E1 l n
c -

c -+c vr-
dθ

E1 .(8)
再考虑当 r <dθ时生产的实际意义.对于实际生产
系统,当库存低于某个界点时就需要追加生产率的
近似最优界点为

z-∗i =cv2 e1
1-e1

(r -dθ)dθ

d θ-E1 l n
c -

c -+c vr-
dθ

E1 ；

　　　　　　　　i =l +1,…,m. (9)
这种方法实际上是在整个时域上扩展每一个需

求状态并加以研究.而且,在式(3)的控制策略下,这
种近似主要是考虑到在[-∞,z-∗]和[z ∗,∞]上的
状态轨迹是短暂和有限的.如果在一个有限时间内
考虑这个问题,这种近似当然也是不准确的.因此上
述结论对本文的目标函数而言,并不是准确的解析
表达式,只是一种近似.但是这种方法避免了求解复
杂的非线性最优问题,通过简单的计算就可以得到
适宜的参考值.另外,在整个生产过程中,甚至可以
只使用一个确定的界点策略(即上、下界点是固定
的).这两个界点可以利用平均需求率,通过式(5)和
(9)计算得到,也可以直接利用 z ∗1 和 z-∗m .

5　仿真比较
文献[7]也推荐了一种分解问题的近似方法.用

J z1 表示库存损失,J z2 表示缺货损失,J z3 表示外购生

产力的损失.文献[7]通过近似的方法得到了总的生
产损失,然后近似处理,对其进行偏导数计算,整理
后近似得到

　　f 1(z ∗1 )=c +ρe -λ0z ∗1 +c -e -λ0(k-c+z ∗1 )/c--
r 1
d p 1(c ++c -)=0, (10)

　　f 2(z ∗2 )=c +ρe -λ0(k-c- z ∗2 )/c++c -e -λ0z ∗2 -
r 1
d p 1(c ++c -)=0. (11)
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式中：z ∗1 表示最优正界点,z ∗2 表示最优负界点,其
他符号的意义请参见文献[7].

取 r =6,r-=3,p r =0.3,p d =0.1,c + =0.2,
c -=0.8,c v=4.0.图1是采用本文方法和文献[7]
的方法得到的需求率和相应界点的关系图.

首先,当需求率远远大于生产率时,两者都反映
了最优界点随需求率变化的规律.当需求率小于系
统的平均生产率时,随着需求率的增大,相应的最优
界点也增大；当需求率大于系统的平均生产率时,随
着需求率的增大,相应最优界点的绝对值却减少.这
就是定理1反映的内容.可以看出,本文的结果更完
美地反映了这种规律.

其次,图1(a )中得到的最优界点的绝对值比图
1(b )的最优界点的绝对值大.这是因为本文将特定
的需求状态在整个时域上扩展而单独加以研究的结

果.如果需求层变化很快,本文的结果就比文献[7]
的结果有更大的误差；而如果需求层变化很慢,本
文的结果就比较完美.

再次,当需求率大约为6时,用这两种方法得到
的最优界点都大于0.在某种程度上这是因为这两
种方法都是近似的方法.然而实际上它却反映了在
生产中如果需求率足够大,即使此时的库存是正值,
也应该外购生产率的事实.

应该指出,连续生产过程中,如何解决好控制策
略的转换是个问题.同时利用本文的方法做不同的
试验研究,可以发现条件 c v >c +/p d 和 c v >c -/p r

对正、负最优界点的存在有特殊的意义.当这两个条
件满足时,可以得到理想的结果；如果不满足这两个
条件,所得到的结果也是不符合理论结论的.这在一
定程度上验证了文献[7]中关于最优正、负界点存在
的充分必要条件.

图1　采用不同方法的最优界点随需求率的变化关系
Fi g .1　Relati ons hi p of opti mal hedgi ng poi nt ver s us de mand

r at e by dif f er ent met hods

6　结　语
本文研究了一个不可靠生产系统,提出了一个

最优双界点控制策略.这个策略实际上表明当库存
低于某个确定值时,系统必须追加生产能力.利用一
种问题分解的办法,得到了相应最优界点的解析表
达式.应该指出,在考虑本策略的同时,如果再综合
考虑其他影响生产的因素,比如资源、设备等,本文
的结果将具有更强的指导意义.
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