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基于抗差最小二乘配置法的 GPS高程拟合
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摘要: 介绍了最小二乘配置的基本原理和抗差协方差函数的拟合原理，给出抗差最小二乘配置的

求解过程，并通过实例讨论抗差最小二乘配置在 GPS高程拟合中的有效性和解决最小二乘配置不
具有抗差性的不足。
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Abstract: The basic principles of the least squares collocation and fitting by robust covariance function are
expounded，and the data processes of the robust solution of the least-squares collocation is given． Finally，
we show the effectiveness of the robust least-square collocation by a real example of the GPS elevation
fitting．
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0 引言

随着 GPS 测量技术在工程测量领域的广泛应
用，平面位置相对精度可以达到 10 －7 ～ 10 －9，而要

获得较高精度的正常高，一直是广大测量工作者努

力的方向。目前［3 ～ 5］主要通过在 GPS 网中用水准测
量的方法施测一定数量的水准点，然后计算 GPS 和
水准重合点的高程异常值，并据此利用各种插值的

方法获得测区内其它 GPS 点的高程异常和正常高。
其中最小二乘配置法同时考虑测量误差和选取的模

型与实际似大地水准面的差异，而备受大家的关

注。最小二乘配置法是根据已测点信号、协方差以
及与待估算点的协方差关系，获得待估点的无偏最

优估计，是平差、推估和滤波的综合体; 此模型应
用的成败主要取决于合理确定信号的方差—协方差
阵［2 ～ 6］以及信号与噪声方差之间的权比。许多专
家、学者从方差—协方差函数的选择、点的区域分
布等因素分析了对 GPS高程拟合的精度影响。无论
选择何种方差—协方差函数、重合点的区域分布如
何，若已知水准点含有粗差 ( GPS 测量、水准测
量) ，都必然影响拟合函数，从而影响内插点高程

的精度。从以前的研究发现，最小二乘配置不具备

抗干扰性。为了解决这一缺陷，本文引进抗差估
计，通过一实例说明抗差最小二乘配置在 GPS 高程
拟合中的有效性以及解决最小二乘配置不具有抗差

性的不足。

1 最小二乘配置模型

最小二乘配置的一般模型可以写成［1，3，4］:

L = X + GY + Δ ( 1)
式 ( 1) 中，L为观测向量，Δ 为观测噪声，Y 为非随
机参数，X 为随机参数 ( 包括滤波和推估部分) ，GY
为观测中倾向部分，多采用二次多项式函数表示。
依据变分原理，即:

( X，X) + ΔTCΔΔ
－1Δ = 最小 ( 2)

式 ( 2) ，中 ( X，X) 表示信号范数的平方，CΔΔ 表示
噪声的协方差矩阵。
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利用拉格朗日乘数法解算方程 ( 1) 得到:

Ŷ = { GT ( CXX + CΔΔ )
－1G} －1GT ( CXX + CΔΔ )

－1L
( 3)

X̂ = CXX ( CXX + CΔΔ )
－1 ( L － GŶ) ( 4)

X̂' = CXX' ( CXX + CΔΔ )
－1 ( L － GŶ) ( 5)

式 ( 3) ～式 ( 5) 中，CXX 表示已测点信号方差 —
协方差，CXX' 表示已测点和未测点之间信号方差 —

协方差。X̂表示已测点信号，X̂' 表示未测点信号。
相应的，高程异常观测值的滤波 L和推估 L' 结

果为:

L̂ = GŶ + X̂ ( 6)

L' = GŶ + X̂' ( 7)

2 先验方差—协方差的估计

常用的协方差函数有［3 ～ 5］:

( 1) 高斯函数: C( d) = C( 0) exp( － k2d2 )

( 8)

( 2) 希尔沃宁: C( d) = C( 0)
1 + k2d2 ( 9)

( 3) 似高斯函数: C( d) = C( 0) exp( － kd)
( 10)

式 ( 8) ～ 式 ( 10 ) 中，C( 0) 表示信号的方
差，k为待定参数，d为两点间的距离。其中 C 的先验
值的计算采用式 ( 11) :

C( Xi，Xj ) =
［Xi·Xj］

nd
( 11)

式 ( 11) 中: nd 为相距为 d 的对点数; i，j 为对点的
点号，C是任意两个相距为 d的数据点之间的先验协
方差; ［］表示求和，Xi 为异常位的信号值。本文中，
采取限定距离区间，如点之间最大距离和最小距离

之差为 D，则将此间距以数据变化情况分为 M段，那
么每段间距应为 D /M，这样就可以把整个测区按距
离分为 M段，第一区间应该为［dmin dmin + D /M］、第
二区间( dmin + D /M dmin + 2* D /M］，依次有，第 n
区间( dmin + D /M dmin + n* D /M］，然后 d 值分别
取各区间距离平均值。这样所有的点都参与了协方
差的计算，而且在确定经验协方差参数时，距离值

更科学，也便于编程。

3 抗差协方差函数的估计［9］

如果观测值的先验信息未知，那么我们总是假

设观测向量是等精度的，即先假设观测值的权阵为

单位阵:

Pε =

1 0 … 0
0 1 … 0
   
0 0 …











1

( 12)

然后经过后面的迭代过程再最后确定观测值的权

阵。观测值中数一般是最小二乘法计算的:

珔ε =
∑

n

i = 1
εi

n ( 13)

式 ( 13) 中: εi表示高程异常; n为观测值个数;珔ε为
观测值中数。
众所周知，算术中数法的崩溃污染率为 0，这

就是说它不具备抗差能力，而中位数法的抗差性能

最好，其崩污染率为 1 /2，所以这一步采用中位数
法来代替算术中数法，从而得到初始观侧值中

数，即:

珔ε̂ = med
1≤i≤n
( εi ) ( 14)

中位数虽然具有抗差性，但这种方法没有考虑
到效率问题，所以有必要进行迭代计算。在求取初
始观测值中数初始值后，对观测值进行“中心化”，
即求取偏离量:

δεi = εi － 珔ε̂ ( 15)
初始方差因子为:

σ0 =
∑

n

i = 1
δεi

2

槡 n ( 16)

但是，式 ( 16 ) 的结果容易受观测粗差的影
响。所以采用式 ( 17) 来计算方差因子，即:

σ̂0 = med
1≤i≤n
( δεi ) /0． 6745 ( 17)

采用 IGG方案进行观测值的抗差中数计算，其降权
函数为［8］:

珋pi =

pi δεi / σ̂0 ≤ k0

pi·
k0

δεi / σ̂0

δεi / σ̂0 ＞ k{ 0

( 18)

式 ( 18) 中: k0 通常取 1. 5 ～ 2. 5。
最后，用式 ( 18) 所得到的等价权来计算观测

值的加权平均值:

珔ε( k) =
∑

n

i = 1
珋pi
( k－1)·εi

∑
n

i = 1
珋pi
( k－1)

( 19)

通过式 ( 15) 、 ( 17) 、 ( 18) 、 ( 19) 过程的迭代计
算，由式 ( 19) 得到了具有较高崩溃污染率的观测
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值中数，同时由式 ( 18) 得到了等价权 P:

P =

P1 0 … 0

0 P2 … 0
   
0 0 … P













n

( 20)

观测值与中数的偏离值 ( 视为“残差”) :
δε = εi － 珔ε ( 21)

从最后一次迭代所得到的式 ( 16 ) 和式
( 20) ，就可以得到观测误差的方差:

CΔΔ = σ2
0P

－1 ( 22)

4 算例分析

为了验证抗差最小二乘配置法在高程异常拟合

中的有效性，选取黑河流域某一滑坡 GPS和一等几
何水准测量数据进行高程异常拟合计算。点位分布
见图 1，计算中非随机部分，采用二次多项式函数。
协方差函数选取高斯函数。计算中分别用不含粗差
和含有粗差的高程异常数据作为拟合数据，各利用

观测值中数计算观测值方差 ( 方案一) 、中位数计
算观测值方差 ( 方案二) 、抗差中数计算观测值方
差 ( 方案三) 和抗差中位数计算观测值方差 ( 方

案四) 四种方案。

图 1 点位分布图
Fig. 1 Point distribution

4. 1 不含粗差高程异常数据各种方案拟合计算
首先根据式 ( 8 ) 、式 ( 11 ) 计算高斯函数的

参数 k2 = 0. 00000047514，信号方差 C ( 0 ) =
0. 0058m2。根据拟合得到的协方差函数，计算拟合
点信号协方差阵 CXX，拟合点与检核点的方差 — 协
方差阵 CXX'，再计算观测值方差( 四种不同方案) ，然

后利用最小二乘配置理论重新计算倾向参数 Y和信

号的估值 X̂和 X̂'。根据拟合方程计算拟合点的高程
异常，并与理论的高程异常比较，得到的拟合点和

检核点的拟合残差见图 2、3。
内、外符合精度均采用中误差计算公式:

m = ± ［vv］n －槡 1 ( 23)

式 ( 23) 中: v为拟合残差，n 为拟合点个数或者检
核点拟合个数。内符合精度主要说明模型选取的合
理性，而外符合精度说明预测的准确性。表 1 给出
了四种配置方案的内、外精度。

图 2 拟合点拟合残差
Fig. 2 Fitting errors of fitting points

图 3 检核点拟合残差
Fig. 3 Fitting errors of check points

表 1 内、外符合精度比较表 (单位: m)
Table 1 Comparison of inner and outer accracies

方案一 方案二 方案三 方案四

内符合精度 0. 0574 0. 0574 0. 0588 0. 0576
外符合精度 0. 0409 0. 0408 0. 0378 0. 0404

从图 2 可以看出，当拟合数据不含粗差时，无
论采用何种方法计算观测值的方差，拟合点的拟合
结果一致。从图 3 可以看到，检核点拟合结果一
致，抗差结果略优于一般配置计算。从表 1 看出，
内符合精度在数值上一致，外符合精度抗差估计略
优于一般配置计算。
4. 2 含粗差高程异常数据各种方案拟合计算
给计算高程异常数据中计入一些粗差，然后按

四种不同方案进行拟合计算。粗差的计入是按照上
述计算中误差的 2 ～ 3 倍，人为地给其中 10 号点、
19 号点分别加入 12cm 粗差。根据拟合方程计算拟
合点的高程异常，并与理论的高程异常比较，得到
的拟合点和检核点的拟合残差见图 4、5，中误差见
表 2。
从图 4 可以看出，四种方案拟合结果趋于一

致。从图 5 可以看到，抗差配置的结果明显优于一
般的配置拟合，这一结论从表 2 看得更为明显。外
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图 4 拟合点拟合残差
Fig. 4 Fitting errors of fitting points

图 5 检核点拟合残差
Fig. 5 Fitting errors of check points

表 2 内、外符合精度比较表 (单位: m)
Table 2 Comparison of inner and outer accracies

方案一 方案二 方案三 方案四

内符合精度 0. 0605 0. 0606 0. 0660 0. 0652
外符合精度 0. 0527 0. 0526 0. 0364 0. 0385

符合精度从方案一的 0. 0527m 提高到方案三的
0. 0364m，从方案二的 0. 0526m 提高到方案四的
0. 0385m，抗差配置以后精度提高了 26. 8%。

5 结语

最小二乘配置法是根据已测点信号、协方差以
及与待估算点的协方差关系，获得待估点的无偏最
优估计，是平差、推估和滤波的综合体，该模型在
高程异常拟合中，通过把模型误差当作具有先验性
质的信号处理，同时考虑信号与噪声之间的权重对
拟合结果的影响，取得了很好的结果，但是当高程
异常中含有粗差时，拟合结果会受到歪曲。通过本
文的抗差最小二乘配置拟合计算，得出以下结论:

①拟合区域一定时，利用观测值中数计算观测值方
差和中位数计算观测值方差，经最小二乘配置拟合
计算的内、外符合精度基本一致。②无论拟合数据
是否含有粗差，四种配置内符合精度保持高度一
致。③当拟合数据含有粗差时，抗差最小二乘配置
外符合精度明显优于普通最小二乘配置。④无论是
否含有粗差，外符合精度均高于内符合精度，这也
正是我们想得到的。⑤抗差最小二乘配置在 GPS 高
程拟合中是有效的，在将来的拟合计算中应给予
考虑。

拟合计算中，经验协方差函数选取了高斯函数，

并没有考察其它协方差函数，抗差估计仅考虑了 IGG
方案，对于其它协方差函数及抗差方案选择对抗差

最小二乘配置的拟合的影响，有待于进一步研究。
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