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摘要：机床误差是导致圆弧齿线圆柱齿轮齿面误差的主要原因，研究机床误差与齿面误差之间的关系将为机床加工参数反求、齿

面误差修正等提供理论依据。基于圆弧齿线圆柱齿轮成型原理建立了齿轮机床结构模型，建立了机床坐标系体系。通过齿坯和刀

盘位置误差、刀具形状误差对机床整体误差进行描述，基于啮合原理推导了不包含机床误差和包含机床误差的齿面方程。研究了

齿轮误差曲面计算方法，采用二阶近似曲面和齿面平均误差影响系数分析不同机床误差下误差曲面，研究机床误差对齿面误差的

影响规律。通过实例分析了被加工齿轮几何参数不变时和变化时，机床误差对圆弧齿线圆柱齿轮凹齿面误差影响规律。
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Abstract：The machine tool errors are the main causes of tooth surface errors of curvilinear gear. The research on the relationship between 
machine tool errors and tooth surface errors will provide theoretical basis for the reverse calculation of machining parameters and the error 
correction of tooth surface. Based on the forming principle of curvilinear gear, the structure model and the coordinate system of curvilinear 
gear machine tool are established. The overall errors of curvilinear gear machine tool are described by the position errors between gear 
blank and cutter head, and the shape errors of cutter. Based on the meshing principle, the tooth surface equation is derived when machine 
tool is with or without errors. The calculation method of error surface for curvilinear gear is studied. The error surfaces under different 
machine errors are analyzed by using the second-order approximate surface and the average error influence coefficient of tooth surface. And 
the influence law of machine tool errors on tooth surface errors is studied. The influences of machine tool errors on errors of gear concave 
tooth surface are analyzed by examples when the geometric parameters of the gear are constant and changing.
Key words：machine tool error；curvilinear gear；tooth surface equation；tooth surface errors；influence law 

                                                        
* 国家自然科学基金资助项目(51375320, 5187052280)。20191230 收到初稿，

20200405 收到修改稿 

0  前言 

变双曲圆弧齿线圆柱齿轮是一种新型平行轴齿

轮传动，由于其齿线为圆弧形且为凹凸齿面相互啮

合，相比于传统直齿圆柱齿轮和斜齿圆柱齿轮，具

有更优良的接触特性、润滑特性和弯曲强度，并且

对安装误差敏感度低，无轴向力[1]。因此从 19 世纪
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40 年代长谷川吉三郎首次提出将圆弧齿线应用到

圆柱齿轮上以来，国内外众多学者围绕圆弧齿线圆

柱齿轮的加工方法、数学模型、啮合特性和强度等

进行了大量研究。TSENG 等[2]提出用双面刀盘加工

圆弧齿线圆柱齿轮，推导了该齿轮的数学模型，讨

论了该齿轮的根切条件，并在此基础上分析了该齿

轮副的接触特性。ANDREI 等[3]依据含刀倾角的单

刃刀盘铣削圆弧齿线圆柱齿轮的加工原理，得到了

齿轮齿面的数学模型。TSENG[4]、戴玉堂[5]等先后

提出了用齿轮滚刀滚切圆弧齿线圆柱齿轮的加工方

法，研究了该齿轮的滚切机理，实现了连续切齿，

推导了该齿轮的数学模型。WU 等[6]提出了采用两

互补齿形刀具加工出了圆弧齿线圆柱齿轮，获得了

轮齿齿面数学模型并分析了其接触特性。马振群等
[7-8]提出了含刀倾角的双面刀盘展成法加工圆弧齿

轮，并实现了该齿轮全修形齿面的 CNC 修形加工。

赵斐等[9]以旋转刀盘法双刃铣削圆弧齿线圆柱齿轮

为研究对象,推导了含过渡齿面的圆弧齿线圆柱齿

轮全齿面方程，提出一种全齿面参数范围的计算方

法。ANDREI 等[10]通过有限元法分析了含倾角的单

刃刀盘加工的圆弧齿线圆柱齿轮的应力分布情况，

通过与同参数的人字齿对比发现该齿轮副具有更好

的抗弯强度。FUENTES 等[11]建立了单、双刃刀盘加

工的圆弧齿线圆柱齿轮模型，结合有限元分析了刀盘

匹配关系对其接触特性的影响。CHEN 等[12]对圆弧齿

线圆柱齿轮进行了修形，并通过有限元法分析了其接

触应力和传动误差。孙志军等[13]基于赫兹接触理论针

对线接触圆弧齿线圆柱齿轮副，引入了接触线长度系

数，建立了该齿轮的接触应力计算模型，为圆弧齿线

圆柱齿轮接触应力的计算提供了参考。 
但目前并未见研究变双曲圆弧齿线圆柱齿轮加

工误差相关文献，而齿轮加工误差将导致齿面误差，

进而影响齿轮接触质量，进而影响齿轮的接触强度、

弯曲强度和疲劳寿命。LITIVN 等[14-15]分析了机床调

整参数误差对齿面接触区位置、齿轮传动性能的影

响。GOSSELIN[16]研究了机床调整参数变化引起的

螺旋锥齿轮接触点应力和传递误差变化。QIN 等[17]

研究了机床加工误差和安装误差对蜗杆传动接触特

性的影响，表面机床误差和安装误差将引起蜗轮传

动副传动误差突变和边缘接触。唐进元等[18]研究了

有误差的螺旋锥齿轮传动接触分析，表明机床运动

误差和安装误差对螺旋锥齿轮的齿面接触质量有较

大影响。因此研究机床误差对圆弧齿线圆柱齿面误

差的影响是十分必要的，齿面误差随机床误差的变

化规律将为圆弧齿线圆柱齿轮齿面设计、齿轮机床

精度设计、齿面误差分析与补偿等提供理论依据。 
本文通过圆弧齿线圆柱齿轮的成形原理建立了

齿轮机床结构模型和坐标系体系，分析了机床误差，

通过刀盘位置误差、齿坯位置误差和刀具形状误差

等 8 个误差分量描述机床整体误差。推导了理想情

况下圆弧齿齿线圆柱齿轮齿面方程和有机床误差的

齿面方程，研究了齿面法向误差和齿轮误差曲面计

算方法，通过二阶近似曲面和齿面平均误差影响系

数对误差曲面进行定性和定量的分析，研究了机床

误差对齿面误差影响规律。最后通过实例分析了机

床误差对齿轮凹齿面齿面误差的影响规律。 

1  圆弧齿线圆柱齿轮机床结构模型 

1.1  圆弧齿线圆柱齿轮成形原理 
圆弧齿线圆柱齿轮采用旋转刀盘双刃铣削加工

而成，其成形原理如图 1 所示，图中 RG为齿坯半径，

wT为刀盘转速，wG为齿坯转速， T T T To x y z 为刀盘定

坐标系， W W W Wo x y z 为齿坯定坐标系， G G G Go x y z 为与

齿坯固联动坐标系， To 位于刀盘几何中心， Tz 轴垂

直于刀盘底面， Go 位于齿坯几何中心， Wo 位于平面

内 T T To x y ， Wz 轴与平行于 Ty ， Wx 轴平行于 Tx 轴，

齿 坯 位 于 初 始 加 工 位 置 时 G G G Go x y z 和 重 合

W W W Wo x y z 。加工圆弧齿线圆柱齿轮的旋转刀盘安装

在机床主轴上并绕自身轴线 T To z 转动，铣刀固定在

刀盘上并随刀盘一起转动。切削加工时工件一方面

绕自身轴线 G Go z 转动，一方面沿 Wx 轴往复移动，

与刀具间形成紧密的展成运动，加工过程中刀具同

时切出轮齿的凹凸齿面，加工完一对齿面需进行分

度再加工下一对齿面，直至完成整个齿轮的加工[1]。

通常采用双直刃刀具加工，刀具参数和直齿条刀具

相同，刀具截面如图 2 所示，图中 RT为名义刀盘半

径，α 为刀具展角，m 为待加工齿轮模数，u 为刀

具沿母线方向到节点的距离。 

 

图 1  圆弧齿线圆柱齿轮成形原理 
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图 2  刀具结构示意图 

1.2  圆弧齿线圆柱齿轮机床结构模型 
根据圆弧齿线圆柱齿轮成形原理进行齿轮机床

结构设计，其结构模型如图 3 所示。 

 

图 3  圆弧齿线圆柱齿轮机床结构模型 

1. 床身  2. X 轴部件  3. Z 轴部件  4. B 轴部件  5. 齿坯 

6. 刀盘底座  7. 刀盘  8. 刀具 

根据图 3 中机床结构模型建立机床系统坐标

系，如图 4 所示。图中 1 1 1 1o x y z 为床身坐标系， 2 2 2 2o x y z

为 x 轴部件坐标系， 3 3 3 3o x y z 为 z 轴部件坐标系，

4 4 4 4m m m mo x y z 为 B 轴部件参考坐标系， 4 4 4 4o x y z 为 B
轴部件坐标系(即 G G G Go x y z )， 6 6 6 6o x y z 为刀座坐标

系， 7 7 7 7o x y z 为刀盘坐标系(即 T T T To x y z )， 8 8 8 8o x y z 为

刀具坐标系，x 为加工齿轮时沿 x1 位移量，ϕ 为齿

坯转角，θ 为刀具转角。 

 

图 4  圆弧齿线圆柱齿轮机床坐标系 

2  圆弧齿线圆柱齿线机床误差分析 

由于机床各部件制造误差和安装误差，以及机

床在实际运行中各部件受力变形、受热变形等因素，

刀具、齿坯的位置将偏离理想位置，造成机床误差。

在加工过程中机床任何部件偏离理论位置都可能引

起机床误差，因此建立包含各部件误差的机床误差

模型与齿面误差关系是相当复杂的，也并不适用于在

实践中指导齿轮加工。而任何机床误差最终都是通过

刀具作用于齿坯之上，因此可以通过研究刀盘和齿坯

位置误差和刀具形状误差对齿面加工误差的影响规

律来探讨圆弧齿线圆柱齿轮机床整体加工误差。 
理论上，以坐标系 1 1 1 1o x y z 为基准，刀盘和齿坯

均有 6 个位置误差分量(3 个平移误差分量和 3 个角

度误差分量)，但刀盘的 3 个平移误差分量和绕 1x 轴

的角度误差分量对齿面的影响与齿坯的 3 个平移误

差分量和绕 1x 轴的角度误差分量对齿面的影响相

同，本文不探讨机床运动误差对齿面的影响，故忽

略齿坯转动误差和主轴转动误差。因此，刀盘和齿

坯的 12 个位置误差分量中只有 6 个是相互独立的，

分别为刀盘或齿坯的 3 个位移误差分量和绕 1x 轴的

角度误差分量、刀盘绕 1y 轴的角度误差分量和齿坯

绕 1z 的角度误差分量。为简化计算，将 3 个位移误

差分量均分配给刀盘，最终的位置误差分量为：刀

盘绕 1x 轴的角度误差分量 A，刀盘绕 1y 轴的角度误

差分量 B，刀盘 3 个位移误差分量 X Y ZΔ Δ Δ、 、 ，

齿坯绕 1z 轴的角度误差分量 C，如图 5 所示，图中

4 4 4 4e e e eo x y z 为存在误差时 B 轴参考坐标系，

7 7 7 7e e e eo x y z 为存在误差时刀盘坐标系。 

 

图 5  刀盘和齿坯位置误差示意图 

刀具的形状误差主要包括刀具展角误差 αΔ 和

刀盘名义半径误差 TRΔ ，如图 2 所示，图中 eα 为包

含误差刀具展角， TeR 为包含误差刀具名义半径 

 eα α α= + Δ   (1) 

 Te T TR R R= + Δ  (2) 
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3  圆弧齿线圆柱齿轮齿面方程推导 

3.1  理想情况下的齿面方程 
由图 2 可知刀具截面表达式为 

 

π( sin )
4

0
cos
1

T

ts

R m u

u

α

α

⎡ ⎤− ±⎢ ⎥
⎢ ⎥

= ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

∓

r     (3) 

式中，“±”分别表示刀具内外刃，内刃统一取上部

分符号，外刃统一取下部分符号。 
刀具截面绕 7z 轴回转形成刀具回转面，回转面

在刀盘坐标系 7 7 7 7o x y z 表达式为 

 (7)

π( sin )cos
4
π( sin )sin
4

cos
1

T

Tt

R m u

R m u

u

α θ

α θ

α

⎡ ⎤− ±⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥− ±= ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

∓

∓r   (4) 

刀具回转面单位法矢量在 7 7 7 7o x y z 中表示式为 

 ( )7

cos cos
sin cos

sin
0

t

θ α
θ α

α

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥±
⎢ ⎥
⎣ ⎦

n  (5) 

根据齿轮啮合原理，齿面上与刀具回转面上相

切触的点在固定坐标系 1 1 1 1o x y z 下具有相同的位置矢

量，同时齿面和刀具回转面在切触点处的相对速度

和刀具回转面切削点法线相互垂直[19]。 
将刀具回转面表示在坐标系 4 4 4 4o x y z 中 

 ( )( 4) 1 (7 )
14 17,t tϕ θ −=r M M r  (6) 

式中， 14M 为坐标系 4 4 4 4o x y z 向坐标系 1 1 1 1o x y z 的变换

矩阵； 17M 为坐标系 7 7 7 7o x y z 向坐标系 1 1 1 1o x y z 的变

换矩阵 
 14 12 23 34 4 4m m=M M M M M  (7) 

式中， 12M 为坐标系 2 2 2 2o x y z 向坐标系 1 1 1 1o x y z 的变换

矩阵； 23M 为坐标系 3 3 3 3o x y z 向坐标系 2 2 2 2o x y z 的变

换矩阵； 34mM 为坐标系 4 4 4 4m m m mo x y z 向坐标系

3 3 3 3o x y z 的变换矩阵； 4 4mM 为坐标系 4 4 4 4o x y z 向坐

标系 4 4 4 4m m m mo x y z 的变换矩阵 

 17 16 67=M M M  (8) 

式中， 16M 为坐标系 6 6 6 6o x y z 向坐标系 1 1 1 1o x y z 的变换

矩阵； 67M 为坐标系 7 7 7 7o x y z 向坐标系 6 6 6 6o x y z 的变

换矩阵。 

刀具回转面上切削点在固定坐标系 1 1 1 1o x y z 中速

度为 

 (1) (7)
17t t

•

=v M r  (9) 

齿坯上被切削点在固定坐标系 1 1 1 1o x y z 中速度为 

 (1) (4)
14g t

•

=v M r  (10) 

刀具回转面上切削点法矢量表示在固定坐标系

1 1 1 1o x y z  

 (1) (7)
17t t=n M n  (11) 

理想情况下，齿面切削啮合方程为 
 ( ) (1) (1) (1), ( ) 0t g tf ϕ θ = − =n v v  (12) 

由于 17 0
•

=M ，啮合方程简化为 

 ( ) (1) (1), 0t gf ϕ θ = =n v  (13) 

结合式(6)、(13)可得理想情况下的圆弧齿线圆柱齿

线齿面方程。 
3.2  有误差情况下的齿面方程 

由图 2 可知有误差情况下刀具截面表达式为 

 ( )

π( sin )
4

0
cos

1

Te e

e
ts

e

R m u

u

α

α

⎡ ⎤− ±⎢ ⎥
⎢ ⎥

= ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

∓

r  (14) 

有误差情况下，刀具截面绕 7ez 轴回转，刀具回

转面在 7 7 7 7e e e eo x y z 表达式为 

 ( ) (7 )

π( sin )cos
4
π( sin )sin
4

cos
1

Te e

e e
Te et

e

R m u

R m u

u

α θ

α θ

α

⎡ ⎤− ±⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥− ±= ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

∓

∓r   (15) 

刀具回转面在 7 7 7 7e e e eo x y z 中单位法矢量为 

 ( ) ( )7

cos cos
sin cos

sin
0

e

e e e
t

e

θ α
θ α

α

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥±
⎢ ⎥
⎣ ⎦

n   (16) 

将刀具回转面表示在坐标系 4 4 4 4o x y z 中 

 ( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )1
(4) (7 )

14 17, ,e e e e e
t e tϕ θ

−
=r Δ M M r  (17) 

式中， ( ), , , , , TX Y Z A,B,C Rα= Δ Δ Δ Δ ΔΔ ， ( )
14

e M 为存

在齿坯位置误差时，坐标系 4 4 4 4o x y z 向坐标系 1 1 1 1o x y z
的变换矩阵； ( )

17
e

eM 为坐标系 7 7 7 7e e e eo x y z 向坐标系

1 1 1 1o x y z 的变换矩阵。 

 ( )
14 12 23 34 4 4 4 4

e
m m e e=M M M M M M  (18) 
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式 中 ， 4 4m eM 为 坐 标 系 4 4 4 4e e e eo x y z 向 坐 标 系

4 4 4 4m m m mo x y z 的变换矩阵， 4 4eM 为坐标系 4 4 4 4o x y z 向

坐标系 4 4 4 4e e e eo x y z 的变换矩阵。 

 ( )
17 16 67 77

e
e e=M M M M    (19) 

式中， 77eM 为坐标系 7 7 7 7e e e eo x y z 向坐标系 7 7 7 7o x y z 的

变换矩阵。 
齿坯上被切削点在固定坐标系 1 1 1 1o x y z 中的速度为 

 ( ) ( ) ( )( ) ( )( )1 (4)
14

e e e
g t

•

=v M r  (20) 

刀具回转面上切削点法矢量表示在固定坐标系

1 1 1 1o x y z  

 ( ) ( )( ) ( ) ( )( )7(1)
17

e e e e
t e t=n M n  (21) 

存在机床误差时，啮合方程为 

 ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )1 1, , 0e e
t gf ϕ θ = =Δ n v  (22) 

结合式(17)、(22)可得存在机床误差时的圆弧齿线圆

柱齿线齿面方程。 

4  圆弧齿线圆柱齿轮误差曲面分析 

将误差齿面减去理论齿面并向理论齿面法矢量

投影可以得到表示齿面法向误差的误差曲面，法向

误差计算采用式(23)，通过研究误差曲面可以得到

各机床误差对齿面误差的影响规律 

 ( ) ( )( ), , g g gF ϕ θ = −eΔ r r n  (23) 

式中， gr 为理想齿面， ( )
g

e r 为有加工误差齿面， gn

为理想齿面单位法矢量。 
4.1  圆弧齿线圆柱齿轮误差曲面建立 

齿轮误差曲面较为复杂，很难直接对其进行研

究，因此本文将通过对离散化误差曲面研究探讨机

床误差对齿面误差的影响。参考 GLEASON 的方法
[20]进行误差齿面离散，即按照齿宽和齿高方向取

9 5× 有序点的原则，在齿轮齿面旋转投影面上取 45
点。考虑到齿轮在齿顶和端面倒角以及根切等，离

散化的误差曲面范围小于实际齿面，具体如图 6  
所示。 

 

图 6  误差曲面网格规划 

误差曲面的在齿面旋转投影面 ozr 上网格划分

如 图 7 所 示 ， 图 中  1

( 2)
0.1

2
gm z

r m
−

= + ，

2

( 2.5)
0.1

2
gm z

r m
+

= − ，其中 gz 为齿数。 

 

图 7  误差曲面网格划分 

由图 7 可得，在 ozr 平面内网格节点上任一点

Pij坐标 

 

2 1
1

( )
( 1)

4
( 1)0.4

10
1,2, ,5 1,2, ,9

ij

ij

r r
r r i

j bz b

i j

−⎧ = + −⎪
⎪

−⎨ = − +⎪
⎪

= =⎩

  (24) 

式中，b 为齿宽。 
理论齿面上任意一点坐标 ( ), ,g g gx y z  应满足 

 
2 2
g g

g

x y r

z z

⎧ + =⎪
⎨

=⎪⎩
    (25) 

式(25)是包含两个未知量 ,ϕ θ 的非线性方程

组，方程数量等于未知数数量，可以通过数值方法

迭代求解。结合式(24)、(25)，可以求解得到各网格

节点对应的齿面参数 ( ),ij ijϕ θ 。将 ( ),ij ijϕ θ 和机床误

差代入式(23)即可得到离散化的齿轮误差曲面。 
4.2  圆弧齿线圆柱齿轮误差曲面分析 

通过离散化齿面误差绝对值的均值和机床误差

的比值来评估机床误差对齿面误差的整体影响程

度，定义该比值为齿面平均误差影响系数 

 
( ) / 45k

ij

k
k

F
W

Δ

Δ
=

∑
 (26) 

式中， kΔ 为第 k 项机床误差， ( )k
ijFΔ 为由 kΔ 引起的

Pij处齿面法向误差。 
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图 8  误差曲面二次近似曲面坐标系 

采用二阶曲面对误差曲面进行近似表达，借助

于二次曲面系数分析机床误差对齿面误差的影响趋

势和影响程度，二次曲面坐标系如图 8 所示，坐标

原点位于 P35，二次曲面表达式见式(27)[20] 

 2 2
0 1 2 3 4 5F a a X a Y a X a Y a XY= + + + + +  (27) 

式中，a0 为 0 阶系数，会引起齿面偏离误差；a1为

齿线方向一阶系数，会引起螺旋角误差；a2 为齿高

方向一阶系数，会引起压力角误差；a3 为齿长方向

二阶系数，会引起齿线鼓形误差；a4 为齿高方向二

阶系数，会引起齿廓鼓形误差；a5 为齿长和齿高方

向综合一阶系数，会引起齿面的对角误差。 

5  实例分析 

由于圆弧齿线圆柱齿轮的凹齿面和凸齿面是同

时被加工的，因此机床误差对凹凸齿面误差的影响

是近似，因此本文仅分析机床误差对于凹齿面误差

影响规律。参考文献[21]，本文在研究过程中采用

人为设定机床误差值的方法进行分析研究,设其中

位移误差均为+0.01 mm，角度误差均为+0.1º。 
算例 1，齿轮加工参数不变时，机床误差对齿

面误差的影响。 

表 1  圆弧齿线圆柱齿轮加工参数 

参数 数值 

模数 m/mm 3 
齿数 zg 23 

齿宽 b/mm 30 
压力角 α/(°) 20 

名义刀盘半径 RT /mm 30 

齿轮的加工参数如表 1 所示，将齿轮加工参数

代入式(24)、(25)可以解得无加工误差时的凹齿面网

格节点齿面参数，将齿面参数和各项机床误差代入

式(23)可以解得各网格节点法向齿面误差，进而得

到各机床误差对应的离散化误差曲面，如图 9～16
所示。基于离散化的误差曲面和式(26)、(27)可以得

到各机床误差对应的齿面平均误差影响系数和二次

曲面各阶系数，如表 2 和表 3 所示。 
分析图 9～16，表 2、3，可得以下结果。 

 

图 9  A 对齿面误差的影响 

 

图 10  B 对齿面误差的影响 

 

图 11  C 对齿面误差的影响 

(1) 造成齿面偏离误差的机床误差项包括：刀

盘的角度误差分量 A 和 B，刀盘位移误差分量 XΔ 和

ZΔ ，齿坯角度误差 C，刀盘半径误差 TRΔ 和刀具展

角 误 差 αΔ ； 按 照 影 响 程 度 排 序 为

B→ XΔ → TRΔ → ZΔ → αΔ →C→A，其中 A 和 C 的

影响较小，可以忽略。造成螺旋角误差的机床误差

项有：刀盘角度误差分量 A 和位移误差分量 YΔ 、 
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图 12  ΔX 对齿面误差的影响 

 

图 13  ΔY 对齿面误差的影响 

 

图 14  ΔZ 对齿面误差的影响 

 

图 15  Δα对齿面误差的影响 

 

 

图 16  ΔRT 对齿面误差的影响 

齿坯角度误差分量 C；影响程度由大到小排序为

C→A→ YΔ 。造成压力角误差的机床误差项有：刀

盘的角度误差分量 A 和 B，齿坯角度误差 C，刀盘

位移误差分量 XΔ ，刀具展角误差 αΔ ；影响程度由

大到小排序为 αΔ →B→ XΔ →C→A，而 XΔ 、C 和 A
的影响均较小，可以忽略。造成齿线鼓形误差的机

床误差项有：刀盘的角度误差分量 B，刀盘位移误

差分量 XΔ ，刀具展角误差 αΔ ；影响程度由大到小

排序为 B→ XΔ → αΔ 。造成齿廓鼓形误差的机床

误差项有：刀盘的角度误差分量 B，齿坯角度误

差 C，刀盘位移误差分量 XΔ ，刀具展角误差 αΔ ，

影响程度由大到小排序为： αΔ →B→C→ XΔ ，其

中 C 和 XΔ 的影响较小，可以忽略。造成齿面对

角误差的机床误差项有：刀盘角度误差分量 A 和

位移误差分量 YΔ ，齿坯角度误差 C；影响程度由

大到小排序为 C→A→ YΔ ，其中 YΔ 影响较小，可

以忽略。总的来说，机床各误差项主要造成齿面

的偏移误差、螺旋角误差、压力角误差和齿面对

角误差，而引起的齿面齿线鼓形误差和齿廓鼓形

误差较小。 

表 2  齿面平均误差影响系数 

误差项 齿面平均误差影响系数 
A 3.988 7 
B 18.912 8 
C 10.477 6 
ΔX 9.120 5 
ΔY 1.935 6 
ΔZ 3.420 2 
Δα 2.862 3 
ΔRT 9.396 9 

(2) 刀盘的角度误差分量 B 对齿面整体误差

影响最大，齿面平均误差系数为 18.912 8 μm；齿

坯角度误差 C、刀盘半径误差 TRΔ 和刀盘位移误
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差分量 XΔ 对齿面整体误差影响较大，齿面平均误

差 系 数 分 别 为 10.477 6 μm 、 9.396 9 μm 和

9.120 5 μm；刀盘的角度误差分量 A、刀盘位移误

差分量 ZΔ 、刀具展角误差 αΔ 和刀盘位移误差分

量 YΔ 对齿面整体误差影响较小，齿面平均误差系

数分别为 3.988 7 μm、3.420 2 μm、2.862 3 μm 和

1.935 6 μm。 

表 3  二次曲面各阶系数 

误差项 a0 a1 a2 a3 a4 a5 
A -0.000 1 0.598 8 -0.000 4 0 0 0.0533 5 
B -20.070 0 0 -1.945 0 0.008 5 0.239 3 0 
C -0.002 7 -1.560 0 -0.008 0 0 0.001 0 -0.14 
ΔX 9.402 0 0 0.006 7 -0.004 6 -0.000 9 0 
ΔY 0 0.290 3 0 0 0 -0.003 4 
ΔZ -3.420 2 0 0 0 0 0 
Δα -0.671 2 0 -1.989 -0.001 2 0.244 5 0 
ΔRT -9.396 9 0 0 0 0 0 

 
(3) A 主要造成齿面螺旋角误差和对角误差：齿

面误差在中截面处为 0，当 r 固定时，齿面误差随着

z 的增大由负值逐渐变为正值，当 z 固定时，齿面误

差随着 r 的增大而增大；齿面误差在左端面齿顶附近

取得负向最大值为-8.513 1 μm，在右端面齿顶附近取

得正向最大值为 8.483 7 μm。B 主要造成齿面偏离误

差、压力角误差和轻微的齿廓、齿线鼓形误差：齿面

误差关于中截面对称，在中截面齿根附近和齿顶附近

分别取得正向最大值-13.734 9 μm 和负向最大值

-23.520 5 μm；当 z 固定，齿面误差随着 r 的增大逐

渐增大。C 主要造成齿面螺旋线误差、对角误差和轻

微的齿线鼓形误差：齿面误差在中截面处为 0，当 r
固定时，齿面误差随着 z的增大由正值逐渐变为负值，

当 z 固定时，齿面误差随着 r 的增大而增大；齿面误

差在右端面齿顶附近取得负向最大值-21.771 1 μm，

在右端面齿顶附近取得正向最大值为 21.765 2 μm。

XΔ 主要造成齿面偏离误差和齿线鼓形误差：误差曲

面是关于中截面对称的二次曲面，在中截面齿根附近

和齿顶附近取得最大值 9.396 9 μm，在左右端面根附

近取得最小值为 8.683 1 μm。 YΔ 主要造成齿面螺旋

线误差和轻微的对角误差：齿面误差在中截面处为 0，
齿面误差正向最大值出现在右端面齿根附近为

3.592 4 μm，齿面误差负向最大值在左端面齿根附近

为-3.592 4 μm。 ZΔ 和 TRΔ 均只造成齿面偏离误差，

偏离量分别为-3.420 2 μm 和-9.396 9 μm。 αΔ 主要造

成齿面压力角误差、齿廓鼓形误差、轻微齿面偏离误

差和轻微的齿线鼓形误差：齿面误差关于中截面对

称；当 z 固定时，齿面误差随着 r 的增大由负值逐渐

变化为正值，齿线鼓形误差从齿根到齿顶逐渐减小；

齿面误差在中截面齿根附近取得正向最大值

5.672 3 μm，在中截面齿顶附近取得负向最大值

-4.113 0 μm。 

算例 2，齿轮加工参数变化时，机床误差对齿

面误差的影响。 
齿轮其他加工参数与表 1 相同，m 分别取 3 

mm、5 mm、8 mm、12 mm 和 16 mm 时，计算得

到齿面平均误差影响系数如图 17a 所示。齿轮其

他加工参数与表 1 相同，zg 分别取 23、33、43、
53、70 时，计算得到齿面平均误差影响系数如图

17b 所示。齿轮其他加工参数与表 1 相同，α 分

别取 15°、17.5°、20°、22.5°和 25°时，计算得到

齿面平均误差影响系数如图 17c 所示。齿轮其他

加工参数与表 1 相同，RT 分别取 30 mm、50 mm、

70 mm、90 mm 和 200 mm 时，计算得到齿面平

均误差影响系数如图 17d 所示。 
由图 17a 可知， B 和 αΔ 对应的齿面平均误差影

响系数随着被加工齿轮模数增大呈线性比例增大，主

要原因是齿轮模数增大，加工齿轮的刀具齿高也相应

增大，相同的 B 和 αΔ 将造成刀具齿廓在齿顶和齿根

附近出现更大的偏离，进而导致被加工齿轮的齿顶和

齿根附近出现更大齿面误差，而其他误差项对应的齿

面平均误差影响系数几乎保持不变，原因是被加工齿

轮模数增大，刀具和齿坯的相对位置误差并未改变。

由图 17b 可知，当被加工齿轮齿数增大时，各机床误

差对应的齿面平均误差影响系数并不会发生明显变

化。由图 17c 可知，随着被加工齿轮压力角增大，B
对应的齿面平均误差影响系数具有较大的线性增长趋

势，原因是对于相同的 B 被加工齿轮压力角越大，实

际刀具轮廓相对于理论刀具轮廓的偏移量越大，齿面

整体误差也就越大；A 和 ZΔ 对应的齿面平均误差影响

系数具有较小的线性增长趋势，原因是相同 A 和 ZΔ

下，齿面误差在大压力角齿轮齿面法矢量投影量更大，

其他参数对应的齿面平均误差影响系数几乎保持不

变。由图 17d 可知，随着刀盘半径增大，B 对应的齿
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面平均误差影响系数具有较大的线性增长趋势，原因

是对应相同的 B，越大的刀盘半径将导致刀具齿廓出

现更大的线性偏移，其他参数对应的齿面平均误差影

响系数几乎保持不变。 

 

图 17  不同加工加工参数下齿面平均误差影响系数 

根据图 17 可知，B 对应的齿面平均误差影响系

数随模数、压力角和刀盘半径等三个被加工齿轮参

数的增大而成线性比例增大， αΔ 对应的齿面平均误

差影响系数随被加工齿轮模数增大呈线性比例增

大，而其他机床误差分量对应的齿面平均误差影响

系数对被加工齿轮的参数变化并不敏感。 

6  结论 

(1) 基于齿轮成形原理建立了机床结构模型和

坐标系体系，对机床误差进行了分析，提出通过刀

盘位置误差、齿坯位置误差和刀具形状误差来描述

机床整体误差。 
(2) 基于圆弧齿线圆柱机床坐标系体系和齿轮

啮合原理，推导了圆弧齿线圆柱齿轮理想齿面方程

和包含机床误差的齿面方程。提出了圆弧齿线圆柱

齿轮误差曲面计算方法。采用二阶近似曲面和齿面

平均误差影响系数描述圆弧齿线圆柱齿轮误差曲

面，研究机床误差对齿面误差的影响规律。 
(3) 研究表明：机床各误差项主要造成齿面的

偏移误差、螺旋角误差、压力角误差和齿面对角误

差，而引起的齿面齿线鼓形误差和齿廓鼓形误差较

小。刀盘的角度误差分量 B 对齿面整体误差影响最

大，齿坯角度误差 C 、刀盘半径误差 TRΔ 和刀盘位

移误差分量 XΔ 对齿面整体误差影响较大，刀盘的

角度误差分量 A、刀盘位移误差分量 ZΔ 、刀具展角

误差 αΔ 和刀盘位移误差分量 YΔ 对齿面整体误差

影响较小。刀盘的角度误差分量 B 对应的齿面平均

误差影响系数随被加工齿轮模数、压力角和刀盘半

径的增大而呈线性比例增大， αΔ 对应的齿面平均误

差影响系数随被加工齿轮模数增大呈线性比例增

大，而其他机床误差分量对应的齿面平均误差影响

系数对被加工齿轮的参数变化并不敏感。 
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