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摘要 基于变双曲圆弧齿线圆柱齿轮（VH-CATT）的齿面方程，利用齿轮啮合原理进行啮合过程

中的齿面接触分析，得到VH-CATT齿轮副凹、凸齿面啮合过程中各啮合点的位置分布。根据齿轮

几何学原理，推导出VH-CATT齿轮副凹、凸齿面各啮合点处的主曲率、卷吸速度等弹流润滑重要

参数的计算公式。采用Downson-Higginson最小油膜厚度模型进行VH-CATT啮合过程弹流润滑最小

油膜厚度分析，得到齿轮副在不同齿轮设计参数下啮合过程中弹流润滑最小油膜厚度的变化规律。

理论分析表明，VH-CATT主动轮（凹齿面）齿根处与从动轮（凸齿面）齿顶处润滑情况最差，此处最易

出现齿面摩擦磨损失效；输入转速增加，最小油膜厚度大幅增加，润滑性能得到提升；输入载荷增

加，最小油膜厚度略微减小，齿轮具有抗冲击载荷的特性；压力角增加，最小油膜厚度增加，润滑

性能与承载能力得到提升；齿线半径增加，最小油膜厚度轻微减小，选用合理的刀盘半径加工该齿

轮有利于提高润滑性能。研究结果为VH-CATT润滑设计、磨损量计算提供了一定的理论依据。
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Analysis of VH-CATT EHL Minimum Film Thickness in Meshing Process
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Abstract Based on the tooth surface equation of the Variable hyperbolic circular-arc-tooth-trace（VH-
CATT），the gear meshing principle is used to analyze the tooth surface contact during the meshing process，the
positions distribution of the VH-CATT meshing point during meshing process of the concave and convex tooth
surface is obtained. According to the principles of gear geometry，the formulas for calculating the important pa⁃
rameters of EHL such as the principal curvatures and entrainment velocity of the VH-CATT meshing point dur⁃
ing meshing process of the concave and convex tooth surface is obtained. The Downson-Higginson minimum
film thickness model is used to analyze the minimum film thickness of EHL in the VH-CATT meshing process，
and the variation rules of EHL minimum film thickness in the meshing process of gear pairs with different gear
design parameters are obtained. Theoretical analysis shows that the lubrication condition between the dedendum
of driver gear（the concave tooth surface）and the addendum of driven gear（the convex tooth surface）of VH-
CATT is the worst，where the wear failure of tooth surface is most likely to occur. When the input load increas⁃
es，the minimum film thickness decreases slightly，and the gear is provided with the characteristics of impact
load resistance. With the increase of pressure angle，the minimum film thickness increases so that the lubricity
and bearing capacity are improved. When the tooth trace radius becomes longer，the minimum film thickness de⁃
creases slightly，selecting a reasonable cutter head radius to process the gear can improve the lubricity. The re⁃
sults provide a theoretical basis for the lubrication design and wear calculation of VH-CATT.

Key words Variable hyperbolic circular-arc-tooth-trace（VH-CATT） Contact analysis Elastohydro⁃
dynamic lubrication（EHL） Minimum film thickness
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0 引言

VH-CATT （Variable Hyperbolic Circular-Arc-
Tooth-Trace）是基于格利森弧齿锥齿轮而发展起来的

一种新型齿轮。该型齿轮具有承载能力强、传动效

率高、安装精度要求低、无轴向分力等特点[1-2]。

Tseng等诸多学者利用齿轮啮合原理与分形理论进行

研究，推导出VH-CATT的齿面方程，进行了齿轮几

何特性分析，并以此建立了三维模型及滑动摩擦接

触力学模型[3-5][6]171-179[7-8]，但少有对VH-CATT润滑性

能研究相关的报道。齿轮副啮合过程中润滑性能不

良是其传动过程中发生齿面磨损和胶合等失效的主

要原因之一。与传统流体润滑不同，啮合过程中最

小润滑油膜厚度是弹性流体动力润滑分析中的重要

参数[9]，它将直接影响到齿轮副的可靠性及运行寿

命。在齿轮副设计过程中，考虑啮合过程中的齿面

接触情况、几何特性及润滑性能，对于提高齿轮传

动的承载能力、使用寿命、传动精度具有积极影响。

因此，齿轮设计初期开展以齿面接触分析为基础的

VH-CATT齿轮副啮合过程中弹流润滑最小油膜厚度

的研究，对该齿轮传动的设计及性能分析有重要意

义。Roland用数值方法分析计算了简单变化载荷下

的瞬时弹流润滑问题，推导了渐开线直齿圆柱齿轮

的瞬时弹流润滑模型[10]。Wang Y等用多重网格技术

对直齿轮的非稳态弹流润滑进行了数值分析，得到

直齿圆柱齿轮的最小油膜厚度变化规律[11]。闫玉涛

等分析了螺旋锥齿轮从泛油润滑到无油润滑的时间，

并进行齿轮寿命的预测[12]。王延忠等研究了弧齿锥

齿轮的润滑特性，研究分析了弧齿锥齿轮从齿根到

齿顶之间的最小油膜厚度的变化规律[13]。以上研究

基本上建立了直齿圆柱齿轮、锥齿轮弹流润滑研究

的理论和体系，其为VH-CATT的润滑性能研究提供

了参考。

目前，未见以齿面接触分析为基础的VH-CATT
润滑成膜研究。本文中以VH-CATT啮合齿面为研究

对象，进行了齿轮副啮合过程中的齿面接触分析，

得到齿轮接触精确位置。推导了啮合过程中不同接

触点Guass曲率、平均曲率、主曲率、卷吸速度、瞬

时传动比等的计算公式，得到接触点的润滑参数。

基于Downson-Higginson弹流润滑理论建立了啮合过

程中具有较高精度的弹流润滑最小油膜厚度模型，

利用此较高精度的模型进一步对比分析了不同转速、

不同载荷、不同齿轮设计参数等条件下更接近实际

的弹流润滑最小油膜厚度变化规律。

1 VH-CATT的齿面方程

VH-CATT采用双刃切削的加工方式[14]，齿廓成

形由安装于机床主轴上的旋转刀盘绕其自身轴线作

旋转运动而成，加工原理如图 1所示。

利用固定在旋转刀盘上的铣刀随刀盘转动进行

切削，刀具同一圆周上的内刀刃和外刀刃分别在齿

轮毛胚上切削出VH-CATT的凸面轮廓和凹面轮廓，

刀具的内外刀刃与刀具轴线（旋转刀盘轴线）成固

定的角度。

图1 旋转刀盘铣削加工原理图

Fig. 1 Principle diagram of rotating cutter-head milling
根据该齿轮加工原理与空间啮合原理，可得到

VH-CATT在工件动坐标系 S0（x0，y0，z0）下的齿面方

程的表达式为[6]171-172
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ú-(R ∓ π4 m ± u sin α )cos θ + R + R1φ cos φ +

(u cos α - R1 )sin φ，
y0 = é
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ù
û
ú(R ∓ π4 m ± u sin α )cos θ - R - R1φ sin φ +

(u cos α - R1 )cos φ，
z0 = (R ∓ π4 m ± u sin α )sin θ，

u0 = ∓sin α
cos θ (R ∓ π4 m ) - (R1φ + R )cos θ

（1）
式中，“∓”、“±”取上部符号表示内刀刃加工出的齿

轮凸面，取下部符号表示外刀刃加工出的齿轮凹面；

α为压力角；θ为刀具转角；φ为工件转角；m为齿

轮模数；R为刀盘半径（齿线半径）；R1为被加工齿轮

的分度圆半径。

2 齿面接触分析

2. 1 主动轮和从动轮齿面方程坐标变换

根据齿轮接触分析原理[15]，为了对接触痕迹限定

在局部的两齿面的啮合和接触进行分析，需要将分析
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和计算过程限定在同一绝对固定的坐标系中进行。

根据 VH-CATT齿坯与刀盘的关系和齿轮正确

啮合条件，建立如图 2所示的空间坐标系，其中，

Sf（xf、yf、zf）为假定的固定坐标系；Sp（xp，yp，zp）与

Sg（xg，yg，zg）分别为与主动轮和从动轮相互固联的工

件动坐标系；Sm（xm，ym，zm）与Sn（xn，yn，zn）为从动轮

坐标变换过程中的中间辅助坐标系；a为齿轮副标准

中心距；ϕp为主动轮的转角；ϕg为从动轮的转角。

图2 空间坐标系

Fig. 2 Coordinate systems of VH-CATT
由图2所示可以看出，在此啮合过程中，始终是

由主动轮的凹齿面对应从动轮的凸齿面啮合。结合

式（1），可知工件动坐标系 Sp（xp，yp，zp）下的主动轮

取凹面的齿面方程 rp，以矢量的形式表示，如式（2）
所示；工件动坐标系 Sg（xg，yg， zg）下的从动轮则

取凸面的齿面方程 rg，同样以矢量的形式表示，如

式（3）所示。参数 φ的取值范围可由文献 [6]171-172
确定。

rp (θp，φp ) = xp (θp，φp )i + yp (θp，φp ) j + zp (θp，φp )k（2）
rg (θg，φg ) = xg (θg，φg )i + yg (θg，φg ) j + zg (θg，φg )k（3）

则主动轮凹齿面从坐标系 Sp（xp，yp，zp）到 Sf（xf，

yf，zf）的坐标变换矩阵为Mfp。

主动轮的转角ϕp取值是有一定范围的。无误差

时，VH-CATT的凹、凸齿面接触发生在齿轮的中截

面上，该齿轮中截面齿廓为渐开线齿廓，则主动轮

的转角ϕp取值范围可根据渐开线特性及其啮合特点

确定。主动轮与从动轮按标准中心距安装时，啮合

传动过程如图3所示。

直线 N1N2为啮合线，线段 - -- ---BpBg为实际啮合线，

rap、rag和 rbp、rbg分别为两动轮的齿顶圆半径和基圆半

径。发生线上线段长度等于基圆上被滚过的弧长，

根据图 3可知，转角ϕp的范围是从接触线上 Bg点进

入啮合、Bp点脱离啮合时主动轮所转过的角度。推

导出主动轮转角ϕp的取值范围为

{ϕp ≥ tan α - tan αbp - π
2zp

ϕp ≤ tan αap - tan αbp
（4）

式中， zp 为主动轮齿数；αap=arccos[2rbp/（zp+2）m]；
αbp=arccos[rbp/opBg]。

图3 VH-CATT齿廓啮合过程

Fig. 3 Tooth profile meshing process of VH-CATT
利用齐次坐标进行坐标变换，则主动轮凹齿面

从坐标系 Sp（xp，yp，zp）到绝对坐标系 Sf（xf，yf，zf）的

坐标变换可用矩阵方程式（5）表示。

基于该齿轮凹面的齿面方程和坐标变换矩阵，

可以得到主动轮凹齿面在绝对坐标系 Sf（xf，yf，zf）

下的齿面方程，如式（6）所示，式（6）中 up的取值如

式（7）所示。
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（5）

r fp (θp，φp ) = xfp (θp，φp )i + yfp (θp，φp ) j + zfp (θp，φp )k =
{ [ -(R + π4 m - up sin α )cos θp + R + Rpφp ]cos (φp -
ϕp ) + (up cos α - Rp )sin (φp - ϕp ) } i + { [ -(R + π4 m -
up sin α )cos θp + R + Rpφp ]sin (ϕp - φp ) + (up cos α -
Rp )cos(ϕp - φp ) } j + {(R + π4 m - up sin α )sin θp} k

（6）

up = sin α
cos θp (R + π4 m ) - (Rpφp + R )

cos θp
（7）

主动轮在工件动坐标系 Sp（xp，yp，zp）中的凹齿

面单位法线矢量表示为
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np =
∂rp
∂θp ×

∂rp
∂φp

|

|
||

|

|
||
∂rp
∂θp ×

∂rp
∂φp

（8）

由主动轮凹齿面的坐标变换矩阵可得到该齿面

单位法线矢量从工件动坐标系 Sp（xp，yp，zp）到绝对

固定坐标系Sf（xf，yf，zf）的坐标变换矩阵为Lfp。

齿面∑p的单位法线矢量 nfp在坐标系 Sf（xf，yf，
zf）中可用矩阵方程表达，即

n fp = L fpnp （9）
由图 2可知，VH-CATT从动轮齿面由工件动坐

标系 Sg（xg，yg，zg）到绝对坐标系 Sf（xf，yf，zf）的坐标

变换经过两个辅助坐标系，坐标变换矩阵依次为

Mmg、Mnm、Mfn。因此，可得到坐标变换矩阵Mfg为

M fg = M fnMnmMmg （10）
得到从动轮凸齿面由工件动坐标系 Sg（xg，yg，

zg）到绝对坐标系 Sf（xf，yf，zf）齐次坐标变换的矩阵方

程为
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则从动轮凸齿面在绝对坐标系 Sf（xf，yf，zf）下的

齿面方程可推出，矢量的形式如式（12）所示。凸齿

面矢量形式代入具体的齿面方程后与凹齿面类似，

由于篇幅有限，此处不再赘述。
r fg (θg，φg ) = xfg (θg，φg )i + yfg (θg，φg ) j + zfg (θg，φg )k（12）

与主动轮同理，从动轮在工件动坐标系 Sg（xg，
yg，zg）中的凸齿面单位法线矢量表示为

ng =
∂rg
∂θg ×

∂rg
∂φg

|

|
||

|

|
||
∂rg
∂θg ×

∂rg
∂φg

（13）

从动轮齿面的单位法线矢量 nfg从工件动坐标系

Sg（xg，yg，zg）到绝对坐标系 Sf（xf，yf，zf）需要变换 3
次，其与从动轮齿面方程的坐标变换步骤完全相同。

凸齿面的单位法线矢量nfg在坐标系Sf（xf，yf，zf）中的

矩阵方程表示为

n fg = L fgng = L fnLnmLmgng （14）
式中，Lfn、Lnm、Lmg分别为Mfn、Mnm、Mmg的 3阶子

矩阵。

2. 2 啮合点及齿面接触轨迹

VH-CATT接触迹线为该齿轮的中截面齿廓，当

两齿面接触时，接触点矢量相等、法线平行。两齿

面的切触如图 4所示。

图4 主、从动轮齿面切触图

Fig. 4 Tooth surface contact diagram of driver gear and passive gear
图 4中，∑p、∑g分别表示主、从动轮的凹、凸

齿面。基于绝对坐标系 Sf（xf，yf，zf）中已推导出的

VH-CATT主动轮、从动轮啮合面的齿面方程（rfp、

rfg）和单位法向矢量（nfp、nfg），利用微分几何和空间

啮合原理，可得到齿面接触的矢量方程组为

{r fp ( )φp，θp，ϕp - r fg ( )φg，θg，ϕg = 0
n fp ( )φp，θp，ϕp - n fg ( )φg，θg，ϕg = 0 （15）
因为

| n fp | = | n fg | = 1 （16）
故从矢量方程组（15）导出含有未知数 φp、θp、

φg、θg和ϕg的5个独立数量方程为
fi (φp，θp，φg，θg，ϕg ) = 0，fi ∈ C ( i = 1，2，3，4，5) （17）

对该齿轮进行接触分析时，主动轮转角ϕp作为

已知参数代入式（17）中，从动轮转角ϕg的取值范围

由式（4）确定。

利用Matlab软件进行数值仿真计算，齿轮接触

分析程序需要限定齿面范围，方可对接触痕迹限制

在局部的两齿面的啮合和接触进行模拟。由隐函数

组存在定理，从式（17）中得到函数为
[ φp (ϕp )，θp (ϕp )，φg (ϕp )，θg (ϕp )，ϕg (ϕp ) ] ∈ C （18）
将表 1中的齿轮作为算例，对VH-CATT进行接

触分析，从式（18）得出齿轮副啮合状况的全部 20组
数据。

表1 VH-CATT基本参数

Tab. 1 Parameters of VH-CATT

参数

模数m/mm
主动轮齿数 zp

从动轮齿数 zg

数值

4
29
49

参数

压力角α/（°）
齿宽 b/mm

齿线半径R/mm

数值

20
90
300

由 rp（φp，θp）、φp（ϕp）、θp（ϕp）确定主动轮∑p上

的接触点迹线，数值计算得到 20组主动轮啮合点位

置分布，如图5所示。

同理，由 rg（φg，θg）、φg（ϕg）、θg（ϕg）确定从动轮

∑g上的接触点迹线，数值计算得到从动轮对应 20组
啮合点位置分布，如图6所示。
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图5 主动轮接触点迹线

Fig. 5 Point trace of contact on driver gear

图6 从动轮接触点迹线

Fig. 6 Point trace of contact on passive gear

3 齿面弹流润滑参数计算

3. 1 接触点主曲率分析

由Hertz弹性接触理论可知，变双曲圆弧齿线圆

弧齿轮的接触点主曲率可以影响到齿轮副啮合过程

中的弹流润滑研究。根据齿轮几何学[16]中的方法计

算曲率，结合已知的齿面单位法向矢量与齿面方程，

可以推导出VH-CATT接触点的Guass曲率、平均曲

率、主曲率。

简化主、从动轮的单位法向矢量表达式（8）、式

（13），统一表示为

n = rθ × rφ
|| rθ × rφ （19）

式中，rθ为齿面沿齿线方向上的切向量，以矢量的形

式表示为

rθ = ∂x∂θ i +
∂y
∂θ j + ∂z∂θ k

rφ为齿面沿齿廓方向上的切向量，以矢量的形式

表示为

rφ = ∂x∂φ i +
∂y
∂φ j + ∂z∂φ k

可推出齿面上的Gauss曲率K和平均曲率H分别

表示为

K = LN - M 2

EG - F 2 （20）

H = LG - 2MF + NE2(EG - F 2 ) （21）
式中，Gauss曲率 K和平均曲率 H计算式的参数 E、
G、F、L、M、N结合曲面第一和第二基本齐式的定

义得到，即
E = (rθ ) 2，G = (rφ )2，F = rθ∙rφ，
L = rθθ∙n，M = rθφ∙n，N = rφφ∙n
由式（20）、式（21）可推出该齿轮的主曲率计算

式为

{K1 = H + H 2 - K
K2 = H - H 2 - K （22）

式中，主曲率 K1、K2分别表示在齿线方向和齿廓方

向上的主曲率。

将 20组接触点的齿面参数 φ和 θ代入式 （22）
得到的主、从动轮在接触点处的主曲率，分别用Kp1、
Kp2、Kg1、Kg2表示，如表2所示。

表2 啮合点主曲率

Tab. 2 Principal curvature on meshing point 10-2 mm-1

点

1
2
3
4
5
6
7
8
9
10
11
12
13
14
15
16
17
18
19
20

Kp1
0. 311 31
0. 311 17
0. 311 04
0. 310 90
0. 310 77
0. 310 63
0. 310 50
0. 310 36
0. 310 23
0. 310 09
0. 309 96
0. 309 82
0. 309 69
0. 309 55
0. 309 42
0. 309 29
0. 309 15
0. 309 02
0. 308 89
0. 308 75

Kp2
-10. 528 60
-9. 475 45
-8. 613 83
-7. 895 85
-7. 288 35
-6. 767 65
-6. 316 39
-5. 921 55
-5. 573 17
-5. 263 50
-4. 986 43
-4. 737 08
-4. 51147
-4. 306 38
-4. 119 12
-3. 947 47
-3. 789 56
-3. 643 79
-3. 508 82
-3. 383 49

Kg1
0. 317 92
0. 317 78
0. 317 64
0. 317 50
0. 317 36
0. 317 22
0. 317 08
0. 316 94
0. 316 80
0. 316 66
0. 316 52
0. 316 38
0. 316 24
0. 316 10
0. 315 96
0. 315 82
0. 315 68
0. 315 54
0. 315 40
0. 315 26

Kg2
2. 280 13
2. 336 36
2. 395 44
2. 457 59
2. 523 05
2. 592 09
2. 665 01
2. 742 16
2. 823 90
2. 910 67
3. 002 94
3. 101 25
3. 206 22
3. 318 54
3. 439 01
3. 568 56
3. 708 26
3. 859 34
4. 023 25
4. 201 70

3. 2 齿面卷吸速度分析

VH-CATT卷吸速度的变化对其弹流润滑中的油

膜厚度、油膜压力和油温会产生较大的影响。从点

接触弹流润滑最小油膜厚度公式[17]264-268可以看出，

卷吸速度与最小油膜厚度成正相关，且啮合点的卷

吸速度是计算最小油膜厚度的重要参数。
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齿轮副啮合点的位置在绝对坐标系 Sf（xf，yf，zf）
中的矢量表达形式如式（6）、式（12）所示，齿轮副啮

合点的角速度 ω fp、ω fg在绝对坐标系 Sf（xf，yf，zf）
中的矢量表达式为

{ω fp = ωpxi + ωpy j + ωpzk

ω fg = ωgxi + ωgy j + ωgzk
（23）

{v fp = ω fp × r fp = -ωp ( yfp + Rp )i + ωpxfp j
v fg = ω fg × r fg = ωg ( yfg - Rg )i - ωgxfg j

（24）
根据VH-CATT的传动特性，可以得到主、从动

轮啮合点绝对速度 vfp和 vfg的矢量表达式，用式（24）
表示。其中，主动轮角速度ωfp=ωpk，从动轮角速度

ωfg=ωgk。Rp、Rg为主、从动轮的分度圆半径，则主、

从动轮在啮合点相对速度 vr的表达式如式（25）所示。

将齿轮副的绝对速度 vfp、vfg投影在相对速度 vr的

方向上，可推导出啮合点处的卷吸速度ue为
v r = v fp - v fg = - [ ωp ( yfp + Rp ) + ωg ( yfg - Rg ) ] i +

(ωpxfp + ωgxfg ) j （25）
ue = v fp∙lr∙lr + v fg∙lr∙lr

2 （26）
式中，lr为相对速度 vr的单位矢量。

可假设从动轮速度 ωfg=1，瞬时传动比为 i（t），

则齿轮副的瞬时传动比的计算式为

i ( t ) = cg × rg∙ng
cp × rp∙np （27）

式中，cp、cg分别为工件动坐标系下主、从动轮转轴

的单位矢量。

拟定主动轮转速分别为 ωp=8 000 r/min、ωpⅠ=
4 000 r/min、ωpⅡ=2 000 r/min，通过数值计算得到 20
组接触点处的瞬时传动比和卷吸速度如表 3所示。

表3 啮合点处卷吸速度

Tab. 3 Entrainment velocity on the meshing point

1
2
3
4
5
6
7
8
9
10
11
12
13

1. 689 66
1. 689 66
1. 689 66
1. 689 66
1. 689 66
1. 689 66
1. 689 66
1. 689 66
1. 689 66
1. 689 66
1. 689 66
1. 689 66
1. 689 66

10. 400 00
10. 400 00
10. 400 00
10. 400 00
10. 400 00
10. 400 00
10. 400 00
10. 400 00
10. 400 00
10. 400 00
10. 409 91
10. 458 05
10. 506 19

5. 200 00
5. 200 00
5. 200 00
5. 200 00
5. 200 00
5. 200 00
5. 200 00
5. 200 00
5. 200 00
5. 200 00
5. 204 95
5. 229 02
5. 253 09

2. 600 00
2. 600 00
2. 600 00
2. 600 00
2. 600 00
2. 600 00
2. 600 00
2. 600 00
2. 600 00
2. 600 00
2. 602 48
2. 614 51
2. 626 55

点
瞬时

传动比 i（t）

卷吸速度ue /
（m/s）

卷吸速度ueⅠ/
（m/s1）

卷吸速度ueⅡ /
（m/s）

14
15
16
17
18
19
20

1. 689 66
1. 689 66
1. 689 66
1. 689 66
1. 689 66
1. 689 66
1. 689 66

10. 554 33
10. 602 47
10. 650 61
10. 698 75
10. 746 89
10. 795 03
10. 843 17

5. 277 16
5. 301 23
5. 325 30
5. 349 37
5. 373 45
5. 397 52
5. 421 59

2. 638 58
2. 650 62
2. 662 65
2. 674 69
2. 686 72
2. 698 76
2. 710 79

点
瞬时

传动比 i（t）

卷吸速度ue /
（m/s）

卷吸速度ueⅠ/
（m/s1）

卷吸速度ueⅡ /
（m/s）

4 VH-CATT齿轮副啮合中弹流润滑最

小油膜厚度

4. 1 弹流润滑最小油膜厚度模型的建立

VH-CATT副啮合时是点接触，润滑为点接触润

滑，相比线接触或面接触润滑的情况更为复杂。影

响点接触弹流润滑的因素有很多，Dowson和Higgin⁃
son对各种载荷、速度和材料等参数下的弹流润滑进

行了广泛的数值计算分析。Dowson和Higginson提出

了点接触弹流润滑的最小油膜厚度，给出齿轮副接

触为点接触形式时的计算公式，即Dowson-Higginson
最小油膜厚度公式[17]264-275，为

Hmin = 3.63U 0.68G0.49W -0.073 (1 - e-0.68k ) （28）
式中，U为速度参数；G为材料参数；W为载荷参

数；e为Euler数。参数U、G、W的取值表达式为

ì

í

î

ï

ï

ï
ï
ïï

ï

ï

ï
ï
ïï

U = η0ue
E'Rx

G = α0E'
W = F

E'R2x

k = 1.03( Ry

Rx

)0.64

（29）

式中，
1
E'

为综合弹性模量，取
1
E'
= 12 (

1 - μ2p
Ep

+
1 - μ2g
Eg

)，Ep、Eg分别为主、从动轮弹性模量，Ep=
Eg=2. 07×1011 Pa；η0为动力黏度，取 η0=0. 08 Pa·s；
μp、μg分别为主、从动轮材料的泊松比，取 μp=μg=
0. 3；k为椭圆参数；α0为黏压参数，取 α0=2. 3×10-8
Pa-1；F为接触力，取从齿轮所受力矩Tg=1 000 N·m，
F=Tg /Rg；Rx、Ry分别为综合曲率半径，其取值表达

式为

ì

í

î

ï
ï
ï
ï

Rx = RpmaxRgmax
(Rpmax + Rgmax )

Ry = RpminRgmin
(Rpmin - Rgmin )

引入单位后的实际的最小油膜厚度为 hmin=Hmin⁃
Rx，利用Matlab数值仿真计算得到VH-CATT副 20组
啮合点处最小油膜厚度的计算参数如表 4所示。

表4 弹流润滑最小油膜厚度的计算参数

Fig. 4 Calculation parameters of minimum film

thickness of EHL

主动轮输入转速分别为 ωp=8 000 r/min、ωpⅠ=
4 000 r/min、ωpⅡ=2 000 r/min时，得到 VH-CATT副

啮合过程中不同转速下齿面最小油膜厚度分布如图 7
所示。

图7 VH-CATT啮合过程中不同转速下最小油膜厚度分布

Fig. 7 Distribution of minimum film thicknesses at different
speeds during VH-CATT meshing processing

由图7所示可以看出，同一转速下整个啮合过程

中的最小油膜厚度最小值出现在齿轮副进入啮合

处，即最小油膜厚度发生在主动轮（凹齿面）齿根处

与从动轮（凸齿面）齿顶处，此处摩擦功耗较大。随

着啮合过程的进行，最小油膜厚度有逐渐增大的趋

势，润滑性能也在逐渐增强。由于卷吸速度和润滑

油黏度对油膜产生的影响较大，齿轮副刚进入啮合

时，卷吸速度较小，不易形成油膜，故啮合过程中

的最小油膜厚度最小值出现在进入啮合处。卷吸速

度随着啮合的进行而增大，所以最小油膜厚度也在

逐渐增加。

因此可知，在进入啮合处的齿面润滑性能最差，

摩擦功耗最大，刚进入啮合的VH-CATT齿面处最容

易出现磨损，又因为主动轮（小齿轮）的齿面受力较

大齿轮更好，则该齿轮副从动轮（大齿轮）齿顶处是

啮合过程中磨损失效的高发区域。

保持齿轮其他参数不变，从动轮输入转矩为Tg=
1 000 N·m，主动轮输入转速ωp从 2 000 ~8 000 r/min
按 20等分变化时，得到 VH-CATT副啮合过程中进

入啮合处的最小油膜厚度（啮合过程中最小油膜厚度

最小值）和啮合过程中的平均最小油膜厚度（某一参

数条件下啮合全过程的最小油膜厚度取平均值）变化

规律，如图8所示。

图8 VH-CATT输入转速变化的最小油膜厚度

Fig. 8 Minimum film thicknesses of VH-CATT when input speeds change
在输入不同转速时，从图8可以看出，转速提升

对平均最小油膜厚度和啮入点最小油膜厚度的影响

都很大，均成正相关。转速为 8 000 r/min下的平均

最小油膜厚度增大到转速 2 000 r/min下的 257%，转

速为 8 000 r/min下的啮入点最小油膜厚度增大到转

速为 2 000 r/min下的 256%。可知输入较高的转速可

大幅提高最小油膜厚度，增强润滑性能。由式（37）、

式（39）、式（40）可知，提高输入转速，将提高卷吸

速度，从而增大 Dowson-Higginson最小油膜厚度数

学模型中影响最显著的速度参数U，故提高输入转

速会对最小油膜厚度产生积极影响。在VH-CATT的
设计中，选择较高的输入转速可有效提高润滑性能，

24



第 44卷 第 10期 VH-CATT啮合过程弹流润滑最小油膜厚度分析

引入单位后的实际的最小油膜厚度为 hmin=Hmin⁃
Rx，利用Matlab数值仿真计算得到VH-CATT副 20组
啮合点处最小油膜厚度的计算参数如表 4所示。

表4 弹流润滑最小油膜厚度的计算参数

Fig. 4 Calculation parameters of minimum film

thickness of EHL

点

1
2
3
4
5
6
7
8
9
10
11
12
13
14
15
16
17
18
19
20

速度参数U/
10-11

2. 301 46
2. 300 45
2. 299 44
2. 298 43
2. 297 42
2. 296 41
2. 295 40
2. 294 40
2. 293 39
2. 292 39
2. 293 56
2. 303 16
2. 312 75
2. 322 33
2. 331 90
2. 341 47
2. 351 02
2. 360 57
2. 370 11
2. 379 64

材料参数G/
103

5. 231 87
5. 231 87
5. 231 87
5. 231 87
5. 231 87
5. 231 87
5. 231 87
5. 231 87
5. 231 87
5. 231 87
5. 231 87
5. 231 87
5. 231 87
5. 231 87
5. 231 87
5. 231 87
5. 231 87
5. 231 87
5. 231 87
5. 231 87

载荷参数W/
10-6

1. 776 09
1. 774 53
1. 772 97
1. 771 41
1. 769 85
1. 768 30
1. 766 75
1. 765 20
1. 763 65
1. 762 10
1. 760 56
1. 759 02
1. 757 48
1. 755 94
1. 754 41
1. 752 87
1. 751 34
1. 749 81
1. 748 28
1. 746 76

椭圆参数/k

0. 149 72
0. 157 64
0. 164 86
0. 171 42
0. 177 37
0. 182 75
0. 187 59
0. 191 91
0. 195 73
0. 199 07
0. 201 95
0. 204 38
0. 206 36
0. 207 90
0. 209 02
0. 209 71
0. 209 97
0. 209 82
0. 209 25
0. 208 25

主动轮输入转速分别为 ωp=8 000 r/min、ωpⅠ=
4 000 r/min、ωpⅡ=2 000 r/min时，得到 VH-CATT副

啮合过程中不同转速下齿面最小油膜厚度分布如图 7
所示。

图7 VH-CATT啮合过程中不同转速下最小油膜厚度分布

Fig. 7 Distribution of minimum film thicknesses at different
speeds during VH-CATT meshing processing

由图7所示可以看出，同一转速下整个啮合过程

中的最小油膜厚度最小值出现在齿轮副进入啮合

处，即最小油膜厚度发生在主动轮（凹齿面）齿根处

与从动轮（凸齿面）齿顶处，此处摩擦功耗较大。随

着啮合过程的进行，最小油膜厚度有逐渐增大的趋

势，润滑性能也在逐渐增强。由于卷吸速度和润滑

油黏度对油膜产生的影响较大，齿轮副刚进入啮合

时，卷吸速度较小，不易形成油膜，故啮合过程中

的最小油膜厚度最小值出现在进入啮合处。卷吸速

度随着啮合的进行而增大，所以最小油膜厚度也在

逐渐增加。

因此可知，在进入啮合处的齿面润滑性能最差，

摩擦功耗最大，刚进入啮合的VH-CATT齿面处最容

易出现磨损，又因为主动轮（小齿轮）的齿面受力较

大齿轮更好，则该齿轮副从动轮（大齿轮）齿顶处是

啮合过程中磨损失效的高发区域。

保持齿轮其他参数不变，从动轮输入转矩为Tg=
1 000 N·m，主动轮输入转速ωp从 2 000 ~8 000 r/min
按 20等分变化时，得到 VH-CATT副啮合过程中进

入啮合处的最小油膜厚度（啮合过程中最小油膜厚度

最小值）和啮合过程中的平均最小油膜厚度（某一参

数条件下啮合全过程的最小油膜厚度取平均值）变化

规律，如图8所示。

图8 VH-CATT输入转速变化的最小油膜厚度

Fig. 8 Minimum film thicknesses of VH-CATT when input speeds change
在输入不同转速时，从图8可以看出，转速提升

对平均最小油膜厚度和啮入点最小油膜厚度的影响

都很大，均成正相关。转速为 8 000 r/min下的平均

最小油膜厚度增大到转速 2 000 r/min下的 257%，转

速为 8 000 r/min下的啮入点最小油膜厚度增大到转

速为 2 000 r/min下的 256%。可知输入较高的转速可

大幅提高最小油膜厚度，增强润滑性能。由式（37）、

式（39）、式（40）可知，提高输入转速，将提高卷吸

速度，从而增大 Dowson-Higginson最小油膜厚度数

学模型中影响最显著的速度参数U，故提高输入转

速会对最小油膜厚度产生积极影响。在VH-CATT的
设计中，选择较高的输入转速可有效提高润滑性能，
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延长齿轮副的有效工作时间。

4. 2 VH-CATT不同设计参数下的最小油膜厚度

本节中分析比较不同输入转矩、齿轮副压力角、

齿轮副齿线半径对VH-CATT啮合过程中弹流润滑最

小油膜厚度的影响。

（1）主动轮输入转速为 ωp=8 000 r/min，齿轮副

压力角 α=20°，齿轮副齿线半径 R=300 mm；其他参

数保持不变。当从动轮输入转矩分别为Tg=500 N·m、
TgⅠ=1 000 N·m、TgⅡ=2 000 N·m时，得到的齿面最小

油膜厚度分布如图 9所示。从动轮输入转矩 Tg从
500~2 000 N·m等分为 20组，可得到输入转矩 Tg按
线性增加时，该齿轮副啮合过程中的进入啮合处最

小油膜厚度和啮合过程中的平均最小油膜厚度变化

规律如图10所示。

图9 VH-CATT啮合过程中不同载荷下最小油膜厚度分布

Fig. 9 Distribution of minimum film thicknesses under different loads
during VH-CATT meshing processing

由图9可以看出，输入不同载荷时，啮合过程中

的最小油膜厚度的变化趋势和图 7反映出的情况相

同，表明载荷变化不会影响VH-CATT啮合中的最小

油膜厚度正常形成过程，仍是在进入啮合时为最小

值，在退出啮合前达到最大值。

由式（39）、式（40）可知，载荷参数W对无纲量

最小油膜厚度影响较小。根据图 10中平均最小油膜

厚度和啮入点最小油膜厚度随载荷的变化规律，平

均最小油膜厚度和啮入点最小油膜厚度随输入载荷的

增加而减小，两者最终减小到初始输入载荷下平均、

啮入点最小油膜厚度的90%由此可知，载荷大幅增加

会使最小油膜厚度减小，但最小油膜厚度的减小程度

较轻微。出现这种变化规律是载荷增大使得正常的摩

擦功耗增大所致，由此可知，啮合过程中载荷发生波

动并不会严重影响VH-CATT的润滑稳定性。

（2） 主动轮输入转速为ωp=8 000 r/min，从动轮

输入载荷Tg=1 000 N·m，齿轮副齿线半径R=300 mm；
其他参数不变。当齿轮副的压力角分别为 α=15°、
αⅠ=20°、αⅡ=25°时，得到齿面最小油膜厚度分布如

图11所示。

图10 VH-CATT输入载荷变化的最小油膜厚度

Fig. 10 Minimum film thicknesses of VH-CATT when input loads change

图11 VH-CATT啮合过程中不同压力角下的最小油膜厚度分布

Fig. 11 Distribution of minimum film thicknesses under different pres⁃
sure angles during VH-CATT meshing processing

由图 11可以看出，改变 VH-CATT压力角的大

小，齿轮副啮合过程中仍是进入啮合处的最小油膜

厚度为最小值，随啮合进程而逐渐增大的变化规律。

由此可知，改变压力角不会影响啮合过程中弹流润

滑的正常过程。

同样，齿轮副压力角 α从 15°~25°等分为 20组，

得到压力角线性增加时该齿轮副啮合过程中进入啮

合处最小油膜厚度和啮合过程中的平均最小油膜厚

度变化规律如图12所示。

由图 12可以看出，具体某一啮合点来说，最小

油膜厚度与压力角正相关，因为压力角的改变，

改变了速度参数U和主曲率 k，进而提高了最小

油膜厚度。平均最小油膜厚度和啮入点最小油膜厚

度随压力角的增加而提高，两者最终提高到初始压

力角下平均最小油膜厚度、啮入点最小油膜厚度的

147%和 278%。压力角增大对提高齿面润滑是有利

的。从啮入点最小油膜厚度的变化规律可知，增大

压力角将有效改善齿轮副进入啮合处润滑不良的情

况。在齿轮参数设计和加工该齿轮时，可考虑选用

较大的压力角，既有利于流体动力效应产生的润滑

油层而提高齿轮承载能力，又可以降低进入啮合处
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齿面摩擦力，减少摩擦磨损，增加齿轮疲劳寿命。

图12 VH-CATT压力角变化的最小油膜厚度

Fig. 12 Minimum film thicknesses of VH-CATT when pres⁃
sure angles change

（3）主动轮输入转速为 ωp=8 000 r/min，从动轮

输入载荷Tg=1 000 N·m，齿轮副压力角α=20°；其他

参数不变。当齿轮副的齿线半径（刀盘半径）分别为

R=150 mm、RⅠ=300 mm、RⅡ=500 mm时，得到的齿

面最小油膜厚度分布如图 13所示。

图13 VH-CATT啮合过程中不同齿线半径最小油膜厚度分布

Fig. 13 Distribution of minimum film thicknesses with different tooth
trace radius in VH-CATT meshing processing

由图 13可以看出，VH-CATT不同齿线半径下啮

合过程中的最小油膜厚度变化规律与图7相同。齿线

半径选用 500 mm和 150 mm时，啮合过程中两者最

小油膜厚度差值的平均值约为 0. 379 μm，可知齿线

半径增大，该齿轮可形成稳定的油膜，齿轮副啮合

时齿面仍有良好的润滑状态。

现将齿线半径R从 150~500 mm等分为 20组，得

到齿线半径按线性增加时，该齿轮副啮合过程中进

入啮合处最小油膜厚度和啮合过程中的平均最小油

膜厚度变化规律如图 14所示。

由图 14可知，随着该齿轮副齿线半径增大，最

后平均最小油膜厚度和啮入点最小油膜厚度分别减

小到初始齿线半径下平均最小油膜厚度和啮入点最

小油膜厚度的 86%和 85%，由此可知，其对最小油

膜厚度的影响较小。根据VH-CATT的成型原理，齿

线半径即加工该齿轮的刀盘半径。因此，在其他参

数不变的条件下，增大切削加工的刀盘半径不会对

被加工齿轮的润滑油膜形成产生严重影响。设计、

加工该齿轮时选用合适的刀盘半径可同时获得VH-
CATT合理的几何参数和良好的润滑特性。

图14 VH-CATT齿线半径变化的最小油膜厚度

Fig. 14 Minimum film thicknesses of VH-CATT tooth trace radius change
5 结论

（1）根据VH-CATT的齿面方程和大刀盘成型原

理，建立了齿面接触分析的空间坐标系，通过坐标

变换和啮合原理推导了齿轮副啮合过程中的接触点

方程，数值计算得到了主、从动轮啮合点位置，并

可视化了齿轮接触迹线。

（2）基于齿面方程，根据齿轮几何学原理，推

导了齿轮弹流润滑所需的润滑参数即啮合点主曲率、

卷吸速度等的计算公式。结果表明，润滑参数将直

接影响VH-CATT弹流润滑最小油膜厚度的分布情况

与变化规律。

（3）通过数值仿真计算，在VH-CATT啮合过程

中，最小油膜厚度最小值出现在进入啮合阶段，说

明此阶段齿面润滑性能最不理想，容易发生齿面摩

擦磨损失效，其具体位于主动轮（凹齿面）齿根处与

从动轮（凸齿面）齿顶处，该结论可为齿轮的磨损计

算提供参考。

（4）理论计算表明，输入转速、输入载荷、压

力角、齿线半径均对齿轮润滑性能具有一定影响。

主动轮输入转速越大，弹流润滑最小油膜厚度显著

增大，则该齿轮副啮合过程中的润滑性能越好；输

入载荷增大，最小油膜厚度有轻微减小，齿轮副啮

合过程中仍能形成稳定的弹流润滑油膜，该齿轮副

具有一定抵抗冲击载荷和进行变载荷传动的能力；

压力角增大，更有利于弹流润滑油膜形成，对提高

齿轮承载能力和使用寿命具有积极影响；齿线半径

（刀盘半径）增大，最小油膜厚度略有减小，对啮合

中弹流润滑影响程度较轻，设计时选用合理的齿线
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半径可兼具良好的润滑性能与几何参数。
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