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基于 Bootstrap 理论的小子样寿命评估模型 1 

赵远 1，杨琳 2 

（1. 西安导航技术研究所 , 陕西  西安  710068； 

2. 兰州理工大学  理学院 , 甘肃  兰州  730050) 

*通信作者   E-mail：bhxb@buaa.edu.cn 

摘要  针对航天产品小子样、长寿命的特点，提出了基于 Bootstrap 理论的小子样寿命评估模型。采用 B-样条函数构

造 Bootstrap 样本经验分布函数，进行放回抽样。在此基础上，分别采用非参数 Bootstrap 方法和参数 Bootstrap 方法建

立了寿命评估模型。采用本文建立的模型对空心阴极点火试验数据进行评估，得到多个寿命特征结果，与传统的参数

极大似然估计方法的计算结果进行了对比分析，其评估精度满足工程的应用需求，验证了该模型的工程实用性和有效

性。 

关键词  小子样；寿命评估；Bootstrap；B-样条函数 

中图分类号  TB114.3     文献标识码：A           DOI: 10.13700/j.bh.1001-5965.2020.0536 

Lifetime evaluation model of small sample based on Bootstrap theory 

ZHAO Yuan1，YANG Lin2 

(1. Xi’an Research Institute of Navigation Technology, Xi’an, Shaanxi 730068, China;  

2. School of Science, Lanzhou University of Technology, Lanzhou, Gansu 730050, China)  

Abstract  This paper proposes a small sample lifetime evaluation model base on Bootstrap method for aerospace products 

which have the characters of small sample and long service life. Using B-spline function as the Bootstrap sample empirical 

distribution function, a random case sample with replacement is obtained. And on this basis, the lifetime evaluation model is 

established by using non-parametric Bootstrap and parametric Bootstrap method respectively. Hollow cathode ignition test 

data is evaluated based on the proposed method, and multiple lifetime results are acquired. The results are contrastively 

analyzed with those concluded by conventional maximum likelihood estimation of parameters, which demonstrates the 

engineering practicability and effectiveness of the method. 

Key words  Small sample; lifetime evaluation; Bootstrap; B-spline function 

我国长寿命静止轨道卫星平台、深空探测平台以及空间站等都对电推进系统以及推力器提出了长

寿命工作要求。推力器在轨飞行前，需要进行地面寿命试验验证，来评估其寿命是否满足要求。以

LIPS-200 离子推力器为例，兰州空间技术物理研究所用 2 年的时间验证了 12000 小时的寿命。由于推

力器长寿命、高可靠以及制造成本和试验费用（单位小时）昂贵，其试验样本只有一个，这就为寿命

评估带来了巨大的挑战。 

空心阴极作为电子源和中和器，是离子和霍尔推力器及其电推进系统中的核心部件，阴极电子发

射能力的衰减或失效也就意味着整个推力器的失效。从而，空心阴极的寿命与可靠性评估对整个推力

器寿命评估有重要的意义，不但能够支持整个推力器的寿命与可靠性评估，而且还能够为推力器后续

设计过程中的可靠性预计和分配提供输入。并且，空心阴极的寿命与可靠性试验，相对与推力器的可

靠性试验成本低，而且能够进行多台试验，置信度相对较高。 

近年来在统计学领域应用较多的 Bootstrap 方法，为小样本条件下统计量分布的直接模拟提供了
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一种新的工具。Bootstrap 方法最早由 Efron 提出 [1]，以用于处理样本数据量少的统计学数据处理方

法，其基本思想是通过对原始观测样本数据进行有放回地随机抽样，来构造自助样本，利用这些自助

样本对总体分布进行统计推断 [2]。该方法只依赖于给定的原始观测样本数据，且能够充分挖掘原始观

测样本数据所携带的总体信息，不需要对产品参数的实际分布作任何假设以及增加新的数据观测。本

质上说[1]，Bootstrap 方法是一种将小样本问题转化为大样本问题的分析方法，摆脱了传统统计方法对

分布假定的依赖，适合于多种分布和参数的估计。 

该方法已经广泛地应用于多个领域，如医学、生物统计、金融、通讯、岩土工程等领域 [3-5]。文

献[6]将 Bootstrap 估计方法引入到可靠性统计分析，提出了可靠性参数和特征量的 Bootstrap 区间估计

方法。文献[7]建立了寿命分布的参数 Bootstrap 拟合优度检验方法，数值仿真结果表明，相对于传统

的经验分布函数检验，特别是在小样本的情况下，该方法优势明显。文献[8,9]将 Bootstrap 方法应于

岩土工程的可靠度分析与风险控制中，为小样本容量岩土体参数最优边缘分布函数和最优 Copula 函

数的识别提供了一种有效途径。文献[10]采用 Bootstrap 理论建立了可修系统贮存可用度近似置信下

限评估方法，其评估精度满足工程应用要求。文献 [11]提出了特小子样试验下导弹精度评定的

Bootstrap 方法，为相关武器系统的精度评定提供了一条新思路。 

鉴于 Bootstrap 方法的上述优势，本文将 Bootstrap 理论应用于小子样的可靠性评估中，提出了基

于 Bootstrap 理论的小子样寿命评估模型。最后，以航天器空心阴极循环点火寿命试验数据为例，进

行寿命评估，证明了模型的工程实用性和有效性。 

1 基于 Bootstrap理论的小子样寿命评估原理 

基于 Bootstrap 理论的小子样寿命评估原理如图 1 所示。根据产品的小子样试验的失效数据（n

个样本量），建立样本经验分布函数。根据样本经验分布函数，相继地、独立地从样本失效数据中抽

出 M 个容量为 n 的 Bootstrap 样本。 

失效数据

构造样本经验分布函数

利用经验分布函数进行抽样

非参估计
参数估计，确定失

效分布函数

平均寿命、一定置
信度下产品的寿命

置信区间

可靠性定量计算可靠性定量计算

确定一定置信度下
产品给定寿命的可

靠度置信区间

确定一定置信度下
产品给定可靠度的

寿命置信区间

失效分布函数、
可靠度函数

评估结果

 

图 1  基于 Bootstrap 理论的小子样寿命评估原理 

Fig.1  Lifetime Evaluation Principle of Small Samples Based on Bootstrap Theory 

在产品寿命计算过程中，可以采用两种计算方式：选用非参数 Bootstrap 方法，能够确定产品的

平均寿命和一定置信度下产品的寿命置信区间；选用参数 Bootstrap 方法，能够确定产品的失效分布

函数以及寿命分布函数、一定置信度下产品给定寿命的可靠度置信区间和一定置信度下产品给定可靠

度的寿命置信区间。 
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2 基于 Bootstrap理论的小子样寿命评估方法 

（1）根据产品小子样试验的失效数据（n 个样本量），建立样本经验分布函数。 

在文献[12,13]中已经证明了一次 B-样条函数和三次 B-样条函数可很好的逼近母体之真实分布函

数，本文在此基础上采用上述的 B-样条函数来构造样本经验分布函数。具体实现过程如下： 

①. t1,…,tn 是 n 个失效数据，将 t1,…,tn 按从小到大的次序排列，并重新编号，记为 t′1≤t′2…≤t′n。

构造实数 R 上的折线函数 Fn(t)： 
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其中，k=0,1,2,…,n-1，令 t′0=t′1，t′n+1=t′n。 

②.对区间[t′1, t′n]上作一个步长为 h 的均匀划分 Δ： 

 t′1=a0<a1<…<am= t′n。 

要求在均匀划分 Δ 中，区间的最大样本点个数小于 nDn,θ−1，Dn,θ是给定水平 θ 下的统计量 Dn 的

临界值（科尔莫哥洛夫检验）。 

③.对 Δ 进行延拓： 

 Δ1：a0<a1<…<am<am+h=am+1。 

在实数域上定义函数 S1(t)： 
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S1(t)为由一次 B-样条函数构造的样本经验分布函数。 

④.对 Δ 进行延拓： 

Δ2：a-2<a-1<a0<a1<…<am<am+1<am+2。 

在实数域上定义函数 S3(t)： 
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其中， 
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S3(t)为由三次 B-样条函数构造的样本经验分布函数。 
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使用一次 S1(t)函数作为抽样的样本经验分布函数具有公式简单、收敛、稳定性好特点；使用三次

S3(t)函数作为样本经验分布函数其代数精度高，并且能够得到密度函数。 

（2）根据样本经验分布函数，相继地、独立地从样本失效数据中抽出 M 个容量为 n 的 Bootstrap

样本。 

选取样本经验分布函数 S1(t)或 S3(t)进行抽样，抽出 M 个容量为 n 的 Bootstrap 样本。样本 1，S*1 

={t1
*1,…,tn

*1}；样本 2，S*2 ={t1
*2,…,tn

*2}；样本 i，S*i ={t1
*i,…,tn

*i}；i=1,2,…,M。 

（3）可靠性定量计算 

非参数的可靠性评估 

非参数 Bootstrap 方法计算过程如下： 

①.对于每个样本 S*i 求出数学期望，即平均寿命： 
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i=1,2,…,M。 

则平均寿命的均值为： 
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②.将 * 1 * 2 *
, , ,
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记 k1=[M×(γ/2)]，k2=[M×(1–(γ/2))]，以 1
*( )k

t 和 2
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t 分别是在 1–γ 置信水平下寿命 t 的置信区间，

即 
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,  
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参数估计 

以 Weibull 分布为例，参数 Bootstrap 方法计算过程如下： 

①.产品寿命和可靠性分布模型采用 Weibull 分布，某个时刻 T 的可靠度 R(T)为： 

 ( ) e x p
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其中，α>0，β>0。 

可靠度为 R 时的可靠寿命 T(R)： 
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②.对第 i 个样本，得到其对数似然方程组[14]： 
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解方程组得到： 
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其中，i=1,2,…,M。 

③.通过 M 个样本分别得到(α1
*，β1

*)，(α2
*，β2

*)，…，(αM
*，βM

*)，这些样本均值为： 
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进而得出产品的可靠度函数的平均估计： 
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④.在给定寿命 T 下，通过公式（6）得到 
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i=1,2,…,M。将 Ri
*(T)自小到大排序，得 R(1)

*(T)≤R(2)
*(T)≤…≤R(M)

*(T)。 

记 k1=[M×(γ/2)]，k2=[M×(1−(γ/2))]，以 Rk1
*(T)和 Rk2

*(T)分别是在 1−γ 置信水平下工作时间 T 的可

靠度置信区间，即 

(Rk1
*(T)，Rk2

*(T))。 

⑤.在给定可靠度 R 下，通过公式（7）得到： 
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i=1,2,…,M。将 ti
*(R)自小到大排序，得 t(1)

*(R)≤t(2)
*(R)≤…≤t(M)

*(R)。 

记 k1=[M×(γ/2)]，k1=[M×(1-(γ/2))]，以 tk1
*(R)和 tk2

*(R)分别是在 1-γ 置信水平下可靠度为 R 的寿命

置信区间，即 

(tk1
*(R)，tk2

*(R))。 

3 应用实例 

下面对国产某型推力器阴极的点火寿命试验数据进行寿命评估，阴极点火寿命数据如表 1 所示。

影响空心阴极点火寿命的主要因素是其内部加热丝材料的高温蒸发和冷热交变引起的热丝微观组织改

变，通常采用二参数的 Weibull 分布，进行寿命评估[15,16]。本文采用二参数 Weibull 分布进行评估实

例验证。 

通过表 1 的数据，得出样本数据：t1=13780，t2=13957，t3=14255，t4=14576，t5=14632，通过

（1）式，得到 F5(t)。 
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表 1  阴极点火寿命试验数据 

Table 1  Cathode ignition lifetime test data 

点火循环模式 点火失效次数 

点火成功后工作 1 分钟，关闭冷却 20 分钟 13957 

点火成功后工作 1 分钟，关闭冷却 20 分钟 14255 

点火成功后工作 2 小时，关闭冷却 30 分钟 13780 

点火成功后工作 2 小时，关闭冷却 30 分钟 14576 

点火成功后工作 2 小时，关闭冷却 30 分钟 14632 

对给定的水平 θ=0.05，查柯尔莫哥洛夫检验临界值表得 D5,θ=0.56328，5D5,θ–1=1.8164。要求在均

匀划分 Δ 中，区间的最大样本点个数小于 1.8164，从而取最大样本点个数为 1。 

按上述要求，在[13780，14632]区间上作步长为 h=42.6 的均匀划分 

 Δ: a0=13780<13822.6<…<14589.4<14632=a20， 

补充定义 a21=14674.6，相应的划分点数值与函数值见表 2。 

3.1 评估模型计算 

为了说明该方法的可行性，本文通过一次 B-样条函数构造样本经验分布函数来进行抽样，见公

式（2）。 

在实数域上定义函数 S1(t)： 
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其中， 
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依据分布函数 S1(t)进行抽样，抽出 1000 组容量为 5 的样本。 

表2  划分点数值和函数值 

Table 2  Divide point value and function value 

编号 数值 函数 F5值 编号 数值 函数 F5值 编号 数值 函数 F5值 
a0 13780 0 a8 14120.8 0.4096 a16 14461.6 0.6489 
a1 13822.6 0.0963 a9 14163.4 0.4371 a17 14504.2 0.6941 
a2 13865.2 0.1925 a10 14206 0.4646 a18 14546.8 0.7393 
a3 13907.8 0.2331 a11 14248.6 0.4921 a19 14589.4 0.7845 
a4 13950.4 0.269 a12 14291.2 0.5197 a20 14632 1 
a5 13993 0.3048 a13 14333.8 0.5472 a21 14674.6 1 
a6 14035.6 0.3407 a14 14376.4 0.5747    
a7 14078.2 0.3766 a15 14419 0.6037    

（1）采用非参数 Bootstrap 方法计算阴极的平均点火寿命和一定置信度下的点火寿命置信区间，

其计算结果如下： 

通过公式（4），得到每个样本的平均寿命；进一步，通过公式（5），得到平均寿命为 14245。 

将样本的平均寿命 * 1 * 2 * 1 0 0 0
, , ,t t t 自小到大排序，即 

 
*(1) *( 2 ) *(M )

t t t   。 

进一步得到在 90%置信水平下阴极点火平均寿命的置信区间为（14006，14459）。 

（2）参数 Bootstrap 方法，其计算结果如下： 

通过求解（8）式，能够解得(α1
*，β1

*)，(α2
*，β2

*)，…，(α1000
*，β1000

*)；通过公式（9），得到平

均的估计结果 
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从而，阴极点火的平均寿命分布函数为： 

 

7 3 .3 6 6 8

*
( ) e x p

1 4 3 7 1

t
R t

  
= −  

   

。 

与 NEXT 推力器空心阴极点火寿命分布函数（α=51.19、β=14105）[15]相比，两者的特征寿命参数

β 相近，而国产空心阴极寿命函数的形状参数 α 较大。这也表明了，由于阴极材料以及工艺差异，国

产阴极与 NEXT 推力器空心阴极相比，在特征寿命附近失效率变化更显著。 

通过公式（6）得到 

 

*

*

*
( ) e x p

i

i

i

t
R t





 
 

 = −  
  
 

， 

其中，i=1,2,…,1000。 

在阴极使用任务要求中，阴极点火次数上限要求为 13800 次，通过模型得到在 90%置信水平下阴

极点火 13800 次的可靠度置信区间为(0.7709，0.9988)。 

图 2 为 90%置信水平下阴极点火寿命可靠度置信区域，其中灰色的区域为 1000 组样本得到的寿

命分布曲线；红色虚线为 90%置信水平下的寿命为 13800 的下限曲线；绿色实线为上限曲线。寿命为

13800 的直线与上、下限曲线的交点分别表示其在 90%置信水平下的可靠度置信上、下限。 

点火次数

可靠度

 

图 2  给定寿命的可靠度置信区域 

Fig.2  Confidence region of reliability for a given lifetime 

通过公式（7），得到： 

 
*

1

* * 1
( ) ln ( )

i

i i
t R

R




 

=
 
 

 

其中，i=1,2,…,1000。在 90%置信水平下可靠度为 0.9 的点火寿命置信区间为(13543，14271)。 

图 3 为 90%置信水平下可靠度的寿命置信区域，其中红色虚线为 90%置信水平下的可靠度为 0.9

的下限曲线；绿色实线为上限曲线。可靠度为 0.9 的直线与上、下限曲线的交点分别表示其在 90%置

信水平下的寿命置信上、下限。 
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图 3  给定可靠度的寿命置信区域 

Fig.3  Confidence region of lifetime for a given reliability 

3.2 结果对比 

对试验数据进行传统的威布尔分布参数估计，得到 

 α=50.778，β=14400.8。 

从而，其寿命分布函数为： 
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通过空心阴极的试验数据，得到其近似的平均寿命 T： 
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5
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= = 。 

通过本文中非参数寿命评估模型得到的平均寿命为 14245。在 90%置信水平下阴极点火平均寿命

的置信区间为（14006，14459）。 

采用传统参数估计得到的平均点火寿命为： 
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采用本文中的模型得到的平均点火寿命为： 

 

7 3 .3 6 6 8
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。 

以近似的平均寿命为参考，得到不同的寿命计算方法的相对误差，如表 3 所示。可以看出，采用

本文中提出的评估模型（③、④）以及传统的参数估计（②）得到的平均寿命与近似的平均寿命非常

接近，点火次数相差值在 20 次以内，相对误差都小于 0.002。采用本文中的非参数评估模型（⑤）得

到了 90%置信度下的平均寿命置信区间，从表 3 中可以看出①、②、③、④中寿命结果都在该平均寿

命置信区间中；其中平均寿命置信区间的上下限与近似平均寿命的相对误差小于等于±0.016。通过上

述的相对误差结果可以看出，通过本文中的评估模型得到的寿命评估结果与近似的平均寿命非常接

近，评估精度能够满足工程需求。 
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表3  寿命结果的相对误差 

Table 3  Relative error of lifetime results 

序号 计算方法 寿命结果 与 T 相对误差 

① 近似的平均寿命 14240 0 

② 传统参数估计 14242 0.00014 

③ 非参数评估模型 14245 0.00035 

④ 参数寿命评估模型 14260 0.0013 

⑤ 非参数评估模型 ( 14006，14459 ) (−0.016，0.015 ) 

4 结论 

航天产品高可靠、长寿命以及试验成本高的特点，使得其试验代价非常高，试验数据宝贵，为了

充分地挖掘试验数据信息并满足工程应用中对多类型可靠性特征信息的需求，本文提出了一种基于

Bootstrap 理论的小子样寿命评估模型。该模型具有以下优点： 

1）在够造样本经验分布函数基础上，将 Bootstrap 方法应用于寿命与可靠性评估中，通过多次抽

样，扩大了信息量，充分挖掘试验数据中所携带的寿命与可靠性总体信息，提高了小子样数据评估的

准确性。 

2）首次将构造的一次 B-样条函数和三次 B-样条函数作为本模型的样本经验分布函数应用到可靠

性评估中。与现有的 Bootstrap 理论的传统的经验分布函数相比，构造的经验分布函数逼近的母体真

实分布函数更加精确，提高了可靠性评估的精确度。 

3）通过该评估模型能够给出多种寿命与可靠性评价结果： 

产品的平均寿命； 

一定置信度下寿命的置信度区间； 

失效分布函数的参数估计； 

一定置信水平下给定寿命的可靠度置信度区间； 

一定置信水平下给定可靠度的寿命置信度区间。 
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