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瞬态热冲击下热电材料梁的温度场及热应力分析

滕兆春＊，杨文秀

（兰州理工大学 理学院，甘肃 兰州　７３００５０）

摘要：基于热电材料特性，通过热电平衡方程和本构方程，得出热电材料梁 瞬 态 模 型 的 控 制 方 程．采 用 分 离 变 量 法

结合模型的初始条件和边界条件求出热电材料梁的非 线 性 瞬 态 温 度 场，根 据 热 应 力 理 论 分 析 求 出 瞬 态 热 应 力 场，

利用数学软件 ＭＡＴＬＡＢ给出了热电材料梁的呈抛物线分布的瞬态温度场和瞬态热应力场的特性曲线，研究了热

冲击载荷下的热电材料梁在热电耦合环境中的热应力分析．讨论了不同时刻温度场和应力场随厚度的变化，以及对

比ｐ型和ｎ型Ｂｉ２Ｔｅ３热电材料梁热应力特性曲线．结果表明：瞬态温度场受其瞬态项的影响随厚度增加有增有减；

瞬态温度场和瞬态热应力场随时间的增加最终趋于稳态不再随时间变化；趋于稳态后的Ｂｉ２Ｔｅ３热电材料梁的热应

力最值大于瞬态下的热应力最值；ｐ型Ｂｉ２Ｔｅ３热电材料梁的热应力总是大于ｎ型Ｂｉ２Ｔｅ３热电材料梁的热应力．
关键词：热电材料；梁；瞬态；热冲击；温度场；热应力

中图分类号：Ｏ３４３　　文献标志码：Ａ

Ａｎａｌｙｓｉｓ　ｏｆ　ｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅ　ｆｉｅｌｄ　ａｎｄ　ｔｈｅｒｍａｌ　ｓｔｒｅｓｓｅｓ　ｏｆ　ｔｈｅｒｍｏｅｌｅｃｔｒｉｃ
ｍａｔｅｒｉａｌ　ｂｅａｍｓ　ｕｎｄｅｒ　ｔｒａｎｓｉｅｎｔ　ｔｈｅｒｍａｌ　ｓｈｏｃｋ

ＴＥＮＧ　Ｚｈａｏ－ｃｈｕｎ，ＹＡＮＧ　Ｗｅｎ－ｘｉｕ

（Ｓｃｈｏｏｌ　ｏｆ　Ｓｃｉｅｎｃｅ，Ｌａｎｚｈｏｕ　Ｕｎｉｖ．ｏｆ　Ｔｅｃｈ．，Ｌａｎｚｈｏｕ　７３００５０，Ｃｈｉｎａ）

Ａｂｓｔｒａｃｔ：Ｂａｓｅｄ　ｏｎ　ｔｈｅ　ｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃｓ　ｏｆ　ｔｈｅｒｍｏｅｌｅｃｔｒｉｃ　ｍａｔｅｒｉａｌｓ，ｔｈｅ　ｇｏｖｅｒｎｉｎｇ　ｅｑｕａｔｉｏｎｓ　ｏｆ　ｔｈｅ　ｔｒａｎｓｉ－
ｅｎｔ　ｍｏｄｅｌ　ｏｆ　ｔｈｅｒｍｏｅｌｅｃｔｒｉｃ　ｍａｔｅｒｉａｌｓ　ａｒｅ　ｏｂｔａｉｎｅｄ　ｂｙ　ｔｈｅ　ｔｈｅｒｍｏｅｌｅｃｔｒｉｃ　ｅｑｕｉｌｉｂｒｉｕｍ　ｅｑｕａｔｉｏｎ　ａｎｄ　ｃｏｎｓｔｉｔｕ－
ｔｉｖｅ　ｅｑｕａｔｉｏｎ．Ｔｈｅ　ｎｏｎｌｉｎｅａｒ　ｔｒａｎｓｉｅｎｔ　ｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅ　ｆｉｅｌｄ　ｏｆ　ｔｈｅ　ｔｈｅｒｍｏｅｌｅｃｔｒｉｃ　ｍａｔｅｒｉａｌ　ｂｅａｍ　ｉｓ　ｏｂｔａｉｎｅｄ　ｂｙ
ｕｓｉｎｇ　ｔｈｅ　ｓｅｐａｒａｔｅｄ　ｖａｒｉａｂｌｅ　ｍｅｔｈｏｄ　ｃｏｍｂｉｎｅｄ　ｗｉｔｈ　ｔｈｅ　ｉｎｉｔｉａｌ　ａｎｄ　ｂｏｕｎｄａｒｙ　ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ　ｏｆ　ｔｈｅ　ｍｏｄｅｌ，ａｎｄ
ｔｈｅ　ｔｒａｎｓｉｅｎｔ　ｔｈｅｒｍａｌ　ｓｔｒｅｓｓ　ｆｉｅｌｄ　ｉｓ　ｏｂｔａｉｎｅｄ　ａｃｃｏｒｄｉｎｇ　ｔｏ　ｔｈｅ　ｔｈｅｒｍａｌ　ｓｔｒｅｓｓ　ｔｈｅｏｒｙ　ａｎａｌｙｓｉｓ．Ｔｈｅｎ　ｔｈｅ　ｃｈａｒ－
ａｃｔｅｒｉｓｔｉｃ　ｃｕｒｖｅｓ　ｏｆ　ｔｈｅ　ｔｒａｎｓｉｅｎｔ　ｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅ　ｆｉｅｌｄ　ａｎｄ　ｔｒａｎｓｉｅｎｔ　ｔｈｅｒｍａｌ　ｓｔｒｅｓｓ　ｆｉｅｌｄ　ｏｆ　ｔｈｅ　ｔｈｅｒｍｏｅｌｅｃｔｒｉｃ
ｍａｔｅｒｉａｌ　ｂｅａｍ　ｗｉｔｈ　ｐａｒａｂｏｌｉｃ　ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ　ａｒｅ　ｇｉｖｅｎ　ｂｙ　ｕｓｉｎｇ　ｔｈｅ　ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ　ｓｏｆｔｗａｒｅ　ＭＡＴＬＡＢ．Ｔｈｅ
ｔｈｅｒｍａｌ　ｓｔｒｅｓｓ　ａｎａｌｙｓｉｓ　ｏｆ　ｔｈｅｒｍｏｅｌｅｃｔｒｉｃ　ｍａｔｅｒｉａｌ　ｂｅａｍ　ｕｎｄｅｒ　ｔｈｅｒｍａｌ　ｓｈｏｃｋ　ｌｏａｄ　ｉｎ　ｔｈｅｒｍｏｅｌｅｃｔｒｉｃ　ｃｏｕ－
ｐｌｉｎｇ　ｅｎｖｉｒｏｎｍｅｎｔ　ｉｓ　ｓｔｕｄｉｅｄ．Ｔｈｅ　ｃｈａｎｇｅｓ　ｏｆ　ｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅ　ｆｉｅｌｄ　ａｎｄ　ｓｔｒｅｓｓ　ｆｉｅｌｄ　ｗｉｔｈ　ｔｈｉｃｋｎｅｓｓ　ａｔ　ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ
ｔｉｍｅｓ　ａｒｅ　ｄｉｓｃｕｓｓｅｄ，ａｎｄ　ｔｈｅ　ｔｈｅｒｍａｌ　ｓｔｒｅｓｓ　ｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃ　ｃｕｒｖｅｓ　ｏｆ　ｐ－ｔｙｐｅ　ａｎｄ　ｎ－ｔｙｐｅ　Ｂｉ２Ｔｅ３ｔｈｅｒｍｏｅｌｅｃｔｒｉｃ
ｍａｔｅｒｉａｌ　ｂｅａｍｓ　ａｒｅ　ｃｏｍｐａｒｅｄ．Ｔｈｅ　ｒｅｓｕｌｔｓ　ｓｈｏｗ　ｔｈａｔ　ｔｈｅ　ｔｒａｎｓｉｅｎｔ　ｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅ　ｆｉｅｌｄ　ｉｎｃｒｅａｓｅｓ　ａｎｄ　ｄｅｃｒｅａｓｅｓ
ｗｉｔｈ　ｔｈｅ　ｉｎｃｒｅａｓｅ　ｏｆ　ｔｈｉｃｋｎｅｓｓ　ｕｎｄｅｒ　ｔｈｅ　ｉｎｆｌｕｅｎｃｅ　ｏｆ　ｔｒａｎｓｉｅｎｔ　ｔｅｒｍ，ａｎｄ　ｔｈｅ　ｔｒａｎｓｉｅｎｔ　ｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅ　ｆｉｅｌｄ　ａｎｄ
ｔｒａｎｓｉｅｎｔ　ｔｈｅｒｍａｌ　ｓｔｒｅｓｓ　ｆｉｅｌｄ　ｆｉｎａｌｌｙ　ｔｅｎｄ　ｔｏ　ｓｔｅａｄｙ　ｓｔａｔｅ　ａｎｄ　ｎｏ　ｌｏｎｇｅｒ　ｃｈａｎｇｅ　ｗｉｔｈ　ｔｉｍｅ；ｔｈｅ　ｔｈｅｒｍａｌ
ｓｔｒｅｓｓ　ｏｆ　Ｂｉ２Ｔｅ３ｔｈｅｒｍｏｅｌｅｃｔｒｉｃ　ｍａｔｅｒｉａｌ　ｂｅａｍ　ａｆｔｅｒ　ｓｔｅａｄｙ　ｓｔａｔｅ　ｉｓ　ｇｒｅａｔｅｒ　ｔｈａｎ　ｔｈａｔ　ｏｆ　ｔｒａｎｓｉｅｎｔ　ｓｔａｔｅ；ｔｈｅ
ｔｈｅｒｍａｌ　ｓｔｒｅｓｓ　ｏｆ　ｐ－ｔｙｐｅ　Ｂｉ２Ｔｅ３ｔｈｅｒｍｏｅｌｅｃｔｒｉｃ　ｍａｔｅｒｉａｌ　ｂｅａｍ　ｉｓ　ａｌｗａｙｓ　ｇｒｅａｔｅｒ　ｔｈａｎ　ｔｈａｔ　ｏｆ　ｎ－ｔｙｐｅ　Ｂｉ２Ｔｅ３
ｔｈｅｒｍｏｅｌｅｃｔｒｉｃ　ｍａｔｅｒｉａｌ　ｂｅａｍ．

Ｋｅｙ　ｗｏｒｄｓ：ｔｈｅｒｍｏｅｌｅｃｔｒｉｃ　ｍａｔｅｒｉａｌ；ｂｅａｍｓ；ｔｒａｎｓｉｅｎｔ；ｔｈｅｒｍａｌ　ｓｈｏｃｋ；ｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅ　ｆｉｅｌｄ；ｔｈｅｒｍａｌ　ｓｔｒｅｓｓｅｓ

　　收稿日期：２０２０－０９－２９
　　基金项目：国家自然科学基金（１１６６２００８）

　　通讯作者：滕兆春（１９６９－），男，甘肃榆中人，副教授．Ｅｍａｉｌ：ｔｅｎｇｚｃ＠ｌｕｔ．ｅｄｕ．ｃｎ

第４７卷 第６期

２０２１年１２月

兰　州　理　工　大　学　学　报

Ｊｏｕｒｎａｌ　ｏｆ　Ｌａｎｚｈｏｕ　Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ　ｏｆ　Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ
Ｖｏｌ．４７ Ｎｏ．６
Ｄｅｃ．２０２１



　　随着人类社会的发展和科学技术的进步，能源

环境问题已成 为 当 前 最 紧 迫 的 问 题 之 一．越 来 越 多

的科学研究者们更倾向于寻求研发高性能、低污染、
清洁型对环境友好的新型材料，而热电技术的出现

实现了对这一 理 念 的 创 新 突 破．这 是 一 个 通 过 转 换

利用太阳热能、回收工业部门和汽车尾气中废热的

一项具有开创性、前瞻性的高新技术［１］．而这种创新

型技术最本质的参数是Ｓｅｅｂｅｃｋ系数ｓ，在将系统内

的温差直接转换为电压方面起着不可或缺的作用，
一个高性能的热电材料同时还应保证具有高的电导

率γ，低 的 热 导 率κ，通 常 用 热 电 系 数 值Ｚ＝ｓ２γ／κ
来描述．热电材 料 就 是 近 年 来 科 学 研 究 者 不 断 挖 掘

不断完善的新型清洁材料，高性能热电材料就是热

电技术的核心，人们习惯用热电性能指数ＺＴ 的大

小来衡量热电 材 料 性 能 的 高 低．按 工 作 温 度 可 分 为

高温（≥７００℃）、中 温（４００～７００℃）和 低 温（３０～
４００℃）热电材料，在室温附近的Ｂｉ－Ｔｅ化合物是目

前公认的最好的热电材料，也是研究最多、最为成熟

的，它广泛用于热电制冷元件；高温区的Ｓｉ－Ｇｅ化合

物大多用于航天设备的温差发电系统．
在近６０年的历史中，热电材料研究领域几经停

滞，但每一次都会以新的 方 式 复 兴［２］．Ｒｉｆｆａｔ等［３］发

现热电材料制成的小型热电器件它们是可靠的能量

转换器，具有体积小、重量轻、无传动部件、无噪声运

动等优点特点，因为没有机械运动部件，降低了噪音

和振动的产生，进而可以将其用于工程中，用来减小

或消除响应带 来 的 对 机 械 的 损 耗．虽 然 热 电 材 料 是

一种面对能源和环境问题最佳的选择，但是由于在

材料的制备过程中或多或少存在操作误差或机器设

备不够精密，所制备的材料会存在含有杂质、裂纹等

问题，科学研究者们对存在的该类问题进行了大量

的分析．Ｗａｎｇ等［４－５］分析了含椭圆夹杂 的 热 电 材 料

板的二维、三维问题，发现最大热电场集中总是出现

在与加载方向垂直的椭圆轴的端点，且在夹杂物周

围的热不透硬夹杂物会发生最大的应力集中．Ｗａｎｇ
等［６］分析了由绝缘层隔开的ｎ型和ｐ型热电偶组成

的多层热电材料（ＴＥＭ）中的瞬态层间应力，和绝缘

层厚度和材料性能对剥离应力的影响．研究发现，总

体上瞬态时的层间应力水平高于稳态时的层间应力

水平．Ｓｏｎｇ等［７］在研究热电材料板裂纹的二维问题

发现，裂纹尖端的热流场、电流场和应力场均表现出

传统的平方 根 奇 异 性．Ａｌ－Ｍｅｒｂａｔｉ等［８］通 过 商 业 软

件ＡＢＡＱＵＳ对热电发电机进行热力学和热应力分

析时发现，在一定的几何结构下，器件的热效率会有

所提高，且在这种情况下，管脚中产生的最大热应力

略有降低，这对设备的预期寿命会有所提高．Ｊｉｎ［９－１０］

利用层合复合材料的热弹性理论，研究了多层薄膜

热电材料结构中的热应力和变形以及屈曲，发现用

层合板模型计算的热应力比用材料强度模型预测的

热应力要大得多．Ｇａｏ等［１１］利用 ＡＮＳＹＳ软 件 中 的

有限元分析模型，根据热电材料的各向异性力学性

能和热电性能，给出了透射电镜的热应力分布．
到目前为止，热电材料已成功应用于人造卫星、

太空飞船等高性能接收器及传感器等领域［１２］．这是

一种不需要繁琐复杂的附加条件就可以直接将热能

转化为电能的环境友好型能源材料，从而可以将其

大规模地应用于发电和取代现有的氟利昂制冷机，
为解决能源问题开辟了新的途径，同时也可缓解环

境污染等问 题［１３］．因 为 它 具 有 这 些 突 出 的 优 点，许

多国家都对热电材料技术给予了充分的重视并给与

大力支持．对高 性 能 热 电 材 料 不 管 是 从 材 料 学 还 是

力学方面进行分析，都是近期的一个新研究热点，且
在热电薄膜和热电板的热应力及其断裂力学等研究

方面也取得了有价值的成果，但是研究的范围还很

受局限，目前对热电材料梁力学性能的分析在国内

外还未见有相关文献报道．
作为热电材料的基本结构之一，热电材料梁在

实际热电工 程 中 具 有 重 要 应 用．因 此 本 文 将 Ｗａｎｇ
等［１４］给出的热 电 耦 合 控 制 方 程 拓 展 应 用 到 热 电 材

料梁，基于热电材料梁的一维瞬态控制方程和热应

力分析理论，着重研究了两种类型Ｂｉ２Ｔｅ３热电材料

在不同时刻沿厚度方向温度和热应力的变化及最值

出现的区域．由 此 为 热 电 材 料 梁 在 受 到 热 冲 击 时 对

热应力的分析提供了必要的数值分析和理论依据，
这对热电材料梁工程安全性评估和后续力学行为的

研究提供一个有力的支撑．

１　瞬态热电场控制方程的建立

１．１　热电平衡方程

根据热电材料系统内部的电荷和能量守恒以及

热能和电能相互转换关系可得出热电材料的平衡方

程．考虑热电材料各向同性，电和热沿电势和温度梯

度的方向流动［１４］，并忽略系统内的电或磁的瞬态效

应干扰．设Ω表示以闭合曲面Γ为界的区域内的体

积，ｄＳ为曲面微 分 元，ｎ 为 向 外 的 法 向 量，ｄｘ 为 Ω
中的 体 积 微 元．根 据 散 度 定 理［５，１５］和 高 级 微 积 分 可

知下列关系式成立：

－∮Γ
ｊ·ｎｄＳ＝－∫Ω

"·ｊｄｘ （１）

式中：ｊ为电流密度．式（１）可以改写为
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－"·ｊ＝－ｊｉ，ｉ＝０ （２）
式中：ｉ为求和下 标ｉ＝１，２，３．式（２）为 第 一 个 热 电

平衡方程．
热电材料的固有属性是在系统 内 发 生 热 能Ｑ１

与电能Ｑ２ 的 相 互 转 换，根 据 能 量 守 恒 定 律 和 瞬 态

响应特性，即

Ｑ１＋Ｑ２＝ＣｖＴ，ｔ （３）
其中热能和电能分别为

Ｑ１＝－∮Γ
ｑ·ｎｄＳ＝－∫Ω

"·ｑｄｘ

Ｑ２＝－∮Γ
（Ｖｊ）·ｎｄＳ＝－∫Ω

ｊ·"Ｖｄｘ
（４）

式中：Ｃｖ＝ρｃ代表体积比热，Ｊ／（ｍ３·℃），ρ为材料

质量密度，ｃ为比热；ｑ为热流密度矢 量；Ｖ 和Ｔ 分

别为电势和温度；ｔ为时间．则式（３）可简化为

－"·ｑ－ｊ·"Ｖ＝－ｑｉ，ｉ－ｊ
Ｖ
ｘｉ

＝ＣｖＴ，ｔ

（５）
式（５）为第二个热电平衡方程．
１．２　热电本构方程

热电材料的系统内温度发生变化，就会产生电

势梯度，从而发生热与电的相互转换，该现象为塞贝

克效应：

φｉ＝－ｓ
Ｔ
ｘｉ

（６）

式中：φｉ 为电势梯度，Ｖ／ｍ；ｓ为Ｓｅｅｂｅｃｋ系数．当热

电材料系统内温度恒定时存在欧姆定律

ｊ＝γφｉ－
Ｖ
ｘｉ（ ） （７）

式中：γ为电导率．将式（６）与式（７）叠加即可得第一

个热电本构方程［５，１４，１６］：

ｊ＝－γ
Ｖ
ｘｉ

－γｓ
Ｔ
ｘｉ

（８）

当热电材料内无电流产生时，傅里叶定律成立：

ｑ＝－κ
Ｔ
ｘｉ

（９）

式中：κ为热导率．
热电材料系统内的机理很是复杂，其中帕尔贴

效应与汤姆逊效应的深层机理［１５］为

ｑ＝Ｔｅ＝ｓＴｊ （１０）
式中：ｅ为熵，Ｊ／℃．再将式（９）与式（１０）叠加即可得

第二个热电本构方程：

ｑ＝－κ
Ｔ
ｘｉ

＋ｓＴｊ＝

　　－γｓＴ
Ｖ
ｘｉ

－（κ＋γｓ２　Ｔ）
Ｔ
ｘｉ

（１１）

将式（２）和式（８）代入式（５）结合式（１１）可得瞬态热

冲击下热和电耦合的控制方程

κ
２　Ｔ
ｘ２ｉ

＋ｊ
·ｊ
γ ＝Ｃｖ

Ｔ
ｔ

（１２）

２　热电材料梁力学计算模型

２．１　热冲击下热电材料梁温度场的建立

建立模型如图１所示的长×宽×高为Ｌ×ｂ×
ｈ的两端固定 的 矩 形 截 面 热 电 材 料 梁．受 到 热 冲 击

后的热电材 料 梁 系 统 内 的 温 度 为 只 关 于ｚ坐 标 的

一维温度场，该温度场可以表示为Ｔ＝Ｔ（ｚ，ｔ）．在
上表面ｈ／２处受到热冲击后系统产生温度变化，在

ｔ＝０时刻，热 电 材 料 梁 系 统 温 度 为Ｔ０（Ｔ０ 为 系 统

的参考温度）；ｔ＞０时，梁 两 侧 的 温 度 突 然 改 变 至

Ｔ（ｈ／２，ｔ）＝Ｔａ、Ｔ（－ｈ／２，ｔ）＝Ｔｂ．

图１　热电材料梁计算模型

Ｆｉｇ．１　Ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎ　ｍｏｄｅｌ　ｏｆ　ａ　ｔｈｅｒｍｏｅｌｅｃｔｒｉｃ　ｍａｔｅｒｉａｌ　ｂｅａｍ

将式（１２）的 控 制 方 程 改 写 为 只 关 于ｚ坐 标 的

一维热冲击控制方程如下：

κ
２　Ｔ
ｚ２

＋ｊ
２

γ ＝
Ｃｖ
Ｔ
ｔ

（１３）

式（１３）可看作是由稳态项与瞬态项的和，为了方便

求解可引入辅助函数，令

Ｔ（ｚ，ｔ）＝Ｕ（ｚ，ｔ）＋Ｗ（ｚ） （１４）
式中：Ｗ（ｚ）和Ｕ（ｚ，ｔ）代表温度场所满足的稳态项

和瞬态项，将式（１４）代入式（１３），式（１３）可改写为

κ
２　Ｕ
ｚ２

＋
２　Ｗ
ｚ２（ ）＝－ｊ２γ ＋ＣｖＵｔ （１５）

将式（１５）简化为关于Ｗ（ｚ）和Ｕ（ｚ，ｔ）的两方程如下：

κ
２　Ｗ
ｚ２

＋ｊ
２

γ ＝
０

Ｗ －
ｈ
２（ ）＝Ｔｂ

Ｗ ｈ
２（ ）＝Ｔａ

烅

烄

烆

　－
ｈ
２ ＜

ｚ＜
ｈ
２

（１６）

κ
２　Ｕ
ｚ２

＝Ｃｖ
Ｕ
ｔ

Ｕ（ｚ，０）＝Ｔ０－Ｗ（ｚ）

Ｕ －
ｈ
２
，ｔ（ ）＝Ｕ ｈ

２
，ｔ（ ）＝０

烅

烄

烆

　－
ｈ
２＜

ｚ＜
ｈ
２
，ｔ＞０

（１７）
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式（１６）为二阶常微分方程，利用边界条件积分得

Ｗ（ｚ）＝－ｊ
２

２κγｙ
２＋
Ｔａ－Ｔｂ
ｈ ｙ＋

ｊ２　ｈ２

８κγ ＋
Ｔａ＋Ｔｂ
２

（１８）

得出瞬态温度场Ｔ（ｚ，ｔ）的稳态项Ｗ（ｚ）的函数．
式（１７）为热传导方程，故采用分离变量法求解．

令

Ｕ（ｚ，ｔ）＝Ｚ（ｚ）Ｔ（ｔ） （１９）
代入式（１７）得

κＺ″Ｔ＝ＣｖＺＴ′ （２０）
即

κ
Ｚ″
Ｚ ＝Ｃｖ

Ｔ′
Ｔ

（２１）

等号左边为关于ｚ的函数，右边为关于ｔ的函数，要
使等式成立，等 式 两 边 只 能 为 一 常 数，令 其 参 数 为

－λ，则式（２１）化为以下两微分方程：

κＺ″＋λＺ＝０

Ｚ －
ｈ
２（ ）＝Ｚ ｈ２（ ）＝０烅

烄

烆

（２２）

ＣｖＴ′＋λＴ＝０
Ｔ（０）＝Ｔ０－Ｗ（ｚ）｛ （２３）

利用边界条件求解式（２２）得其特征值为λｎ，其值为

λｎ ＝κ
２ｎπ
ｈ（ ）２　ｎ＝１，２，３，…

则对应的特征函数为

Ｚｎ（ｚ）＝Ｃｎｓｉｎ
２ｎπｚ
ｈ 　ｎ＝１，２，３，… （２４）

式中：Ｃｎ 为任意常数．
将λｎ 代入常微分方程（２３）得

Ｔｎ（ｔ）＝Ｄｎ·ｅｘｐ －
κ
Ｃｖ

２ｎπ
ｈ（ ）２ｔ［ ］

　　ｎ＝１，２，３，… （２５）
式中：Ｄｎ 为任意常数．

Ｕｎ（ｚ，ｔ）＝Ｚｎ（ｚ）·Ｔｎ（ｔ）＝

　　Ｃｎｓｉｎ
２ｎπｚ
ｈ
·ｅｘｐ －

κ
Ｃｖ

２ｎπ
ｈ（ ）２ｔ［ ］

　　　　ｎ＝１，２，３，… （２６）

式中：Ｃｎ 是由式（２４）的Ｃｎ 和式（２５）的Ｄｎ 并 入 组

合成新的常数．对式（２６）再叠加求和得

Ｕ（ｚ，ｔ）＝∑
∞

ｎ＝１
Ｃｎｓｉｎ

２ｎπｚ
ｈ
·ｅｘｐ －

κ
Ｃｖ

２ｎπ
ｈ（ ）２ｔ［ ］

（２７）
式中：ｎ＝１，２，３，…，得出瞬态温度场Ｔ（ｚ，ｔ）的 瞬

态项Ｕ（ｚ，ｔ）的函数．
将初始条件Ｕ　ｚ，０（ ）＝Ｔ０－Ｗ　ｚ（）代入式（２７），

可得

∑
∞

ｎ＝１
Ｃｎｓｉｎ

２ｎπｚ
ｈ ＝Ｔ０－ －ｊ

２

２κγ
ｚ２＋（ Ｔａ－Ｔｂ

ｈ ｚ＋

　　ｊ
２　ｈ２

８κλ ＋
Ｔａ－Ｔｂ
２ ）

　　　　　　ｎ＝１，２，３，… （２８）

式中：Ｃｎ 可利用傅里叶三角级数表示如下：

Ｃｎ＝
２
ｈ∫

ｈ／２

－ｈ／２

ｊ２

２κγ（ ｚ２－
Ｔａ－Ｔｂ
ｈ ｚ－ｊ

２　ｈ２

８κγ ＋

Ｔ０－
Ｔａ＋Ｔｂ
２ ）ｓｉｎ２ｎπｚｈ ｄｚ

　　　　　　ｎ＝１，２，３，…

将式（１８）和式（２７）代入式（１４）可得瞬态温度场的完

整表达式

Ｔ　ｚ，ｔ（ ）＝∑
∞

ｎ＝１
Ｃｎｓｉｎ

２ｎπｚ
ｈ ｅｘｐ －

κ
Ｃｖ

２ｎπ
ｈ（ ）２ｔ［ ］－

ｊ２

２κγ
ｚ２＋

Ｔａ－Ｔｂ
ｈ ｚ＋ｊ

２　ｈ２

８κγ ＋
Ｔａ＋Ｔｂ
２

　　ｎ＝１，２，３，… （２９）

２．２　瞬态热冲击下热电材料梁热应力场的建立

热电材料梁受热冲击作用时，梁内各点将会产

生温度的变化，从而导致梁出现膨胀或收缩变形，若
外部约束使膨胀或收缩变形不能自由发生时，在热

电材料梁结构 中 就 会 出 现 热 应 力．近 代 线 性 热 应 力

理论创 始 于１８３５年，由 法 国 人Ｊ．Ｍ．Ｃ．杜 哈 梅 尔 初

次提出，随后在１８４１年，德国人诺曼伊曼初次导出

线性热应力理论，他们两者提出的理论基本相同，故
将现代的线性热应力理论称为杜哈梅尔—诺伊曼理

论［１７］．
根据热应力理论，在自由状态下，梁在热环境中

的轴向自由伸长量为

Δｌ＝αΔＴｌ （３０）

式中：α表示热电材料的热膨胀系数；ΔＴ 表示温度

的变化，ΔＴ（ｚ，ｔ）＝Ｔ（ｚ，ｔ）－Ｔ０．轴 向 自 由 伸 长 线

应变为

εｘｘ ｚ，ｔ（ ）＝αΔＴ（ｚ，ｔ） （３１）

则得到热电材料梁内热应力与温度变化的关系为

σｘｘ（ｚ，ｔ）＝αＥ ∑
∞

ｎ＝１
Ｃｎ｛ ｓｉｎ２ｎπｚｈ ｅｘｐ－

κ
Ｃｖ

２ｎπ
ｈ（ ）２ｔ［ ］－

ｊ２

２κγ
ｚ２＋

Ｔａ－Ｔｂ
ｈ ｚ＋ ｊ

２　ｈ２

８κγ ＋
Ｔａ＋Ｔｂ
２ －Ｔ０（ ）｝

（３２）
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式中：Ｅ 为热电材料的弹性模量．

３　计算结果与分析

３．１　ｐ型Ｂｉ２Ｔｅ３ 热电材料梁温度场及热应力场

Ｂｉ２Ｔｅ３合金在熔点温度时的化合物组分中富含

Ｂｉ原子，过剩的Ｂｉ原子在晶格中占据了Ｔｅ原子的

位置后形成ｐ型Ｂｉ２Ｔｅ３热电材料；反之，过剩的Ｔｅ
原子在 晶 格 中 占 据 了Ｂｉ原 子 的 位 置，则 形 成ｎ型

Ｂｉ２Ｔｅ３热电材料．一 般 规 定ｎ型 半 导 体 热 电 材 料 的

ｓｅｅｂｅｃｋ系 数 取 负 值，ｐ型 半 导 体 热 电 材 料 的ｓｅｅ－
ｂｅｃｋ系数取正值［１８］．Ｂｉ２Ｔｅ３热电材料其它相关物理

参数结合文献［１９］和文献［２０］，见表１．

表１　两种类型Ｂｉ２Ｔｅ３热电材料相关物理参数

Ｔａｂ．１　Ｐｈｙｓｉｃａｌ　ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ　ｏｆ　ｔｗｏ　ｔｙｐｅｓ　ｏｆ　Ｂｉ２Ｔｅ３ｔｈｅｒｍｏｅｌｅｃｔｒｉｃ　ｍａｔｅｒｉａｌｓ

材料类型 κ／（Ｗ·ｍ－１·Ｋ－１） γ／（Ｓ·ｍ－１） ｓ／（Ｖ·Ｋ－１） Ｃｖ／（Ｊ·ｍ－３·Ｋ－１） α／Ｋ－１　 Ｅ／ＧＰａ

ｐ型 １．６０　 ６．７０×１０４　 ２．００×１０－４　 １．２８×１０６　 １．６８×１０－５　 ４７．００

ｎ型 １．８０　 ７．４０×１０４ －２．１０×１０－４　 １．３１×１０６　 １．６８×１０－５　 ４７．００

　　热 电 材 料 梁 的 几 何 参 数 为Ｌ＝０．１ｍ、ｈ＝
０．００４ｍ、ｂ＝０．００３ｍ，初始参考温度为Ｔ０＝２５℃，
受到热载荷冲击后梁上表面温度变为Ｔａ＝２４０℃、
下表面 温 度 变 为 Ｔｂ＝３０ ℃，由 于 在 方 程（２）中

－ｊｉ，ｉ＝０可 以 得 出 电 流 密 度ｊ为 一 常 数，取ｊ０＝
３．１９９×１０６　Ａ／ｍ２［１５］．

通过 ＭＡＴＬＡＢ对温度场和热应力场解析函数

的编程计算 发 现 温 度 场 和 热 应 力 场 沿 厚 度ｚ方 向

的特性曲线呈 抛 物 线 分 布．梁 产 生 热 应 力 场 主 要 是

因为受到热 冲 击 时 热 电 材 料 梁 系 统 内 存 在 温 度 梯

度，使梁受热不均匀导致．对图２和图３温度场和热

应力场特性曲线分析发现，在达到稳态前梁的中性

层以下的温度呈陡坡式的剧增，进而所对应的热应

力也出现剧增；但是时间的增加温度和热应力随厚

度ｚ方向的增加趋于缓慢，且随时间的增加温度小

幅度向受热冲击前回转，逐渐趋于稳态化后均不再

随时间变化；在 梁 的 中 性 层 以 上：温 度 场 沿 厚 度ｚ
方向总体呈现缓慢下坡式的递减最终达到与梁上层

温度一致，但是随时间的增加温度和热应力出现小

幅度的增加这 与 中 性 层 以 下 的 变 化 恰 好 相 反．导 致

这种变化的原因是因为图４表示的温度场的瞬态项

特性曲线是以三角函数的变化出现有正有负，且随

时间的增加温度场瞬态项变化曲线走势变的舒缓最

终不再随时间变化，进而影响了不同时刻下瞬态温

度场和热应力整体的变化趋势．以中性层为分界线，
分界线两侧呈现不同的变化趋势，热应力沿梁厚度

方向ｚ出现增加、减小最终趋于稳定．热电材料梁在

达到稳态前最大热应力发生在中性层附近，在达到

稳态后最大热应力向高温区移动，证明在稳态下梁

的最大热应力发生高温区，并且达到稳态后的热应

力最值大于瞬态时的热应力最值，这与热环境下梁

的应力分析相符．

图２　不同时刻 温 度 沿ｐ型Ｂｉ２Ｔｅ３热 电 材 料 梁 截 面 厚 度 方

向的变化曲线 （Ｔ０＝２５℃）

Ｆｉｇ．２　Ｔｈｅ　ｖａｒｉａｔｉｏｎ　ｃｕｒｖｅ　ｏｆ　ｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅ　ａｌｏｎｇ　ｔｈｅ　ｃｒｏｓｓ－ｓｅｃ－
ｔｉｏｎ　ｔｈｉｃｋｎｅｓｓ　ｄｉｒｅｃｔｉｏｎ　ｏｆ　ｐ－ｔｙｐｅ　Ｂｉ２Ｔｅ３ｔｈｅｒｍｏｅｌｅｃｔｒｉｃ

ｍａｔｅｒｉａｌ　ｂｅａｍ　ａｔ　ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ　ｔｉｍｅ（Ｔ０＝２５℃）

图３　不同时刻热应力沿ｐ型Ｂｉ２Ｔｅ３热电材料梁截面厚

度的变化曲线

Ｆｉｇ．３　Ｔｈｅ　ｖａｒｉａｔｉｏｎ　ｃｕｒｖｅ　ｏｆ　ｔｈｅｒｍａｌ　ｓｔｒｅｓｓ　ａｌｏｎｇ　ｔｈｅ　ｓｅｃ－
ｔｉｏｎ　ｔｈｉｃｋｎｅｓｓ　ｏｆ　ｐ－ｔｙｐｅ　Ｂｉ２Ｔｅ３ｔｈｅｒｍｏｅｌｅｃｔｒｉｃ　ｍａｔｅ－

ｒｉａｌ　ｂｅａｍ　ａｔ　ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ　ｔｉｍｅ
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图４　不同时刻ｐ型Ｂｉ２Ｔｅ３热电材料梁温度场中的瞬态

项沿截面厚度方向的变化曲线

Ｆｉｇ．４　Ｔｈｅ　ｖａｒｉａｔｉｏｎ　ｃｕｒｖｅ　ｏｆ　ｔｈｅ　ｔｒａｎｓｉｅｎｔ　ｔｅｒｍ　ｉｎ　ｔｈｅ

ｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅ　ｆｉｅｌｄ　ｏｆ　ｐ－ｔｙｐｅ　Ｂｉ２Ｔｅ３ｔｈｅｒｍｏｅｌｅｃｔｒｉｃ

ｍａｔｅｒｉａｌ　ｂｅａｍ　ａｌｏｎｇ　ｔｈｅ　ｄｉｒｅｃｔｉｏｎ　ｏｆ　ｓｅｃｔｉｏｎ　ｔｈｉｃｋ－
ｎｅｓｓ　ａｔ　ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ　ｔｉｍｅ

３．２　ｐ型和ｎ型Ｂｉ２Ｔｅ３热电材料梁温度场和热应力

场的对比分析

在ｔ＝５ｓ时 温 度 场 已 达 到 稳 态 不 再 随 时 间 变

化，在相同温度区间内不同型的热电材料物理参数

不同，则材料的性能也不同．从图５两种热电材料梁

温度场特性曲 线 发 现ｐ型Ｂｉ２Ｔｅ３热 电 材 料 梁 系 统

内温度大于ｎ型Ｂｉ２Ｔｅ３热 电 材 料 梁 系 统 内 温 度，ｎ
型Ｂｉ２Ｔｅ３热电材料梁的温度场 变 化 比ｐ型Ｂｉ２Ｔｅ３
热电材料梁的较为缓慢．从图６三个不同时间下的ｐ
型和ｎ型Ｂｉ２Ｔｅ３热 电 材 料 梁 热 应 力 具 体 特 性 曲 线

变化图可以直观得到，ｎ型Ｂｉ２Ｔｅ３热 电 材 料 梁 的 热

应力小于ｐ型Ｂｉ２Ｔｅ３热电材料的热应力，ｎ型热电

材料热应力比ｐ型热电材料热应力变化缓慢，不会

出现剧增剧减的现象．根据ｎ型、ｐ型热电材料梁

图５　ｐ型和ｎ型Ｂｉ２Ｔｅ３热电材料梁温度沿截面厚度的变化

曲线（Ｔ０＝２５℃、ｔ＝５ｓ）

Ｆｉｇ．５　Ｔｈｅ　ｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅ　ｖａｒｉａｔｉｏｎ　ｃｕｒｖｅ　ｏｆ　ｐ－ｔｙｐｅ　ａｎｄ　ｎ－ｔｙｐｅ

Ｂｉ２Ｔｅ３ ｔｈｅｒｍｏｅｌｅｃｔｒｉｃ　ｍａｔｅｒｉａｌ　ｂｅａｍ　ａｌｏｎｇ　ｓｅｃｔｉｏｎ

ｔｈｉｃｋｎｅｓｓ（Ｔ０＝２５℃、ｔ＝５ｓ）

图６　不同时刻ｐ型和ｎ型Ｂｉ２Ｔｅ３热电材料梁的热应力

沿厚的变化曲线

Ｆｉｇ．６　Ｔｈｅ　ｖａｒｉａｔｉｏｎ　ｃｕｒｖｅ　ｏｆ　ｔｈｅｒｍａｌ　ｓｔｒｅｓｓ　ａｌｏｎｇ　ｔｈｉｃｋ－
ｎｅｓｓ　ｏｆ　ｐ－ｔｙｐｅ　ａｎｄ　ｎ－ｔｙｐｅ　ｔｈｅｒｍｏｅｌｅｃｔｒｉｃ　ｍａｔｅｒｉａｌ

ｂｅａｍｓ　ａｔ　ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ　ｔｉｍｅ

温度和热应力变化的特征，如果将其应用于制作热

电器件的电偶，可以得出当电流从ｎ型材料传递到

ｐ型材料时为冷却效应，当电流从ｐ型材料传递到ｎ
型材料时为加热效应，这与帕尔贴效应得出的结论

是一致的．

４　结论

本文基于瞬态热冲击下热电材料的控制方程，
采用分离变量法推导出的热电材料梁瞬态温度场，
并结合梁的热应力分析理论得出瞬态热应力场的解
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析函数表达式，利 用 数 学 软 件 ＭＡＴＬＡＢ求 解 出 相

应的特性曲线，得出如下结论：

１）Ｂｉ２Ｔｅ３ 热 电 材 料 梁 在 电 流 密 度 为ｊ０ ＝
３．１９９×１０６　 Ａ／ｍ２ 时 温 度 场 随 厚 度 方 向ｚ 的 函 数

变化呈抛物线分布，因受温度场瞬态项的正负变化，
导致温度场随梁厚度的变化出现有增有减的现象．
２）在达到稳态后热应力不再受时间的影响，并

且最大热应力向高温区移动，稳态下的最大热应力

大于瞬态下的最大热应力．
３）ｐ型Ｂｉ２Ｔｅ３热 电 材 料 梁 的 热 应 力 比ｎ型 热

电材料产生的热应力大，说明ｎ型Ｂｉ２Ｔｅ３热电材料

梁在受到热冲 击 后 的 力 学 性 能 要 比ｐ型Ｂｉ２Ｔｅ３热

电材料梁的力 学 性 能 更 好．不 易 在 受 到 热 冲 击 短 期

内由于热应力对材料力学性能的影响而快速进入疲

劳期，导致结构受损，从而影响热电材料梁的使用寿

命．
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