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广义Ｃ３模
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摘要：作为Ｃ３模的真推广，引入广义Ｃ３模（简称Ｇ－Ｃ３模）的概念，研究这类模的基本性质，证明遗传环Ｒ 是右Ｖ－
环当且仅当每个有限余生成Ｒ－模是Ｇ－Ｃ３模当且仅当每个有限余表示Ｒ－模是Ｇ－Ｃ３模．
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　　在本文中，Ｒ 都是有单位元的结合 环，Ｍ 都 是

右Ｒ－模，Ｎ≤Ｍ 表示Ｎ 是Ｍ 的子模，Ｎ｜Ｍ 表示Ｎ
是Ｍ 的直和项，ｒ（Ａ）表示Ａ 在Ｒ 中的右零化子，

Ｅ（Ｍ）表示Ｍ 的内射包，ＥｎｄＲ（Ｍ）＝Ｓ 表 示Ｍ 的

自同态环，ＨｏｍＲ（Ｘ，Ｙ）表 示Ｒ－模Ｘ 到Ｙ 的 同 态

集．
Ａｍｉｎ等［１］引 入 了Ｃ３模 的 概 念．称 Ｍ 是Ｃ３

模，如果Ｍ１｜Ｍ，Ｍ２｜Ｍ，且Ｍ１∩Ｍ２＝０，那么Ｍ１
Ｍ２ 是Ｍ 的直和项．证明了Ｒ 是半单环当且仅当所

有内射Ｒ－模的子模是Ｃ３模 当 且 仅 当 任 意 两 个Ｃ３
模的直和仍为Ｃ３模当且仅当Ｒ－模（ＲＲ）Ｒ 的子

模是Ｃ３模当且仅当所有投射Ｒ－模的子模是Ｃ３模．
Ｔａｓｄｅｍｉｒ等［２］引入了广义ＳＳＰ 模（ＧＳＳＰ 模）的概

念．称Ｍ 是ＧＳＳＰ 模，如果Ｍ 的任意两个直和项的

和同构于Ｍ 的直和项．受文献［１－２］的启发，本文引

入了广义Ｃ３模（简称Ｇ－Ｃ３模）的概念．称Ｍ 是Ｇ－
Ｃ３模，如果Ｍ１｜Ｍ，Ｍ２｜Ｍ，且 Ｍ１∩Ｍ２＝０，那 么

Ｍ１Ｍ２ 同 构 于 Ｍ 的 直 和 项．给 出 了 是 Ｇ－Ｃ３
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模但不是Ｃ３模的例子，并研究了Ｇ－Ｃ３模的一些基

本性质，证明了遗传环Ｒ 是右Ｖ－环当且仅当每个有

限余生成Ｒ－模是Ｇ－Ｃ３模当且仅当每个有限余表示

Ｒ－模是Ｇ－Ｃ３模．称Ｍ 是ＳＩＰ 模［３］，如果Ｍ 的任意

两个直和项的交是Ｍ 的直和项．称 Ｍ 是ｖｉｒｔｕａｌｌｙ
半单模［４］，如果Ｍ 的每个子模同构于Ｍ 的直和项．
称Ｍ 的子模Ｎ 是完全不变子模［５］，如果对任 意 的

ｆ∈ＥｎｄＲ（Ｍ）均 有ｆ（Ｎ）Ｎ．称 Ｍ 是（弱）ｄｕｏ
模［５］，如果Ｍ 的 每 个（直 和 项）子 模 是 完 全 不 变 子

模．称Ｍ 满足Ｃ２ 条件［６］，如果同 构 于 Ｍ 的 直 和 项

的子模Ｎ 是Ｍ 的直和项．称Ｍ 是有限余生成模［７］，

如果Ｍ 的基座 是 有 限 生 成 的 且 在Ｍ 中 本 质．称Ｘ
是有限余表示模［７］，如果：１）Ｘ 是有限余生成的；２）

在正合列０→Ｘ→Ｌ→Ｎ→０中Ｌ 是有限余生成的，

Ｎ 也是有限余生成的．称Ｒ 是右Ｖ－环［７］，如果任意

单右Ｒ－模是内射模．
定义１　称Ｍ 是广义Ｃ３模（简称Ｇ－Ｃ３模）如

果Ｍ１｜Ｍ，Ｍ２｜Ｍ，且 Ｍ１∩Ｍ２＝０，那 么 Ｍ１Ｍ２

同构于Ｍ 的直和项．
例１　设ｐ是素数，考虑Ｚ－模Ｍ＝ＺｐＺｐ２．则

Ｍ 的直和项有０，Ｍ，〈（０，１）〉，〈（１，ｐ）〉，〈（１，１）〉，
〈（１，０）〉．因 为〈（１，０）〉∩〈（１，ｐ）〉＝〈（０，０）〉，〈（１，

第４７卷 第６期

２０２１年１２月

兰　州　理　工　大　学　学　报

Ｊｏｕｒｎａｌ　ｏｆ　Ｌａｎｚｈｏｕ　Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ　ｏｆ　Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ
Ｖｏｌ．４７ Ｎｏ．６
Ｄｅｃ．２０２１



０）〉〈（１，ｐ）〉不是Ｍ 的直和项，所以ＭＺ 不是Ｃ３
模．但Ｍ 的两个直和项的交等于０时，它们的直 和

同构于Ｍ 的直和项，因此ＭＺ 是Ｇ－Ｃ３模．

例２　Ｒ＝Ｚ４，Ｍ＝Ｚ４（
∞

ｉ＝１
Ｚ２）作为右Ｒ－模是

Ｇ－Ｃ３模，但ＭＲ 不是Ｃ３模．
证明　由文献［４］中的例２．７可知，ＭＲ 是ｖｉｒ－

ｔｕａｌｌｙ半单模，则ＭＲ 是Ｇ－Ｃ３模．因为Ｃ３模的直和

项仍为Ｃ３模，而Ｚ４Ｚ２ 不是Ｃ３模，所以ＭＲ 不是

Ｃ３模．
定理１　设Ｍ 是Ｇ－Ｃ３模．若Ｍ＝ＡＢ，其中

Ａ，Ｂ≤Ｍ，ｆ∶Ａ→Ｂ 是单同态，则Ｉｍｆ 同构于Ｍ
的直和项．

证明　设Ｃ＝｛ａ＋ｆ（ａ）｜ａ∈Ａ｝，则Ｃ≤Ｍ．设

ｘ∈Ｍ，ｘ＝ａ＋ｂ，其 中ａ∈Ａ，ｂ∈Ｂ，则ｘ＝ａ＋
ｆ（ａ）－ｆ（ａ）＋ｂ∈Ｃ＋Ｂ．因 此 Ｍ＝Ｃ＋Ｂ．设ｘ＝
ａ＋ｆ（ａ）∈Ｃ∩Ｂ，其 中ａ∈Ａ，则ａ＝ｘ－ｆ（ａ）∈
Ａ∩Ｂ＝０，从而ａ＝０，进而ｘ＝ｆ（ａ）＝０．因此Ｃ∩
Ｂ＝０．这样Ｍ＝ＣＢ．设ｘ＝ａ＋ｆ（ａ）∈Ａ∩Ｃ，其

中ａ∈Ａ，则ｘ－ａ＝ｆ（ａ）∈Ａ∩Ｂ＝０．因此ｆ（ａ）＝
０．因为ｆ是单同态，所以ｘ＝ａ＝０，从而Ａ∩Ｃ＝０．
又因为Ｍ 是Ｇ－Ｃ３模，所以ＡＣ同构于Ｍ 的直和

项．设ｘ∈Ｉｍｆ，则存在ａ∈Ａ，使得ｆ（ａ）＝ｘ，从而

ｘ＝－ａ＋ａ＋ｆ（ａ）∈Ａ＋Ｃ．因此Ａ＋ＩｍｆＡ＋
Ｃ．显然Ａ＋ＣＡ＋Ｉｍｆ，Ａ∩Ｉｍｆ＝０，这样ＡＣ
＝ＡＩｍｆ．又因为ＡＣ 同构于Ｍ 的直和项，所

以ＡＩｍｆ同构于Ｍ 的直和项．故Ｉｍｆ同构于Ｍ
的直和项．

推论１　设 Ｍ 是Ｇ－Ｃ３模．若Ａ∩Ｂ＝０，其 中

Ａ，Ｂ≤Ｍ，ＢＡ｜Ｍ，则ＡＢ 同构于Ｍ 的直和项．
证明　设Ａ｜Ｍ，Ｂ≤Ｍ，Ａ∩Ｂ＝０，且σ∶Ｂ→

Ａ 是同构．因为Ａ｜Ｍ，所以存在Ｔ≤Ｍ，使得Ｍ＝Ａ
Ｔ．设π∶Ｍ→Ｔ 是标准投影，则π｜Ｂ∶Ｂ→Ｔ 是

单同态，从而Ｂπ（Ｂ）．因此ＡＢＡπ（Ｂ）．而

σ∶Ｂ→Ａ 是同构．这样π｜Ｂσ－１∶Ａ→Ｔ 是单同态．
又 因 为 Ｍ 是 Ｇ－Ｃ３ 模，所 以 由 定 理 １ 知

Ｉｍ（π｜Ｂσ－１）＝π｜Ｂ（Ｉｍ（σ－１））＝π（Ｂ）同构于Ｍ 的

直和项，从而Ａπ（Ｂ）同构于Ｍ 的直和项，即Ａ
Ｂ 同构于Ｍ 的直和项．

命题１　设Ｍ 是Ｒ－模．则Ｍ 是Ｇ－Ｃ３模当且仅

当对于Ｍ＝ＡＡ′＝ＢＢ′，Ａ′∩Ｂ＝０，且π∶Ｍ→
Ａ是标准投影，π－１（π（Ｂ））同构于Ｍ 的直和项．

证明　“”因为π∶Ｍ→Ａ 是标准投影，所以

π－１（π（Ｂ））＝Ｂ＋Ｋｅｒπ＝Ｂ＋Ａ′，又 因 为 Ｍ 是

Ｇ－Ｃ３模，且Ｂ∩Ａ′＝０，所以ＢＡ′同构于Ｍ 的直

和项，即π－１（π（Ｂ））同构于Ｍ 的直和项．
“”设 Ａ′｜Ｍ，Ｂ｜Ｍ，且 Ａ′∩Ｂ＝０．因 为

Ａ′｜Ｍ，所 以 存 在 Ａ≤Ｍ，使 得 Ｍ ＝ＡＡ′．设

π∶Ｍ→Ａ 是标准投影，则由假设知，π－１（π（Ｂ））同

构于Ｍ 的 直 和 项．而π－１（π（Ｂ））＝Ｂ＋Ｋｅｒπ＝
ＢＡ′．因此ＢＡ′同构于Ｍ 的直和项，即Ｍ 是Ｇ－
Ｃ３模．

命题２　设 Ｍ 是Ｇ－Ｃ３模．若 Ｍ＝ＡＡ′＝
ＢＢ′，Ａ∩Ｂ′＝０，且π∶Ｍ→Ｂ 是 标 准 投 影，则

Ｉｍ（π｜Ａ）同构于Ｍ 的直和项．
证明　因为Ｍ＝ＢＢ′，π∶Ｍ→Ｂ 是 标 准 投

影，所 以Ｉｍ（π｜Ａ）＝π（Ａ）＝（Ａ＋Ｂ′）∩Ｂ，从 而

π（Ａ）Ｂ′＝［（Ａ＋Ｂ′）∩Ｂ］Ｂ′＝Ａ＋Ｂ′．又因为

Ｍ 是Ｇ－Ｃ３模，且Ａ∩Ｂ′＝０，所 以π（Ａ）Ｂ′＝
ＡＢ′同构于Ｍ 的直和项．因此Ｉｍ（π｜Ａ）同构于Ｍ
的直和项．

定理２　设 Ｍ 是Ｇ－Ｃ３模．则 Ｍ 是Ｃ３模 当 且

仅当对于Ａ１｜Ｍ，Ａ２｜Ｍ，Ａ１∩Ａ２＝０，且有Ｒ－同构

σ∶Ａ１Ａ２→Ｐ，其中Ｐ｜Ｍ，σ可以扩张成某个φ∈
ＥｎｄＲ（Ｍ）．

证明　“”设Ａ１｜Ｍ，Ａ２｜Ｍ，Ａ１∩Ａ２＝０，且

有Ｒ－同构σ∶Ａ１Ａ２→Ｐ，其 中Ｐ｜Ｍ．因 为 Ｍ 是

Ｃ３模，所以（Ａ１Ａ２）｜Ｍ，从 而 存 在Ｂ≤Ｍ，使 得

Ｍ＝（Ａ１Ａ２）Ｂ．通 过φ（ａ＋ｂ）＝σ（ａ）定 义

φ∶Ｍ→Ｍ，其中ａ∈Ａ１Ａ２，ｂ∈Ｂ．因此对任意的

ａ∈Ａ１Ａ２，φ（ａ）＝σ（ａ），故φ｜Ａ１Ａ２＝σ．
“”设Ａ１｜Ｍ，Ａ２｜Ｍ，且Ａ１∩Ａ２＝０．因为Ｍ

是Ｇ－Ｃ３模，所以存在Ｐ｜Ｍ，使 得σ∶Ａ１Ａ２→Ｐ
是同构，且σ（Ａ１Ａ２）｜Ｍ．从而由假设知，σ可以扩

张成同态φ∶Ｍ→Ｍ．设π∶Ｍ→σ（Ａ１Ａ２）是标准

投影，则ω＝πφ∶Ｍ→σ（Ａ１Ａ２）是同态．因此对任

意的ｘ∈Ａ１Ａ２，ω（ｘ）＝πφ（ｘ）＝πσ（ｘ）＝σ（ｘ）．
又因为对任意的ｍ∈Ｍ，ω（ｍ）＝σ（ｎ）＝ω（ｎ），其中

ｎ∈Ａ１Ａ２，所以ｍ－ｎ∈Ｋｅｒω．而ｍ＝ｍ－ｎ＋ｎ，
故Ｍ＝Ｋｅｒω＋（Ａ１Ａ２）．设ｚ∈Ｋｅｒω∩（Ａ１
Ａ２），则ｚ∈Ａ１Ａ２，且ｚ∈Ｋｅｒω．因此ω（ｚ）＝０＝
σ（ｚ），从而ｚ＝０．这样Ｍ＝Ｋｅｒω（Ａ１Ａ２），进而

（Ａ１Ａ２）｜Ｍ，即Ｍ 是Ｃ３模．
命题３　若Ｒ－模Ｍ 满足Ｃ２ 条件，则Ｍ 是Ｇ－Ｃ３

模当且仅当Ｍ 是Ｃ３模．
证明　“”设Ａ１｜Ｍ，Ａ２｜Ｍ，且Ａ１∩Ａ２＝０．因

为Ｍ 是Ｇ－Ｃ３模，所以存在Ｋ｜Ｍ，使得（Ａ１Ａ２）
Ｋ．又因为Ｍ 满足Ｃ２ 条件，所以（Ａ１Ａ２）｜Ｍ，即Ｍ
是Ｃ３模．

“”显然．
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推论２　内射模Ｍ 是Ｇ－Ｃ３模当且 仅 当 Ｍ 是

Ｃ３模．
下面的例子说明两个Ｇ－Ｃ３模的直和不一定是

Ｇ－Ｃ３模．
例３　考虑Ｚ－模Ｍ＝Ｚ２Ｚ８．则Ｍ 的直和项有

０，Ｍ，〈（１，４）〉，〈（１，１）〉，〈（０，１）〉，〈（１，０）〉．因 为

〈（１，４）〉∩〈（１，０）〉＝〈（０，０）〉，〈（１，４）〉〈（１，０）〉＝
｛（０，０），（１，０），（１，４），（０，４）｝，所以〈（１，４）〉〈（１，

０）〉不同构于 Ｍ 的 直 和 项，从 而 由Ｇ－Ｃ３的 定 义 可

知，ＭＺ 不是Ｇ－Ｃ３模．而Ｚ２，Ｚ８ 是不可分解模，因此

Ｚ２，Ｚ８ 是Ｇ－Ｃ３模．
引理１［８］　设Ｒ－模Ｍ＝Ｍ１Ｍ２．若ｒ（Ｍ１）＋ｒ

（Ｍ２）＝Ｒ，则对于任意的Ｎ≤Ｍ，Ｎ＝Ｎ１Ｎ２，其

中Ｎ１≤Ｍ１，Ｎ２≤Ｍ２．
定理３　若Ｒ－模Ｍ，Ｎ 是Ｇ－Ｃ３模．且ｒ（Ｍ）＋ｒ

（Ｎ）＝Ｒ，则ＭＮ 是Ｇ－Ｃ３模．
证明　设Ａ｜（ＭＮ），Ｂ｜（ＭＮ），且Ａ∩

Ｂ＝０．由引理１知，Ａ＝Ｍ１Ｎ１，Ｂ＝Ｍ２Ｎ２，其

中Ｍ１≤Ｍ，Ｍ２≤Ｍ，Ｎ１≤Ｎ，Ｎ２≤Ｎ．因此Ｍ１｜Ｍ，

Ｍ２｜Ｍ，Ｎ１｜Ｎ，Ｎ２｜Ｎ．因为Ａ∩Ｂ＝０，所 以 Ｍ１∩
Ｍ２＝０，Ｎ１∩Ｎ２＝０．又因为Ｍ，Ｎ 是Ｇ－Ｃ３模，所以

Ｍ１Ｍ２ 同 构 于 Ｍ 的 直 和 项，Ｎ１Ｎ２ 同 构 于 Ｎ
的直和项，从 而（Ｍ１Ｍ２）（Ｎ１Ｎ２）同 构于Ｍ
Ｎ 的直和项．而（Ｍ１Ｍ２）（Ｎ１Ｎ２）＝（Ｍ１
Ｎ１）（Ｍ２Ｎ２）＝ＡＢ．因此ＡＢ 同构于Ｍ
Ｎ 的直和项，即ＭＮ 是Ｇ－Ｃ３模．

定理４　设Ｍ 是Ｇ－Ｃ３模．若Ｍ＝Ｍ１Ｍ２ 是

Ｍ 的一 个 分 解 且 有 Ｈｏｍ（Ｍ１，Ｍ２）＝０，则 Ｍ２ 是

Ｇ－Ｃ３模．
证明　设 Ａ｜Ｍ２，Ｂ｜Ｍ２，且 Ａ∩Ｂ＝０，则

Ａ｜Ｍ，Ｂ｜Ｍ．因 为 Ｍ 是Ｇ－Ｃ３模，所 以 存 在Ｎ｜Ｍ，
使得ＡＢＮ．而Ｎ｜Ｍ，因此存在Ｎ′≤Ｍ，使 得

Ｍ＝ＮＮ′．又 因 为 Ｈｏｍ（Ｍ１，Ｍ２）＝０，所 以 由 文

献［５］中引理１．９知，Ｍ１ 是Ｍ 的完全不变子模，从

而Ｍ１＝Ｍ∩Ｍ１＝（ＮＮ′）∩Ｍ１＝（Ｎ∩Ｍ１）
（Ｎ′∩Ｍ１）．因 为 Ｈｏｍ（Ｍ１，Ｎ）＝０（若 Ｈｏｍ（Ｍ１，

Ｎ）≠０，则有非零同态ｆ∶Ｍ１→ＮＡＢ→Ｍ２ 与

Ｈｏｍ（Ｍ１，Ｍ２）＝０矛盾），所以Ｎ∩Ｍ１＝０（若有非

零元ｘ∈Ｎ∩Ｍ１，则 Ｍ１→Ｎ∩Ｍ１→Ｎ 非 零 与

Ｈｏｍ（Ｍ１，Ｎ）＝０矛盾），从而Ｍ１≤Ｎ′．因此Ｎ′＝
Ｍ１（Ｎ′∩Ｍ２）．又 因 为 Ｍ＝ＮＮ′，所 以 Ｍ＝
ＮＭ１（Ｎ′∩Ｍ２）＝Ｍ１Ｍ２，从 而 Ｍ２Ｎ
（Ｎ′∩Ｍ２），进而Ｎ 同构于Ｍ２ 的直和项．因此Ａ
Ｂ 同构于Ｍ２ 的直和项，即Ｍ２ 是Ｇ－Ｃ３模．

推论３　设模Ｍ＝
ｉ∈Ｉ
Ｍｉ 是ｄｕｏ模．则Ｍ 是Ｇ－

Ｃ３模当且仅当Ｍｉ（ｉ∈Ｉ）是Ｇ－Ｃ３模．
证明　“”因为Ｍ 是ｄｕｏ模，所以由文献［５］

中定理２．７知，Ｈｏｍ（Ｍｉ，Ｍｊ）＝０，从而 Ｈｏｍ（
ｉ≠ｊ
Ｍｉ，

Ｍｊ）＝０．因此由定理４知，Ｍｊ（ｊ∈Ｉ）是Ｇ－Ｃ３模．
“”设Ｓ｜Ｍ，Ｔ｜Ｍ，且Ｓ∩Ｔ＝０．因 为 Ｍ 是

ｄｕｏ模，所以由文献［５］中定理２．１０知，Ｓ＝
ｉ∈Ｉ
（Ｓ∩

Ｍｉ），Ｔ＝
ｉ∈Ｉ
（Ｔ∩Ｍｉ），从而

　　ＳＴ＝［
ｉ∈Ｉ
（Ｓ∩Ｍｉ）］［

ｉ∈Ｉ
（Ｔ∩Ｍｉ）］＝


ｉ∈Ｉ
［（Ｓ∩Ｍｉ）（Ｔ∩Ｍｉ）］

而

　　Ｓ∩Ｔ＝［
ｉ∈Ｉ
（Ｓ∩Ｍｉ）］∩［

ｉ∈Ｉ
（Ｔ∩Ｍｉ）］＝


ｉ∈Ｉ
［（Ｓ∩Ｍｉ）∩（Ｔ∩Ｍｉ）］＝０

因此（Ｓ∩Ｍｉ）∩（Ｔ∩Ｍｉ）＝０．又因为Ｍｉ（ｉ∈Ｉ）是

Ｇ－Ｃ３模，且（Ｓ∩Ｍｉ）｜Ｍｉ，（Ｔ∩Ｍｉ）｜Ｍｉ，所以（Ｓ∩
Ｍｉ）（Ｔ∩Ｍｉ）同构于Ｍｉ 的直和项，从而ＳＴ同

构于Ｍ 的直和项，即Ｍ 是Ｇ－Ｃ３模．
命题４　设Ｍ 是Ｇ－Ｃ３模．若Ｍ 是ＳＩＰ 模，则

Ｍ 是ＧＳＳＰ 模．
证明　设Ｎ｜Ｍ，Ｔ｜Ｍ．因为Ｍ 是ＳＩＰ 模，所以

存在Ｌ≤Ｍ，使得Ｍ＝（Ｎ∩Ｔ）Ｌ，从而

Ｎ＝（Ｎ∩Ｔ）（Ｌ∩Ｎ）

Ｔ＝（Ｎ∩Ｔ）（Ｌ∩Ｔ）
因此

Ｎ＋Ｔ＝（Ｎ∩Ｔ）＋［（Ｌ∩Ｎ）（Ｌ∩Ｔ）］
设ｘ＝ｎ１＋ｎ２∈（Ｎ∩Ｔ）∩［（Ｌ∩Ｎ）（Ｌ∩Ｔ）］，

其中ｘ∈Ｎ∩Ｔ，ｎ１∈Ｌ∩Ｎ，ｎ２∈Ｌ∩Ｔ，则

　ｎ２＝ｘ－ｎ１∈［（Ｎ∩Ｔ）＋（Ｌ∩Ｎ）］∩（Ｌ∩Ｔ）≤
Ｎ∩（Ｌ∩Ｔ）＝０

从而ｎ２＝０，ｘ＝ｎ１，进而

ｘ＝ｎ１∈（Ｎ∩Ｔ）∩（Ｌ∩Ｎ）＝Ｎ∩Ｔ∩Ｌ＝０
因此（Ｎ∩Ｔ）∩［（Ｌ∩Ｎ）（Ｌ∩Ｔ）］＝０．这样

Ｎ＋Ｔ＝（Ｎ∩Ｔ）（Ｌ∩Ｎ）（Ｌ∩Ｔ）
因为Ｔ＝（Ｎ∩Ｔ）（Ｌ∩Ｔ），所以

Ｎ＋Ｔ＝Ｔ（Ｌ∩Ｎ）
又因为Ｍ 是ＳＩＰ 模，所以（Ｌ∩Ｎ）｜Ｍ．而Ｍ 是Ｇ－
Ｃ３模，因此Ｎ＋Ｔ＝Ｔ（Ｌ∩Ｎ）同构于Ｍ 的直和

项，即Ｍ 是ＧＳＳＰ 模．
推论４　设Ｍ 是ＳＩＰ 模．则Ｍ 是Ｇ－Ｃ３模当且

仅当Ｍ 是ＧＳＳＰ 模．
引理２［７］　设Ｒ 是环．则下列条件等价：

１）Ｒ 是右Ｖ－环．
２）每个有限余生成Ｒ－模是半单模．
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３）每个有限余表示Ｒ－模是内射模．
定理５　设Ｒ 是遗传环．则下列条件等价：

１）Ｒ 是右Ｖ－环．
２）每个有限余生成Ｒ－模是Ｇ－Ｃ３模．
３）每个有限余表示Ｒ－模是Ｇ－Ｃ３模．
证明　１）２）由文献［７］中２３．１可得．
２）３）由定义可得．
３）１）设Ｍ 是有限余表示Ｒ－模．则由文献［７］

中３０．１可知，Ｅ（Ｍ）和Ｅ（Ｍ）／Ｍ 是有限余生成的．
因 为 有 限 余 生 成 内 射 模 是 有 限 余 表 示 的，所 以

Ｅ（Ｍ）是有限余表示的，从而由 文 献［７］中３０．２（３）
可知，ＭＥ（Ｍ）是有限余表示的．因此ＭＥ（Ｍ）
是Ｇ－Ｃ３模．设ｉ∶Ｍ→Ｅ（Ｍ）是单同态，则由定理１
知，ＩｍｉＭ 同 构 于Ｍ Ｅ（Ｍ）的 直 和 项，所 以

ＩｍｉＭ 同构于Ｅ（Ｍ）Ｅ（Ｍ）／Ｍ 的直和项．又因

为Ｒ 是遗传环，所以内射模的商模是内射模，从 而

Ｅ（Ｍ）／Ｍ 是内射模，进而Ｅ（Ｍ）Ｅ（Ｍ）／Ｍ 是内

射模，而内射模的直和项仍为内射模．因此Ｍ 同 构

于内射模．这样由引理２可知，Ｒ 是右Ｖ－环．
命题５　设Ｒ 是遗传环．如果Ｇ－Ｃ３模的直和仍

是Ｇ－Ｃ３模，那么Ｒ 是右Ｖ－环．
证明　设Ｍ 是有限余生成Ｒ－模．由文献［７］中

２１．３可 知，Ｍ 是 不 可 分 解 模 的 直 和．因 为 不 可 分 解

模是Ｇ－Ｃ３模，所以Ｍ 是Ｇ－Ｃ３模的直和，进而由假

设知，Ｍ 是Ｇ－Ｃ３模．因此由定理５知，Ｒ 是右Ｖ－环．
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