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摘要：引入了广义ｋ阶Ｊａｃｏｂｓｔｈａｌ序列的概念，得到了ｋ－Ｊａｃｏｂｓｔｈａｌ序 列 的 发 生 函 数 以 及 相 关 的 组 合 恒 等 式．通 过

研究两种格路的计数，给出了ｋ－Ｊａｃｏｂｓｔｈａｌ数的两种组合解释．
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　　Ｆｉｂｏｎａｃｃｉ序 列（Ｆｎ）ｎ≥０是 重 要 和 经 典 的 序 列．

Ｆｉｂｏｎａｃｃｉ序 列 的 发 生 函 数 为
ｔ

１－ｔ－ｔ　２
．Ｋｏｍａｔｓｕ

等［１－２］给出了广义ｋ阶Ｆｉｂｏｎａｃｃｉ序列的定义和发生

函数为
１

１－ｔ－ｔ　２－…－ｔ　ｋ
．Ｊａｃｏｂｓｔｈａｌ序 列 的 初 值 为

Ｊ０＝０，Ｊ１＝１．并且 满 足 的 递 推 关 系 为Ｊｎ＝Ｊｎ－１＋
２Ｊｎ－２．从 而 Ｊａｃｏｂｓｔｈａｌ 序 列 的 发 生 函 数 为

ｔ
１－ｔ－２ｔ　２

．以下给出ｋ－Ｊａｃｏｂｓｔｈａｌ序列的定义．

定义１　设 正 整 数ｋ≥２，令 初 值 为Ｊ（ｋ）
０ ＝１，

Ｊ（ｋ）
－１＝Ｊ（ｋ）

－２＝…＝Ｊ（ｋ）
－（ｋ－１）＝０．当ｎ≥１时，满足递推

关系：

Ｊ（ｋ）
ｎ ＝Ｊ（ｋ）

ｎ－１＋２Ｊ（ｋ）
ｎ－２＋…＋Ｊ（ｋ）

ｎ－ｋ （１）

则称（Ｊ（ｋ）
ｎ ）ｎ≥０为ｋ－Ｊａｃｏｂｓｔｈａｌ序列．记Ｊ（ｋ）

ｎ 为ｋ－Ｊａ－
ｃｏｂｓｔｈａｌ序列的第ｎ项．

定理１　设Ｊ（ｋ）（ｔ）为ｋ－Ｊａｃｏｂｓｔｈａｌ序列的发生
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函数，则

Ｊ（ｋ）（ｔ）＝
１

１－ｔ－２ｔ　２－ｔ　３－…－ｔ　ｋ
（２）

　　证明　由递推关系（１）有

∑
ｎ≥ｋ
Ｊ（ｋ）
ｎｔ　ｎ ＝∑

ｎ≥ｋ
Ｊ（ｋ）
ｎ－１ｔ　ｎ ＋２∑

ｎ≥ｋ
Ｊ（ｋ）
ｎ－２ｔ　ｎ ＋…＋

∑
ｎ≥ｋ
Ｊ（ｋ）
ｎ－ｋｔ　ｎ

故可得

Ｊ（ｋ）（ｔ）－∑
ｋ－１

ｎ＝０
Ｊ（ｋ）
ｎｔ　ｎ ＝ｔ　Ｊ（ｋ）（ｔ）－∑

ｋ－２

ｎ＝０
Ｊ（ｋ）
ｎｔｎ（ ）＋

　　２ｔ　２　Ｊ（ｋ）（ｔ）－∑
ｋ－３

ｎ＝０
Ｊ（ｋ）
ｎｔｎ（ ）＋…＋ｔ　ｋＪ（ｋ）（ｔ）

从而

１－ｔ－２ｔ　２－…ｔｋ（ ）Ｊ（ｋ）（ｔ）＝
　　Ｊ（ｋ）

０ ＋ｔ　Ｊ（ｋ）
１ －Ｊ（ｋ）

０（ ）＋

　　ｔ　２　Ｊ（ｋ）
２ －Ｊ（ｋ）

１ －２Ｊ（ｋ）
０（ ）＋…＝１

移项即证．

当ｋ＝２时，（Ｊ（２）
ｎ ）ｎ≥０发 生 函 数 为

１
１－ｔ－２ｔ　２

．

２－Ｊａｃｏｂｓｔｈａｌ序 列 为 经 典 的 Ｊａｃｏｂｓｔｈａｌ［３］序 列．当

ｋ＝３时，（Ｊ（３）
ｎ ）ｎ≥０ 的 发 生 函 数 为

１
１－ｔ－２ｔ　２－ｔ　３

．
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２－Ｊａｃｏｂｓｔｈａｌ序列和３－Ｊａｃｏｂｓｔｈａｌ序列ＯＥＩＳ中的序

列号分别是Ａ００１０４５和Ａ００２４７８．
本文研究了两类格路的计数问题，得到了两个

Ｒｉｏｒｄａｎ矩阵，它们 的 行 和 或 上 对 角 线 的 和 等 于ｋ－
Ｊａｃｏｂｓｔｈａｌ数．从而给出了ｋ－Ｊａｃｏｂｓｔｈａｌ数的组合解

释．以下给出本文用到的有关Ｒｉｏｒｄａｎ矩阵的概念．
定义２［４－７］　设Ｄ＝（ｄｎ，ｋ）ｎ，ｋ≥０是无限下三角矩

阵．若Ｄ的第ｋ列发生函数为ｇ（ｔ）ｆ（ｔ）ｋ．则称Ｄ为

Ｒｉｏｒｄａｎ矩阵，其中ｇ（ｔ）＝∑
∞

ｎ＝０
ｇｎｔ　ｎ，ｆ（ｔ）＝∑

∞

ｎ＝０
ｆｎｔ　ｎ

是形式幂级数，并且ｇ（０）＝１，ｆ（０）＝０，ｆ′（０）≠０．
Ｒｉｏｒｄａｎ矩阵Ｄ的一般项为ｄｎ，ｋ＝［ｔ　ｎ］ｇ（ｔ）ｆ（ｔ）ｋ，
这里［ｔ　ｎ］ｇ（ｔ）ｆ（ｔ）ｋ 为ｇ（ｔ）ｆ（ｔ）ｋ 中ｔ　ｎ 的系数．则

记Ｄ＝（ｇ（ｔ），ｆ（ｔ））．
所有的Ｒｉｏｒｄａｎ矩阵的集合在其乘法法则下构

成一个群．Ｒｉｏｒｄａｎ群的乘法法则如下：
（ｇ（ｔ），ｆ（ｔ））（ｈ（ｔ），ｌ（ｔ））＝
　　（ｇ（ｔ）ｈ（ｆ（ｔ）），ｌ（ｆ（ｔ）））

　　引理１［８－１０］　设Ｄ＝（ｇ（ｔ），ｆ（ｔ））是Ｒｉｏｒｄａｎ矩

阵，并且Ｖ 是列向量，ｖ（ｔ）是Ｖ 的发生函数．则它们

的乘积的发生函数为ｇ（ｔ）ｖ（ｆ（ｔ））．

当ｖ（ｔ）＝
１
１－ｔ

时，得到Ｄ＝（ｇ（ｔ），ｆ（ｔ））的行

和的发生函数为
ｇ（ｔ）
１－ｆ（ｔ）

．

引理２［１１］　一个无限下三角矩阵Ｄ＝（ｄｎ，ｋ）ｎ，ｋ≥０
是一个Ｒｉｏｒｄａｎ矩阵（ｇ（ｔ），ｆ（ｔ））当且仅当存在另

一个矩阵Ａ＝（αｉ，ｊ）ｉ，ｊ≥０其 中（ａ０，０≠０）和ｓ个 序 列

｛ρ
［ｉ］
ｊ ｝ｊ≥０ｉ＝１，２，…，ｓ，使得

ｄｎ＋１，ｋ＋１＝∑
ｉ≥０
∑
ｊ≥０
ａｉ，ｊｄｎ－ｉ，ｋ＋ｊ＋∑

ｓ

ｉ＝１
∑
ｊ≥０
ρ
［ｉ］
ｊ ｄｎ＋ｉ，ｋ＋ｉ＋ｊ＋１

那么 矩 阵Ａ＝（αｉ，ｊ）ｉ，ｊ≥０ 叫 做 Ｒｉｏｒｄａｎ矩 阵 Ｄ＝
（ｄｎ，ｋ）ｎ，ｋ≥０的Ａ－矩阵．若Φ［ｉ］（ｔ）表 示Ａ－矩 阵 的 第ｉ
行的发生函数．Ψ［ｉ］（ｔ）表 示 序 列｛ρ

［ｉ］
ｊ ｝ｊ≥０的 发 生 函

数，则ｆ（ｔ）可以表示为

ｆ（ｔ）＝∑
ｉ≥０
ｔ　ｉ＋１Φ［ｉ］（ｆ（ｔ））＋

∑
ｓ

ｉ＝１
ｔ　１－ｉ　ｆ（ｔ）ｉ＋１Ψ［ｉ］（ｆ（ｔ））

　　若Ｒｉｏｒｄａｎ矩 阵（ｄｎ，ｋ）ｎ，ｋ≥０＝（ｇ（ｔ），ｆ（ｔ））的

第０列定义如下，

ｄｎ＋１，０＝∑
ｉ≥０
∑
ｊ≥０
ｂｉ，ｊｄｎ－ｉ，ｊ＋∑

ｓ

ｉ＝１
∑
ｊ≥０
σ［ｉ］ｊ ｄｎ＋ｉ，ｉ＋ｊ

　　　　　　ｎ≥０
则

ｇ（ｔ）＝

ｄ０，０

１－∑
ｉ≥０
ｔ　ｉ＋１　Ｒ［ｉ］（ｆ（ｔ））－∑

ｓ

ｉ＝１
ｔ　１－ｉ　ｆ（ｔ）ｉ　Ｓ［ｉ］（ｆ（ｔ））

式中

Ｒ［ｉ］（ｔ）＝∑
ｊ≥０
ｂｉ，ｊｔ　ｊ　　ｉ＝０，１，２，…

Ｓ［ｉ］（ｔ）＝∑
ｊ≥０
σ［ｉ］ｊｔ　ｊ　　ｉ＝０，１，２，…

　　定义３［１２］　设Ｄ 是Ｒｉｏｒｄａｎ矩阵，若满足：

ｂｋ＝∑
ｋ

ｊ＝０
ｄｋ－ｊ，ｊ

则称ｂｋ 是矩阵Ｍ 的上对角和．
引理３［１２］　设Ｄ＝（ｇ（ｔ），ｆ（ｔ））是Ｒｉｏｒｄａｎ矩

阵．且（ｂｋ）ｋ≥０是Ｄ 的上对角和序列．则（ｂｋ）ｋ≥０的 发

生函数为
ｇ（ｔ）
１－ｔｆ（ｔ）

．

１　ｋ－Ｊａｃｏｂｓｔｈａｌ数第一个组合解释

定义４　从（０，０）到（ｎ，ｍ）允许的步伐集 合 为

Ｓｋ∶＝｛Ｈ＝（１，０），Ｖ
－

＝（０，２），Ｄ１＝（１，１），Ｄ２＝（１，

２），…，Ｄｋ－１＝（１，ｋ－１）｝的 格 路 的 集 合 则 记 为

Ｇｋ（ｎ，ｍ）．并且集合Ｇｋ（ｎ，ｍ）的基数则记为ｇｋ（ｎ，

ｍ），即ｇｋ（ｎ，ｍ）＝ Ｇｋ（ｎ，ｍ）．
例１　当ｋ＝２，ｎ＝２，ｍ＝３时，从（０，０）到（２，

３）允许的步伐集合为Ｓ２∶＝｛Ｈ＝（１，０），Ｖ＝（０，２），

Ｄ１＝（１，１）｝的格路的 集 合Ｇ２（２，３）．图１给 出 了 集

合Ｇ２（２，３）中的６个格路．

图１　Ｇ２（２，３）中的６个格路

Ｆｉｇ．１　６ｌａｔｔｉｃｅ　ｐａｔｈｓ　ｉｎ　Ｇ２（２，３）

由于Ｇｋ（ｎ，ｍ）任何格路的最后一步来自于Ｓｋ
中之一，故有递推关系式如下形式：

ｇｋ（ｎ，ｍ）＝ｇｋ（ｎ－１，ｍ）＋ｇｋ（ｎ，ｍ－２）＋

ｇｋ（ｎ－１，ｍ－１）＋…＋

ｇｋ（ｎ－１，ｍ－（ｋ－１）） （３）

式中：ｎ≥１，ｍ≥ｋ－１．且 初 值 为ｇｋ（ｎ，０）＝１，

ｇｋ（０，ｍ）＝
０　　ｍ 为奇数

１　　ｍ 为偶数｛ ．

例２　当ｋ＝２时，图２中 点（ｎ，ｍ）上 的 数 字

代表ｇ２（ｎ，ｍ）从（０，０）到（ｎ，ｍ）允 许 的 步 集Ｓ２∶＝
｛Ｈ＝（１，０），Ｖ＝（０，２），Ｄ１＝（１，１）｝的格路的数目．
其中ｎ，ｍ≥０．ｇ２ｎ，ｍ（ ）中的递推关系可由图２中的
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图２　点（ｎ，ｍ）上的数字代表ｇ２（ｎ，ｍ）

Ｆｉｇ．２　Ｔｈｅ　ｎｕｍｂｅｒ　ｏｎ　ｔｈｅ（ｎ，ｍ）ｒｅｐｒｅｓｅｎｔｓ　ｇ２（ｎ，ｍ）

箭头表示．
设Ｇ（ｋ）

ｎ （ｔ）为序列（ｇｋ（ｎ，ｍ））ｍ≥０的发生函数．

Ｇ（ｋ）
ｎ （ｔ）＝∑

ｉ≥０
ｇｋ（ｎ，ｉ）ｔ　ｉ

　　定理２　Ｇ（ｋ）
ｎ （ｔ）的显式表达式为

Ｇ（ｋ）
ｎ （ｔ）＝

（１＋ｔ＋ｔ　２＋ｔ　３＋…＋ｔ　ｋ－１）ｎ
（１－ｔ　２）ｎ＋１

　 （４）

　　证明　通过递推关系（３）有

Ｇ（ｋ）
ｎ （ｔ）＝Ｇ（ｋ）

ｎ－１（ｔ）＋ｔ　２　Ｇ（ｋ）
ｎ （ｔ）＋

ｔＧ（ｋ）
ｎ－１（ｔ）＋…＋ｔ　ｋ－１　Ｇ（ｋ）

ｎ－１（ｔ）
从而

Ｇ（ｋ）
ｎ （ｔ）＝

１＋ｔ＋ｔ　２＋…＋ｔ　ｋ－１

１－ｔ　２
Ｇ（ｋ）
ｎ－１（ｔ）

因为

Ｇ（ｋ）
０ （ｔ）＝∑

ｉ≥０
ｇｋ（０，ｉ）ｔ　ｉ＝

１
１－ｔ　２

．

递归有

Ｇ（ｋ）
ｎ （ｔ）＝

１＋ｔ＋ｔ　２＋…＋ｔ　ｋ－１

１－ｔ２（ ）ｎＧ（ｋ）
０ （ｔ）

代入即证．
定理３　ｇｋ（ｎ，ｍ）表示成以下形式：

ｇｋ（ｎ，ｍ）＝

∑
ｍ

ｐ＝０
∑
ｐ

ｕ＝０

（－１）
ｕ
ｋ
ｎ
ｕ／ｋ［ ］ｎ－１＋ｐ－ｕｎ－１［ ］ｎ＋

ｍ－ｐ
２

ｎ

熿

燀

燄

燅

当
ｍ－ｐ
２

不是整 数 时，ｎ＋
ｍ－ｐ
２
ｎ

熿

燀

燄

燅
＝０，当

ｕ
ｋ

不 是 整

数时，
ｎ
ｕ／ｋ［ ］＝０．

　　证明　取ｔ　ｍ 前的系数可得

ｇｋ（ｎ，ｍ）＝［ｔ　ｍ］Ｇ（ｋ）
ｎ （ｔ）＝

　　　［ｔ　ｍ］
（１＋ｔ＋ｔ　２＋…＋ｔ　ｋ－１）ｎ

（１－ｔ　２）ｎ＋１
＝

　　　［ｔ　ｍ］（１－ｔ　ｋ）ｎ （１－ｔ）－ｎ （１－ｔ　２）－ｎ－１

由卷积公式得

［ｔ　ｐ］（１－ｔ　ｋ）ｎ （１－ｔ）－ｎ ＝

　　　∑
ｐ

ｕ＝０

［ｔ　ｕ］∑
ｎ

ｉ＝０

ｎ
ｉ［］（－ｔ　ｋ）ｉ（ ）×

　　　 ［ｔ　ｐ－ｕ］∑
ｊ≥０

ｎ－１＋ｊ
ｎ－１［ ］ｔｊ（ ）＝

　　　∑
ｐ

ｕ＝０

（－１）
ｕ
ｋ
ｎ
ｕ／ｋ［ ］ｎ－１＋ｐ－ｕｎ－１［ ］

故有

［ｔ　ｍ］（１－ｔ　ｋ）ｎ （１－ｔ）－ｎ （１－ｔ　２）－ｎ－１＝

　　∑
ｍ

ｐ＝０

［ｔ　ｐ］（１－ｔ　ｋ）ｎ （１－ｔ）－ｎ（ ×

　　 ［ｔ　ｍ－ｐ］∑
ｑ≥０

ｎ＋ｑ
ｑ［ ］ｔ２ｑ（ ）＝

　　∑
ｍ

ｐ＝０
∑
ｐ

ｕ＝０

（－１）
ｕ
ｋ
ｎ
ｕ／ｋ［ ］×

　　
ｎ－１＋ｐ－ｕ

ｎ－１［ ］ｎ＋
ｍ－ｐ
２

ｎ

熿

燀

燄

燅
　　定义５　利用ｇｋ（ｎ，ｍ）意义下的三角形得

Ｒｋ∶＝（ｒｋ（ｎ，ｍ））ｎ，ｍ≥０如下：

ｒｋ（ｎ，ｍ）＝
ｇｋ（ｍ，ｎ－ｍ） ｎ≥ｍ
０ ｎ＜ｍ［ ］

　　例３　当ｋ＝２时，Ｒ２∶＝（ｒ２（ｎ，ｍ））ｎ，ｍ≥０的 部

分元素如下：

Ｒ２＝

１　 ０　 ０　 ０　 ０ …
０　 １　 ０　 ０　 ０ …
１　 １　 １　 ０　 ０ …
０　 ２　 ２　 １　 ０ …
     

烄

烆

烌

烎
　　定理４　Ｒｋ 可以表示成以下的Ｒｉｏｒｄａｎ矩阵的

形式：

Ｒｋ ＝
１

１－ｔ　２
，ｔ１＋ｔ＋ｔ　

２＋…＋ｔ　ｋ－１

１－ｔ２（ ） （５）

　　证明　对Ｒｋ 的（ｎ，ｍ）项取ｔ　ｎ 前的系数

［ｔ　ｎ］
１

１－ｔ　２
ｔ１＋ｔ＋ｔ　

２＋ｔ　３＋…＋ｔ　ｋ－１

１－ｔ　２（ ）ｍ ＝
［ｔ　ｎ－ｍ］Ｇ（ｋ）

ｍ （ｔ）＝ｇｋ（ｍ，ｎ－ｍ）＝ｒｋ（ｎ，ｍ）

　　定理５　设Ｆｋ（ｔ）为Ｒｉｏｒｄａｎ矩阵Ｒｋ 的行和的

发生函数，则

Ｆｋ（ｔ）＝
１

１－ｔ－２ｔ　２－ｔ　３－…－ｔ　ｋ
（６）

　　证明　由引理１Ｒｉｏｒｄａｎ矩阵与列向量的乘积

的发生函数有

Ｆｋｔ（）＝
１

１－ｔ　２
１

１－ｔ
１＋ｔ＋ｔ　２＋ｔ　３＋…＋ｔ　ｋ－１

１－ｔ　２
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化简即证．
对比定理１和定理５可得如下的结果．
定理６　ｋ－Ｊａｃｏｂｓｔｈａｌ数Ｊ（ｋ）

ｎ 等 于 Ｒｉｏｒｄａｎ矩

阵Ｒｋ 的行和．
例４　当ｋ＝２时，Ｒｉｏｒｄａｎ矩阵Ｒ２ 的行和

１，１，３，５，１１，２１…
故Ｒｉｏｒｄａｎ矩阵Ｒ２ 的行和为２－Ｊａｃｏｂｓｔｈａｌ数，即经

典的Ｊａｃｏｂｓｔｈａｌ数．
定理７　ｋ－Ｊａｃｏｂｓｔｈａｌ数可以表示为以下形式：

Ｊ（ｋ）
ｎ ＝∑

ｎ

ｉ＝０
∑
ｎ－ｉ

ｐ＝０
∑
ｐ

ｕ＝０

（－１）
ｕ
ｋ
ｉ
ｕ／ｋ［ ］ｉ－１＋ｐ－ｕｉ－１［ ］×

ｉ＋
ｎ－ｉ－ｐ

２
ｉ

熿

燀

燄

燅

（７）

当
ｎ－ｉ－ｐ
２

不是整数时，ｉ＋
ｎ－ｉ－ｐ
２
ｉ

熿

燀

燄

燅
＝０，当

ｕ
ｋ

不

是整数时，
ｉ
ｕ／ｋ［ ］＝０．

证明　因定理３　ｇｋ（ｉ，ｎ－ｉ）的表达式，故

Ｊ（ｋ）
ｎ ＝∑

ｎ

ｉ＝０
ｒｋ（ｎ，ｉ）＝∑

ｎ

ｉ＝０
ｇｋ（ｉ，ｎ－ｉ）

把ｇｋ（ｉ，ｎ－ｉ）代入即证．
利用 Ｒｉｏｒｄａｎ矩 阵 的 行 和 与 格 路 的 计 数 给 出

ｋ－Ｊａｃｏｂｓｔｈａｌ数的第一个组合解释．
定理８　ｋ－Ｊａｃｏｂｓｔｈａｌ数Ｊ（ｋ）

ｎ 是 从（０，０）到

（ｎ－ｉ，ｉ）对ｉ＝０，１，２，３，…，ｎ 允 许 的 步 伐 集 合 为

Ｓｋ∶＝｛Ｈ＝（１，０），Ｖ＝（０，２），Ｄ１＝（１，１），Ｄ２＝（１，

２），…，Ｄｋ－１＝（１，ｋ－１）｝的格路的数目．

２　ｋ－Ｊａｃｏｂｓｔｈａｌ数第二个组合解释

定义６　从（０，０）到（ｎ，２ｍ－ｎ）允 许 的 步 集

Ｓｋ＝｛Ｃ１＝（１，１），Ｃ２＝（２，０），Ｃ３＝（３，－１），…，

Ｃｋ－１＝（ｋ－１，－ｋ＋３），Ｕ１＝（１，－１），Ｕ２＝（２，

－２）｝的格路的集合记为Ａ（ｋ）ｎ，ｍ．并且集合Ａ（ｋ）ｎ，ｍ的基数

记为ａ（ｋ）
ｎ，ｍ，即ａ（ｋ）

ｎ，ｍ＝ Ａ（ｋ）ｎ，ｍ ．
例５　当ｋ＝２，ｎ＝３，ｍ＝２时，从（０，０）到（３，

１）允许的步伐集合｛Ｃ１＝（１，１），Ｕ１＝（１，－１），Ｕ２＝
（２，－２）｝的格路的集合Ａ（２）３，２．图３给出了集合Ａ（２）３，２中

的３个格路．
设Ａ（ｋ）＝（ａ（ｋ）

ｎ，ｍ）ｎ，ｍ≥０＝（ｇ（ｔ），ｆ（ｔ））．
定理９　Ａ（ｋ）的Ｒｉｏｒｄａｎ矩阵的形式为

Ａ（ｋ）＝
１

１－ｔ－ｔ　２
，ｔ１＋ｔ＋ｔ　

２＋…＋ｔ　ｋ－２

１－ｔ－ｔ２（ ）
　　证明　因 为Ａ（ｋ）ｎ，ｍ 的 任 何 格 路 的 最 后 一 步 来 自

图３　Ａ（２）３，２中的３个格路

Ｆｉｇ．３　３ｌａｔｔｉｃｅ　ｐａｔｈｓ　ｉｎ　Ａ（２）３，２

于Ｓｋ 中之一，所以可得ａ（ｋ）
ｎ，ｍ的递推关系式：

ａ（ｋ）
ｎ＋１，ｍ＋１＝ａ（ｋ）

ｎ，ｍ ＋ａ（ｋ）
ｎ－１，ｍ ＋…＋ａ（ｋ）

ｎ－ｋ＋２，ｍ ＋

　　　　ａ（ｋ）
ｎ，ｍ＋１＋ａ（ｋ）

ｎ－１，ｍ＋１

ａ（ｋ）
ｎ＋１，０＝ａ（ｋ）

ｎ，０＋ａ（ｋ）
ｎ－１，０

烅

烄

烆
由引理２可以得到 矩 阵Ａ（ｋ）对 应 的ρ

［ｉ］
ｊ ＝０，对ｉ＝

１，２，３，．．，ｓ，Φ［０］（ｔ）＝Φ［１］（ｔ）＝１＋ｔ，并且又因Φ［２］

（ｔ）＝Φ［３］（ｔ）＝…＝Φ［ｋ－２］（ｔ）＝１，Ψ［ｉ］（ｔ）＝０，对ｉ
＝１，２，３，．．，ｓ，故有

ｆ（ｔ）＝ｔ（１＋ｆ（ｔ））＋ｔ　２（１＋ｆ（ｔ））＋
　　　ｔ　３＋…＋ｔ　ｋ－１

从而

ｆ（ｔ）＝ｔ
１＋ｔ＋ｔ　２＋…＋ｔ　ｋ－２

１－ｔ－ｔ　２

同理得σ［ｉ］ｊ ＝０，Ｒ［０］（ｔ）＝Ｒ［１］（ｔ）＝１．故

ｇ（ｔ）＝
１

１－ｔ－ｔ　２

即证．
例６　当ｋ＝２时，从（０，０）到 ｎ，２ｍ－ｎ（ ）允

许的步伐集合为Ｓ２∶＝｛Ｃ１＝（１，１），Ｕ１＝（１，－１），

Ｕ２＝（２，－２）｝的 格 路 的 集 合 为 Ａ（２）３，２并 且ａ（２）
ｎ，ｍ ＝

Ａ（２）３，２ ．则Ｒｉｏｒｄａｎ矩阵Ａ（２）＝（ａ（２）
ｎ，ｍ）ｎ，ｍ≥０的部分元

素如下：

Ａ（２）＝

１　 ０　 ０　 ０　 ０ …

１　 １　 ０　 ０　 ０ …

２　 ２　 １　 ０　 ０ …

３　 ５　 ３　 １　 ０ …
     

烄

烆

烌

烎
故有

Ａ（２）＝
１

１－ｔ－ｔ　２
，ｔ １
１－ｔ－ｔ２（ ）

当ｋ＝３时，

Ａ（３）＝（ａ（３）
ｎ，ｍ）ｎ，ｍ≥０＝

１
１－ｔ－ｔ　２

，ｔ １＋ｔ
１－ｔ－ｔ２（ ）

　　定理１０　ａ（ｋ）
ｎ，ｍ可以表示为以下形式：

ａ（ｋ）
ｎ，ｍ ＝

∑
ｎ－ｍ

ｐ＝０
∑
ｐ

ｕ＝０

（－１）
ｕ
ｋ－１

ｍ

ｕ／（ｋ－１）
熿

燀

燄

燅

ｍ－１＋ｐ－ｕ

ｍ－１

熿

燀

燄

燅

烄

烆

烌

烎
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×

∑
ｊ≥０

ｍ＋ｊ
ｊ［ ］ ｊ

ｎ－ｍ－ｐ－ｊ［ ］（ ）
当
ｕ
ｋ－１

不是整数时，
ｍ

ｕ／（ｋ－１）［ ］＝０．
证明　取ｔ　ｎ 前的系数有

ａ（ｋ）
ｎ，ｍ ＝［ｔ　ｎ］

１
１－ｔ－ｔ　２

ｔ１＋ｔ＋ｔ　
２＋…＋ｔ　ｋ－２

１－ｔ－ｔ２（ ）ｍ ＝
［ｔ　ｎ－ｍ］（１－ｔ　ｋ－１）ｍ （１－ｔ）－ｍ （１－ｔ－ｔ　２）－ｍ－１

由卷积公式有

［ｔ　ｐ］
１－ｔ　ｋ－１

１－ｔ（ ）ｍ ＝∑
ｐ

ｕ＝０

（－１）
ｕ
ｋ－１

ｍ
ｕ／（ｋ－１）［ ］×

　　　　
ｍ－１＋ｐ－ｕ

ｍ－１［ ］
且

［ｔ　ｎ－ｍ－ｐ］（１－ｔ－ｔ　２）－ｍ－１＝

［ｔ　ｎ－ｍ－ｐ］∑
ｊ≥０

ｍ＋ｊ
ｊ［ ］ｔ　ｊ （１＋ｔ）ｊ＝

∑
ｊ≥０

ｍ＋ｊ
ｊ［ ］ ｊ

ｎ－ｍ－ｐ－ｊ［ ］
代入卷积公式得证．

定理１１　设Ｌ（ｋ）（ｔ）是Ｒｉｏｒｄａｎ矩阵Ａ（ｋ）上对

角和的发生函数，则

Ｌ（ｋ）（ｔ）＝
１

１－ｔ－２ｔ　２－ｔ　３－…－ｔ　ｋ

　　证明　由引理３有

Ｌ（ｋ）（ｔ）＝
１

１－ｔ－ｔ　２
１

１－ｔ　２
１＋ｔ＋ｔ　２＋…＋ｔ　ｋ－２

１－ｔ－ｔ　２

化简即得公式．
对比定理１和定理１１有如下结果．
定理１２　ｋ－Ｊａｃｏｂｓｔｈａｌ数Ｊ（ｋ）

ｎ 等于Ｒｉｏｒｄａｎ矩

阵Ａ（ｋ）上对角和．
例７　当ｋ＝２时，Ｒｉｏｒｄａｎ矩阵Ａ（２）的上对角

和为１，１，３，５，１１，２１，…．故Ａ（２）上对角和等于经典

的Ｊａｃｏｂｓｔｈａｌ数．
定理１２给 出 了ｋ－Ｊａｃｏｂｓｔｈａｌ数 与 Ｒｉｏｒｄａｎ矩

阵Ａ（ｋ）上对角和的关系．

Ｊ（ｋ）
ｎ ＝∑

ｎ
２

ｊ＝０
ａ（ｋ）
ｎ－ｊ，ｊ

　　故运用Ｒｉｏｒｄａｎ矩阵的上对角和与格路的计数

给出ｋ－Ｊａｃｏｂｓｔｈａｌ数的第二个组合解释．
定 理１３　ｋ－Ｊａｃｏｂｓｔｈａｌ数Ｊ（ｋ）

ｎ 是 从（０，０）到

（ｎ－ｊ，３ｊ－ｎ）对于ｊ＝０，１，２，３，…，
ｎ
２
，允许的步

伐集合为Ｓｋ＝｛Ｃ１＝（１，１），Ｃ２＝（２，０），…，Ｃｋ－１＝

（ｋ－１，－ｋ＋３），Ｕ１＝（１，－１），Ｕ２＝（２，－２）｝的 格

路的数目．
例８　 当ｋ＝３，ｎ＝３时，ｊ＝０是 从（０，０）到

３，－３（ ）允许的步伐集合为Ｓ３∶＝｛Ｃ１＝（１，１），Ｃ２＝
（２，０），Ｕ１＝（１，－１），Ｕ２＝（２，－２）｝的 格 路 的 数 目

与ｊ＝１是 从（０，０）到 ２，０（ ）允 许 的 步 集 为Ｓ３∶＝
｛Ｃ１＝（１，１），Ｃ２＝（２，０），Ｕ１＝（１，－１），Ｕ２＝（２，

－２）｝的格路的数目之和．满足条件的格路如图４所

示．故可得３－Ｊａｃｏｂｓｔｈａｌ数Ｊ（３）
３ ＝６．

图４　Ａ（２）３－ｊ，ｊ对ｊ＝０，１中的６个格路

Ｆｉｇ．４　６ｌａｔｔｉｃｅ　ｐａｔｈｓ　ｉｎ　Ａ（２）３－ｊ，ｊｆｏｒ　ｊ＝０，１
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