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花椒采摘机器人机械臂的运动学分析及
工作空间求解

杨　萍，李凯欣
（兰州理工大学机电工程学院，甘肃 兰州　７３００５０）

摘要　针对国内花椒采摘困难的问题，设计了一款花椒采摘机器人，为分析其运动情况，基于Ｄ－Ｈ
法，确定采摘机器人手臂的参数、坐标系及手臂的正和逆运动学方程。利用 Ｍａｔｌａｂ中的Ｒｏｂｏｔｉｃｓ

Ｔｏｏｌｂｏｘ进行仿真，结果表明，该机械臂设计合理、精确，为后续的机器人手臂控制提供了理论基础。
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　　随着农业结构的不断优化，传统农业种植与生
产行业得到显著发展，农业种植规模逐渐扩大，采摘
需求不断提升［１］。在这种背景下，利用现代化智能
技术和机械设备实现农业采摘，是降低农业生产成
本，促进行业长效发展的重要条件［２］，因而设计了一
款花椒采摘机器人［３－５］。

机器人手臂作为采摘机器人的核心，对其进行
不断优化，能够使采摘工作的效果和质量得到显著
提升。运动学及动力学分析是机器人手臂控制的２
个重要前提，为其提供了理论基础。其中，运动学分
析及机器人手臂的工作空间求解能为机械臂的约束

和设计提供重要依据。故针对机械臂的运动学分析
及其工作空间的求解问题进行讨论。

具体方法为：基于Ｄ－Ｈ方法对其建立数学模型
并进行正向运动学分析，通过数值分析计算得到该
机械臂的工作空间及末端的工作云图。结果表明，

机器人手臂工作空间内的工作点密集均匀，能够满
足操作要求。

１　机械臂模型运动学方程的建立

１９９５年Ｄｅｎａｖｉｔ和 Ｈａｒｔｅｎｂｅｒｇ提出了一种机
械臂的通用描述方法，即 Ｄ－Ｈ（Ｄｅｎａｖｉｔ－Ｈａｒｔｅｎ－

ｂｅｒｇ）参数表示法，用连杆的参数描述机构的关系。
这种方法使用４×４的齐次变换矩阵来描述２个连
杆之间的空间关系，把正向运动学计算问题简化为
齐次变换矩阵的运算问题，以此矩阵来描述机器人
末端执行器相对于参考坐标系的变换关系［６－１１］。
花椒采摘机械臂的三维图如图１所示，为了确

定Ｄ－Ｈ参数模型，需为机械臂的每个关节指定一个
本地坐标系，其结果如图２所示。

图１　机械臂的设计三维图

Ｆｉｇ．１　Ｔｈｒｅｅ－ｄｉｍｅｎｓｉｏｎ　ｄｅｓｉｇｎ　ｏｆ　ｔｈｅ　ｐｉｃｋｉｎｇ　ｍａｎｉｐｕｌａｔｏｒ

由图２可求得机械臂Ｄ－Ｈ参数，如表１所列［７］。
依据图２可得坐标系｛ｉ｝相对坐标系｛ｉ－１｝的

关节变换，即
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图２　机械臂坐标系
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表１　机械臂连杆参数

Ｔａｂｌｅ　１　Ｃｏｎｎｅｃｔｉｎｇ　ｒｏｄ　ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ　ｏｆ　ｔｈｅ　ｐｉｃｋｉｎｇ　ｍａｎｉｐｕｌａｔｏｒ

连杆

ｉ

关节角

θｉ

连杆偏

移量ｄｉ

连杆长度

ａｉ－１

扭转角

αｉ－１

关节

范围ｌ

１　 ｑ１ ０ ０ ０ ０°～１８０°

２　 ｑ２ ０　 ８７０　 ９０　 ０°～１５０°

３　 ｑ３ ０　 １　６００　 ０　 ０°～１２０°

４　 ｑ４ ０　 ２　０６０　 ０　 ０°～１８０°

５　 ｑ５ １　３４０　 ０　 ９０　 ０°～１８０°

　　　　　　　　ｉ－１ｉＴ＝Ｒｏｔ（ｘ，αｉ－１）Ｔｒａｎ（ａｉ－１，０，０）Ｒｏｔ（ｚ，θｉ）Ｔｒａｎ（０，０，ｄｉ）＝
ｃθｉ －ｓθｉ ０ αｉ－１
ｓθｉ ｃθｉｃαｉ－１ －ｓαｉ－１ －ｓαｉ－１ｄｉ

ｓθｉｓαｉ－１ ｃθｉｓαｉ－１ ｃαｉ－１ ｃαｉ－１ｄｉ
０　 ０　 ０　 １

熿

燀

燄

燅

。 （１）

　　 依据式（１）可得机器人手臂各个关节之间的变
换矩阵［８］，分别表示为

０
１Ｔ＝

ｃθ１ －ｓθ１ ０ ０
ｓθ１ ｃθ１ ０ ０
０　 ０　 １　ｄ１
０　 ０　 ０　 １

熿

燀

燄

燅

，　 （２）

１
２Ｔ＝

ｃθ２ －ｓθ２ ０ ０
０　 ０　 １　０
－ｓθ２ －ｃθ２ ０ ０
０　 ０　 ０　１

熿

燀

燄

燅

，　 （３）

２
３Ｔ＝

ｃθ３ －ｓθ３ ０ ａ２
ｓθ３ ｃθ３ ０ ０
０　 ０　 １　 ０
０　 ０　 ０　 １

熿

燀

燄

燅

，　 （４）

３
４Ｔ＝

ｃθ４ －ｓθ４ ０ ａ３
ｓθ４ ｃθ４ ０ ０
０　 ０　 １　 ０
０　 ０　 ０　 １

熿

燀

燄

燅

，　 （５）

４
５Ｔ＝

ｃθ５ －ｓθ５ ０ ０
０　 ０　 １　ｄ５
－ｓθ５ －ｃθ５ ０ ０
０　 ０　 ０　 １

熿

燀

燄

燅

。　 （６）

　　 通过链式法则将式（２）～ 式（６）依次相乘得到
末端执行器相对基坐标系的位姿，即机械臂的运动
学方程，由齐次矩阵０５Ｔ表示为

　０５Ｔ＝０１Ｔ１２Ｔ２３Ｔ３４Ｔ４５Ｔ＝

ｎｘ ｏｘ ａｘ ｐｘ
ｎｙ ｏｙ ａｙ ｐｙ
ｎｚ ｏｚ ａｚ ｐｚ
０　 ０　 ０　 １

熿

燀

燄

燅

。 （７）

公式（７）为机器人手臂的运动学方程，向量

ｎ
→
ｏ
→
ａ
→［ ］为末端执行器相对基坐标系的姿态，向量

ｐｘ ｐｙ ｐｚ［ ］－１ 为末端执行器相对基坐标系的

位置。

式（７）中：ｎｘ＝ｃ１ｃ２３４ｃ５＋ｓ１ｓ５，ｎｙ＝ －ｃ１ｃ２３４ｓ５＋

ｓ１ｃ５，ｎｚ ＝－ｃ１ｓ２３４，ｏｘ ＝ｓ１ｃ２３４ｃ５ －ｃ１ｓ５，ｏｙ ＝

－ｓ１ｃ２３４ｓ５－ｃ１ｃ５，ｏｚ＝－ｓ１ｓ２３４，ａｘ ＝－ｓ２３４ｃ５，ａｙ＝

ｓ２３４ｓ５，ａｚ＝－ｃ２３４，ｐｘ ＝ｃ１（ａ２ｃ２＋ａ３ｃ２３－ｄ５ｓ２３４），

ｐｙ ＝ｓ１（ａ２ｃ２ ＋ａ３ｃ２３ －ｄ５ｓ２３４），ｐｚ ＝－ａ２ｓ２ －

ａ３ｓ２３＋ｄ１－ｄ５ｃ２３４，其中：ｓ２３４＝ｓｉｎ（θ１＋θ２＋θ３）；

ｃ２３４＝ｃｏｓ（θ１＋θ２＋θ３），其他项同理。

２　 机械臂的逆运动学分析

机械臂的逆运动学问题是指已知末端关节的空

间位姿，即齐次变换矩阵０５Ｔ，求解其他关节变量的

相关运动参数，即各关节角度θｉ。

首先，依据运动学方程求解θ１。运动学方程为

　 ０
５Ｔ＝０１Ｔ（θ１）１２Ｔ（θ２）２３Ｔ（θ３）３４Ｔ（θ４）４５Ｔ（θ５）。 （８）

若要求解θ１，可用逆变换０１Ｔ－１（θ１）左乘运动学

方程（即式（８））：
０
１Ｔ－１（θ１）０５Ｔ＝１

２Ｔ（θ２）２３Ｔ（θ３）３４Ｔ（θ４）４５Ｔ（θ５）·

ｃ１ ｓ１ ０ ０

－ｓ１ ｃ１ ０ ０

０　 ０　１ －ｄ１

０　 ０　０　 １

熿

燀

燄

燅

ｎｘ ｏｘ ａｘ ｐｘ

ｎｙ ｏｙ ａｙ ｐｙ

ｎｚ ｏｚ ａｚ ｐｚ

０　 ０　 ０　 １

熿

燀

燄

燅

＝１
５Ｔ，

（９）
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０
１Ｔ－１　０５Ｔ＝

ｎｘｃ１＋ｎｙｓ１ ｏｘｃ１＋ｏｙｓ１ ａｘｃ１＋ａｙｓ１ ｐｘｃ１＋ｐｙｓ１
－ｎｘｓ１＋ｎｙｃ１ －ｏｘｓ１＋ｏｙｃ１ －ａｘｓ１＋ａｙｃ１ －ｐｘｓ１＋ｐｙｃ１

ｎｚ ｏｚ ａｚ ｐｚ－ｄ１
０ ０ ０ ０

熿

燀

燄

燅

，　 （１０）

１
５Ｔ＝

ｃ５ｃ２３４ －ｓ５ｃ２３４ －ｓ２３４ －ｄ５＋ａ３ｃ２３＋ａ２ｃ２
－ｓ５ －ｃ５ ０ ０

－ｃ５ｓ２３４ ｓ５ｓ２３４ －ｃ２３４ －ｄ５ｃ２３４－ａ３ｓ２３－ａ２ｓ２
－ｓ５ －ｃ５ ０ ０

熿

燀

燄

燅

。　 （１１）

设矩阵方程（９）两端的元素（２，４）对应相等，得到

－ｓ１ｐｘ ＋ｃ１ｐｙ＝０。　 （１２）

　　 利用三角代换得

ｐｘ ＝ρｃｏｓ，ｐｙ＝ρｓｉｎ，　 （１３）

其中：ρ＝ ｐ２ｘ ＋ｐ２槡 ｙ；＝ａｔａｎ　２（ｐｙ，ｐｘ）。

因此，求得θ１ 的解为

θ１＝ａｔａｎ　２（ｐｙ，ｐｘ）。　 （１４）

　　令矩阵方程（４）两端的元素（１，３）和元素（３，３）

分别相等，得到

－ｓ２３４＝ａｘｃ１＋ａｙｓ１，

－ｃ２３４＝ａｚ，｛ 　 （１５）

消去与θ１ 有关的项，可以得出θ２３４ 的解为

θ２＋θ３＋θ４＝ａｔａｎ（ａｘｐｘ＋ａｙｐｙ，ａｚ ｐ２ｘ ＋ｐ２槡 ｙ）。

（１６）

令矩阵方程（４）两端的元素（１，４）和元素（３，４）

分别相等，得到

ｃ１ｐｘ ＋ｓ１ｐｙ＝ａ２ｃ２＋ａ３ｃ３－ｄ５ｓ２３４，

ｐｚ－ｄ１＝－ａ２ｓ２－ａ３ｓ２３－ｓ５ｃ２３４，｛ （１７）

消去与θ１、θ２３４ 有关的项，得出θ３ 的解为

θ３＝ａｃｏｓ｛［－ａ２２－ａ２３＋ｐ２ｘ ＋ｐ２ｙ ＋（ｐｚ－ｄ１）２＋

ｄ２５－２ｄ５（ｎｚｐｘ ＋ｏｚｐｙ＋
ａｚ（ｐｚ－ｄ１））］／２ａ２ａ｝。 （１８）

设矩阵方程（４）两端的元素（２，１）和（２，２）分别
相等，得到

－ｓ５＝ｎｙｃ１－ｎｘｓ１，

－ｃ５＝ｏｙｃ１－ｏｘｓ１，｛ 　 （１９）

消去与θ１ 有关的项，可以得到θ５ 的解为

　θ５＝ａｔａｎ　２（ｎｘｐｙ－ｎｙｐｘ，ｏｘｐｙ－ｏｙｐｘ）。 （２０）

　　 整理式（８），将公式改写为
１
２Ｔ（θ２）－１　０１Ｔ（θ１）－１　０５Ｔ４５Ｔ（θ５）－１＝２

３Ｔ（θ３）３４Ｔ（θ４），
（２１）

设矩阵方程（２１）两端的元素（１，４）和（２，４）分别相
等，得到

ｐｘｃ１ｃ２＋ｐｙｓ１ｃ２－ｐｚｓ２＋ｄ１ｓ２－ｄ５（ａｘｃ１ｃ２＋
ａｙｓ１ｃ２－ａｚｓ２）＝ａ２＋ａ３ｃ３，

－ｐｘｃ１ｓ２－ｐｙｓ１ｓ２－ｐｚｃ２＋ｄ１ｃ２＋ｄ５（ａｘｃ１ｓ２＋
ａｙｓ１ｓ２＋ａｚｃ２）＝ａ３ｓ３。

烅

烄

烆
（２２）

　　 由此可求出θ２ 为

θ２＝ａｔａｎ　２（ｓ２，ｃ２），　 （２３）

其中：

ｓ２＝ － ｐ２ｘ ＋ｐ２槡 ｙ －ｄ５（ａｘｃ１＋ａｙｓ１）［ ］ａ３ｓ３－
（ｐｚ－ｄ１－ｄ５ａｚ）（ａ２＋ａ３ｃ３），

ｃ２＝ ｐ２ｘ ＋ｐ２槡 ｙ －ｄ５（ａｘｃ１＋ａｙｓ１）［ ］（ａ２＋
ａ３ｃ３）－（ｐｚ－ｄ１－ｄ５ａｚ）ａ３ｓ３。

烅

烄

烆
（２４）

在求解运动学方程的过程中遇到复数解的问题

表明，机械臂有多重方式到达指定位姿（见表２）。

表２　４组逆运动学解

Ｔａｂｌｅ　２　Ｆｏｕｒ　ｒｅｓｕｌｔｓ　ｏｆ　ｉｎｖｅｒｓｅ　ｋｉｎｅｍａｔｉｃｓ （°）

序号
各关节角度

θ１ θ２ θ３ θ４ θ５

１　 ０　 ９０　 ４５　 ９０　 ０

２　 ０ －９０ －４５ －９０　 ０

３　 ０　 ９０　 ４５ －９０　 ０

４　 ０ －９０　 ４５　 ９０　 ０

因此，依据关节运动角度，需要将部分解（甚至
全部）舍去，在余下的解中，选取一个最接近当前机
器人手臂的解。在此机械臂中，经计算可得４组逆
解，其中３组解为负值，结合关节角度变化范围，只
有１组解符合要求。

３　基于 Ｍａｔｌａｂ的数值仿真

３．１　运动学仿真
针对花椒采摘机器臂，利用 Ｍａｔｌａｂ中的 Ｒｏ－

ｂｏｔｉｃｓ　Ｔｏｏｌｂｏｘ进行仿真［１２－１５］。

首先，在 Ｍａｔｌａｂ环境下建立５Ｒ串联机械臂的
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数学模型，即通过Ｌｉｎｋ函数对每一个关节进行定
义，之后ｐｌｏｔ函数给定每个关节的角度，如图３所
示。将θ１＝０，θ２＝ｐｉ／２，θ３＝ｐｉ／４，θ４＝ｐｉ／２，θ５＝０
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完成后，使用ｆｋｉｎｅ函数和ｉｋｉｎｅ函数对机械手

模型进行了运动学分析。验证仿真后发现与 Ｍａｔ－
ｌａｂ运行结果相同，如图４所示。

图３　连杆参数
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图４　Ｍａｔｌａｂ花椒采摘机械臂连杆
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３．２　工作空间仿真
机械臂的工作空间指机械手末端可以在操作空

间中到达的点的集合。分析机器人的工作空间可以
辅助优化机器人的构型和设计参数，这对研究机械
臂的性能及障碍物回避有着实际意义。

目前，生成工作空间的方法主要包括分析方法、

图形方法以及数值方法，其中数值方法更加简单灵
活，它可以通过求解方程来表示工作空间的边界，尽

管它不像图形方法那样直观，但利用边界曲面方程

可以方便对工作空间进行理论分析和计算。

表１中确定了关节范围，对每个关节变量取

Ｎ＝３×１０４ 个随机值，组成 Ｎ 个关节向量，利用

Ｍａｔｌａｂ软件，对机器人的实际工作空间进行仿真，

Ｍａｔｌａｂ程序图片段如图５所示。并通过ｐｌｏｔ命令

分别得到机器人实际工作空间的三维图以及其在

Ｘ－Ｙ、Ｘ－Ｚ、Ｙ－Ｚ面上的投影，如图６～图９所示。

图５　Ｍａｔｌａｂ程序图片段
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图６　机器人实际工作区域
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图７　机器人工作区域的ＸＯＹ面投影
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由图６～图９可知，机器人手臂的工作空间是
一个空心椭球体，其工作空间受杆的长度和关节旋
转范围的影响，手臂沿Ｘ 轴、Ｙ 轴方向最大的工作
距离均为５ｍ，沿Ｚ轴方向最大的工作距离为６ｍ。
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图８　机器人工作区域的ＸＯＺ面投影
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图９　机器人工作区域的ＹＯＺ面投影
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４　结语

研究针对五自由度花椒采摘机器人的机械臂进

行了分析。依据Ｄ－Ｈ 法建立五自由度串联机械臂
正运动学方程并利用分析方法求解逆运动学的解，
利用 Ｍａｔｌａｂ　Ｒｏｂｏｔｉｃｓ　Ｔｏｏｌｂｏｘ对算法及机械臂的
工作空间进行仿真，为花椒采摘机器人的五自由度

机械臂研究提供了运动学的参考依据，并为后续的
控制提供了理论基础。
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