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基于微分变换法的变截面压杆临界载荷分析*
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摘要：通过细长压杆挠曲近似微分方程理论，建立了变截面压杆失稳控制微分方程 .该方程为 4阶变系数常微分方

程，其解析解不易得到，采用微分变换法（DTM）进行数值求解 .将变截面压杆的控制微分方程和边界条件进行无量

纲化，采用 DTM将变截面压杆的无量纲控制微分方程和边界条件转换为包含临界载荷的代数特征方程，通过编程

计算数值，给出 4种不同边界条件下变截面压杆的临界载荷值与截面变化系数之间的关系曲线 .结果表明：不同边

界条件下变截面压杆的临界载荷均随截面变化系数的增大而增大，即变截面杆的稳定性较好；同时也表明 DTM对

求解此类问题过程简单且精度较高 .
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0 引 言

压杆的临界载荷是衡量压杆承载能力的重要

指标 .关于受压弹性杆件及其稳定性［1-2］的相关研

究，大多是针对等截面均质材料压杆进行［3-5］.随着

科学技术的进步和设计理念的更新，多样化、美观

化和经济化的变截面杆已开始在工程中大量使

用［6］，工程人员根据杆件不同部位的受力情况或结

构需要，进而设计出不同大小的截面，以确保其具

有良好的承载能力，如在实际工程中已广泛使用的

高压输电塔、通讯信号塔、火力发电烟囱、机翼和水

坝等，都采用了变截面的设计理念，也吸引很多学

者对其力学特性进行研究［7-8］.在结构稳定性问题

中，等截面压杆临界载荷的求解已有 Euler公式或

经验公式可以使用，而在变截面压杆稳定性问题

中，由于其控制微分方程为 4阶变系数常微分方程，

要得到相应的解析解较为困难，因此，一般采用近

似 方 法 进 行 求 解 . 马 宝 平 等［6］采 用 改 进 的 WKB
（Wenzel⁃Kramers⁃Brillouin）法，推导了两端简支边

界条件下变截面压杆相应的积分表达式，从而得到

若干不同变截面压杆临界载荷的数值解，并与有限

差分法的结果进行对比，验证了方法的可靠性；洪

振德［9］基于驻势能值原理，利用能量法推出了两端

简支变截面压杆稳定临界载荷的计算公式；侯祥林

等［10］针对不同约束条件下，变截面压杆稳定性临界

载荷的计算问题，结合非线性微分方程数值算法及

最优化方法，再根据边界条件满足的函数关系与位

型条件构造目标函数，给出一种变截面压杆临界载

荷和稳定位型的优化求解算法；楼梦麟和李建元［11］

依据 Ritz展开原理，采用模态摄动法建立了求解变

截面压杆临界力的半解析解方法，并给出不同截面

变化情况下，计算两端简支压杆临界载荷的数值算

例 .通过分析已有文献可知，变截面压杆临界载荷

的计算大多采用有限单元法、有限差分法、能量法、

模态摄动法和传递矩阵法等 .这些方法中，有的需

要较为复杂的前处理或公式推导，有的则对边界条

件的处理较为单一，很难全面地解决工程中各种不

同约束的变截面压杆 .
本文引入一种半解析方法——微分变换法

（differential transformation method，DTM）对 变 截 面

压杆稳定的临界载荷进行分析求解，其过程相比其

他 方 法 简 单 且 精 度 较 高 ，也 适 合 编 程 计 算［12-14］.
DTM是一种基于 Taylor级数的函数变换，不仅能将

线性微分方程变换为代数方程进行求解，而且还能

将非线性的微分方程变换成代数方程求解，因而是

一种非常实用且颇有价值的方法［15］.目前，国内外
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还未见采用 DTM分析变截面压杆稳定性的相关报

道，因此，本文采用 DTM分析变截面压杆临界载荷

问题 .根据微段受力及静力平衡关系，建立变截面

压杆稳定性的控制微分方程，并将控制微分方程和

边界条件进行无量纲化 .采用 DTM将无量纲化后的

控制微分方程和边界条件进行微分变换，得到包含

无量纲临界载荷的代数特征方程 .通过编程计算得

出 4种不同边界条件下，变截面压杆的临界载荷，并

给出变截面压杆的临界载荷值与截面变化系数之

间的关系曲线 .
1 DTM

DTM是一种基于 Taylor级数，以多项式形式逼

近精确解的方法，常用来求解微分方程或微分方程

组 .对于变系数微分方程所描述的变参数系统和非

线性微分方程所描述的非线性系统，也可以采用DTM
进行有效求解 .经DTM变换，可将原微分方程（组）和

问题边界条件转换为适合计算机编程的代数方程（组）.
原函数 f ( x )经过微分变换为 F [ ]k 的定义为［12，14］

F [ ]k = 1
k！

∂k f ( x )
∂xk ， （1）

逆变换为

f ( x ) =∑
k = 0

∞ ( x - xi )kF [ ]k . （2）
由式（1）和（2）可得

f ( x ) =∑k = 0
∞ ( x - xi )k

k！
é
ë
ê

ù
û
ú

dk f ( x )
dxk

x = xi
. （3）

由式（3）可知，微分变换法是基于 Taylor级数的展开

式，但 DTM不需要对函数的各阶导数都进行求解 .
当 m → ∞时，

f ( x ) =∑k = m + 1
∞ ( x - xi )k

k！
é
ë
ê

ù
û
ú

dk f ( x )
dxk

x = xi
≈ 0. （4）

f（x）可以采取有限项的级数表示，即

f ( x ) =∑k = 0
m ( x - xi )k

k！
é
ë
ê

ù
û
ú

dk f ( x )
dxk

x = xi
. （5）

2 变截面压杆的控制微分方程及DTM
变换

2.1 控制微分方程及边界条件

考虑一个只在 xy平面内失稳的细长矩形变截

面压杆（图 1）.压杆的长度为 L、宽度为 b且保持不

变，假设其高度（h）呈线性变化，并给定 x截面处的

高度为

h ( x ) = h0 (1 + β xL )， （6）
式中 h0为压杆左端的初始高度，β为截面变化系数 .

压杆左端初始面积为 A 0 = bh0，则 x处的面积为

A ( x ) = A 0 (1 + β xL ). （7）
矩形截面左端初始惯性矩为 I0 = bh30 /12，则 x

截面惯性矩为

I ( x ) = I0 (1 + β xL )3. （8）
选取变截面压杆的微段 dx进行分析，忽略横向

剪切变形，并根据材料力学中基于欧拉梁理论的挠

曲线近似微分方程和静力平衡关系［3］，可得变截面

压杆稳定性的控制微分方程为

d2
dx2

é
ë
ê

ù
û
úEI ( x ) d2wdx2 + F d2wdx2 = 0， （9）

式中 w为压杆的横向位移，也称为挠度；F为轴向压

载荷；E为压杆材料的弹性模量 .

引入无量纲量

ξ = x
L
， W = w

L
， λ cr = FL

2

EI0
， （10）

得到变截面压杆稳定性的无量纲控制微分方程为

(1 + βξ )3 d4W ( ξ )dξ4 + 6β (1 + βξ )2 d3Wdξ3 +

[ ]6β 2 (1 + βξ ) + λ cr d
2W
dξ2 = 0. （11）

变截面压杆稳定性问题考虑简支（S）、固定（C）
和自由（F）3种情况 .无量纲化的边界条件形式分

别为：

ξ = 0处，

简支（S）： |W
ξ = 0 = 0， d

2W
dξ2 | ξ = 0 = 0， （12）

固定（C）： |W
ξ = 0 = 0，

|

|
|| dWdξ
ξ = 0

= 0， （13）

图 1 变截面受压杆件示意
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自由（F）：
|

|
||

d2W
dξ2

ξ = 0
= 0，

|

|
||

d3W
dξ3

ξ = 0
+ λ cr |

|
||

dW
dξ

ξ = 0
= 0.（14）

ξ = 1处，

简支（S）： |W
ξ = 1 = 0，

|

|
|| d2Wdξ2
ξ = 1

= 0， （15）

固定（C）： |W
ξ = 1 = 0，

|

|
|| dWdξ
ξ = 1

= 0. （16）
2.2 控制微分方程及边界条件的DTM变换

根据 DTM定义及其基本变换关系［15］将式（8）变

换为迭代式

A 0
-F [ ]k + 4 + A 1-F [ ]k + 3 + A 2-F [ ]k + 2 +
A 3
-F [ ]k + 1 = 0， ( k = 0，1，2，3，…，). （17）

式（17）也可以改写为

-F [ ]k + 4 = - A 1
A 0
-F [ ]k + 3 - A 2

A 0
-F [ ]k + 2 - A 3

A 0
-F [ ]k + 1 ，

（18）
式中 F̄表示变量 W的微分变换形式 .各系数的表达

式分别为：

A 0 = ( k + 1) ( k + 2 ) ( k + 3) ( k + 4 )，
A 1 = (3βk + 6β ) ( k + 1) ( k + 2 ) ( k + 3)，
A 2 = [ ]3β 2 ( k - 1) k + 12β 2 k + 6β 2 + λ cr × ( k + 1) ( k + 2 )，
A 3 = [ ]β 3 ( k - 2 ) ( k - 1) k + 6β 3 ( k - 1) k + 6β 3 k × ( k + 1).

S、C和F这3种情况边界条件经DTM变换后分别为：

ξ = 0处，

简支（S）：
-F [ ]0 = 0，-F [ ]2 = 0， （19）

固定（C）：
-F [ ]0 = 0，-F [ ]1 = 0， （20）

自由（F）：
-F [ ]2 = 0，-F [ ]3 + λ cr6

-F [ ]1 = 0. （21）
ξ = 1处，

简支（S）：∑0
∞-F [ ]k = 0， ∑0

∞ k ( k - 1) -F [ ]k = 0，（22）
固定（C）： ∑0

∞-F [ ]k = 0，∑0
∞ k-F [ ]k = 0 . （23）

求解两端简支（S⁃S）、一端简支一端固定（S⁃C）
时，将式（18）分别代入式（19）和（22）、式（19）和

（23），设
-F [ ]1 = c1，-F [ ]3 = c2，得到含有无量纲临

界载荷（λ cr）的特征方程如下：

X n
11 (λ cr ) -F [ ]1 + X n

12 (λ cr ) -F [ ]3 = 0，
X n
21 (λ cr ) -F [ ]1 + X n

22 (λ cr ) -F [ ]3 = 0， （24）
式中 X n

ij ( i，j = 1，2 )是迭代 n次求出的含有 λ cr 的多

项式，将其简化为矩阵形式

é

ë
êê

ù

û
úú

X (n )
11 (λ cr ) X (n )

12 (λ cr )
X (n )
21 (λ cr ) X (n )

22 ( )λ cr { }-F [ ]1
-F [ ]3 = { }00 . （25）

要使式（25）存在非零解，则

|

|

|
|
||

|

|

|
||
|

X (n )
11 ( )λ cr X (n )

12 ( )λ cr

X (n )
21 ( )λ cr X (n )

22 ( )λ cr
= 0. （26）

求解两端固定（C⁃C）时，将式（18）分别代入式

（20）和（23），设
-F [ ]2 = c1， -F [ ]3 = c2，同理，可得出

含有 λcr特征方程的矩阵形式

é

ë
êê

ù

û
úú

Y (n )
11 (λ cr ) Y (n )

12 (λ cr )
Y (n )
21 (λ cr ) Y (n )

22 (λ cr ) { }-F [ ]2
-F [ ]3 = { }00 . （27）

要使式（27）存在非零解，则

|

|
||

|

|
||
Y (n )
11 (λ cr ) Y (n )

12 (λ cr )
Y (n )
21 (λ cr ) Y (n )

22 (λ cr ) = 0. （28）
求解一端自由一端固定（F⁃C）时，将式（18）代入

式（21）和（23）中，假设
-F [ ]0 = c1，-F [ ]1 = c2，-F [ ]3 =

- λ cr6 c2，可得特征方程的矩阵形式为

é

ë
êê

ù

û
úú

Z (n )
11 (λ cr ) Z (n )

12 (λ cr )
Z (n )
21 (λ cr ) Z (n )

22 (λ cr ) { }-F [ ]0
-F [ ]1 = { }00 . （29）

要使式（29）存在非零解，则

|

|
||

|

|
||
Z (n )
11 (λ cr ) Z (n )

12 (λ cr )
Z (n )
21 (λ cr ) Z (n )

22 (λ cr ) = 0. （30）
通过求解式（26）、（28）和（30）可得出不同边界条件

下变截面压杆的 λ cr.
3 计算结果及分析

应用MATLAB商用数学软件进行编程［16］，可得

到式（18）在表示不同边界条件式（19）~（23）下变截

面压杆的 λ cr.为了验证研究问题数学模型的准确性

以及 DTM在计算中的有效性与精度，给出了变截面

压杆的截面变化系数 ( β )为0时，也就是将变截面压

杆退化到等截面压杆，采用 DTM求解不同边界条件

下 λ cr 的数值结果，并将 DTM所得数值结果与文献

［17］中等截面压杆 λ cr的解析解及文献［18，10］的数

值结果进行比较（表 1）.由表 1可知，DTM的计算结

果相比其他计算方法得出的数值解更接近解析解，

表 1 等截面梁的无量纲临界载荷比较

约束类型

S⁃S
C⁃C
S⁃C
F⁃C

解析解［17］

π2
(2π )2
4.493 42
(π/2 )2

本文解

9.869 6
39.478 4
20.190 7
2.467 4

文献解［18］

9.646 2
—

—

—

文献解［10］

—

—

20.189 2
—

注：—表示无数据；S⁃S表示两端简支；C⁃C表示两端固定；S⁃C表

示一端简支一端固定；F⁃C表示一端自由一端固定 .
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可见本文计算方法的正确性和可行性，同时也说明

DTM具有非常高的计算精度 .
截面变化系数 ( β )在0~0.4范围内，S⁃S、C⁃C、S⁃C

和 F⁃C 4种不同边界条件下 λ cr与 β的关系曲线如图 2

所示 . 4种边界条件下压杆的 λ cr均随 β的增大而增

大，并几乎成线性变化，即增大 β能提高压杆的稳定性 .
同时表明，在不同约束强度的边界条件下，λ cr随约束强

度的增强而增大，这一点与等截面压杆完全一致 .

4 结 论

本文基于细长压杆挠曲近似微分方程理论，建

立了变截面压杆失稳时的控制微分方程，并将控制

微分方程和边界条件依次进行无量纲化和 DTM变

换，计算得到不同边界条件下变截面压杆的 λ cr，并

对 4种边界条件下 λ cr与 β的规律进行分析讨论，结

论如下：

（1）当 β=0时，将变截面压杆控制微分方程退化

到采用 DTM求解等截面压杆无量纲临界载荷，并将

其数值解与解析解进行对比，发现精度较高 .
（2）在同一种类型约束边界条件下，λ cr随 β的

增大而增大，即增大 β能提高压杆的稳定性 .
（3）DTM具有非常高的计算精度并且更适合计

算机编程求解，该方法可为工程结构中变截面压杆

临界载荷的计算和分析提供条件 .
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Analysis of critical load of variable cross-section compression
bars based on differential transformation method

YANG Wenxiu，TENG Zhaochun
（School of Science，Lanzhou University of Technology，Lanzhou Gansu 730050）

Abstract：Through the theory of approximate differential equation of deflection curve for slender compression
bar，the governing differential equation is established for unstability cross⁃section compression bars. The equation is a
fourth⁃order ordinary differential equation with variable coefficients. Its analytical solution is not easy to obtain and the
numerical solution is gotten by utilizing a semi ⁃ analytical method called differential transformation method（DTM）.
The dimensionless form is obtained for the governing differential equation and boundary conditions of variable cross⁃
section compression bars. DTM is used to convert dimensionless governing differential equation and boundary
conditions of variable cross⁃section compression bar into algebraic characteristic equations of critical loads. The relative
curves between the critical load values and the variation coefficients of variable cross ⁃ section compression bar are
obtained numerically for four different boundary conditions by using programming and computing. The results show
that the critical load values of the variable cross ⁃ section compression bar increase with the growth of the variation
coefficients of section under different boundary conditions，the stability of the variable cross⁃section compression bar
is preferably，it also show that DTM has simple process and very higher accuracy in solving this problem.

Keywords：variable cross⁃section；compression bar；critical load；numerical solution；differential transformation
method
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