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基于临界面理论的多轴等效应变疲劳寿命预估模型 
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摘要：针对等效应变模型未考虑非比例附加强化影响这一不足，本文以最大剪切应变幅所在平面为临界

面，引入剪切平面上的最大正应力、正应变变程以及相位差作为损伤参量来反映非比例加载条件下的附加强

化效应。同时，该损伤参量还考虑了临界面上的最大正应力和正应变变程对材料裂纹萌生和扩展的影响。采

用 16MnR、GH4169、S460N、45 钢和 Pure Ti 五种薄壁圆管试件验证模型的正确性和有效性，并与三种经典

模型进行对比分析，结果表明：新模型的预估能力要优于其它三种模型，且寿命预测结果较为精确。 
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Multiaxial equivalent strain fatigue life prediction model based on critical 

plane theory 
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Abstract: In view of the defect that the effect of non proportional additional strengthening is not considered in 

the equivalent strain model, this paper takes the plane where the maximum shear strain amplitude is located as the 

critical interface and introduces the maximum normal stress, normal strain range and phase difference in the shear 

plane as damage parameters to reflect the additional strengthening effect under non proportional loading. The 

influence of the maximum normal stress and normal strain range of the critical plane on the crack initiation and 

propagation is also considered. Thin-walled tube specimens made of five kinds of materials, 16MnR, GH4169, 

S460N, 45 steel and pure Ti, were used to verify the correctness and effectiveness of the proposed model. Meanwhile, 

compared with three classical models, the results show that the prediction ability of the proposed model is better than 

the other three models and the life prediction results are more accurate. 

Keywords: multiaxial fatigue; equivalent strain; critical plane method; phase difference; non-proportional 

additional hardening. 

0 引言 

实际工程中大多数构件在使用过程中，往往会

受到复杂的多轴应力和应变状态的影响，这给疲劳

寿命预测带来了严峻的挑战。对于单轴疲劳问题的

研究，已经形成较为成熟的理论方法和疲劳评估准

则[1]。然而，传统的单轴疲劳预估方法在预测多轴疲

劳寿命时，往往不能比较精确地进行寿命预估，由

于试验条件和理论基础的限制，现有的多轴疲劳理
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论体系尚不完善，主要是由于多轴加载下不同应力

应变分量的相位、频率和应力比的随机组合，使得

材料的疲劳行为复杂多变。因此，与单轴疲劳相比，

多轴疲劳过程中材料的循环应力应变特性、裂纹的

萌生和扩展将变得更加复杂[2]。 

目前，已经建立的多轴疲劳寿命预估方法主要

有等效应变法、能量法、临界面法[3-5]。等效应变法

以 von Mises 等效应变作为损伤参量，将单轴疲劳研

究方法应用于多轴疲劳研究领域中，在比例加载下

有较好的预测精度，但在非比例加载情况下预测寿

命有较大的误差，不能够揭示裂纹萌生机理和反映

裂纹扩展方向[6, 7]。能量法以应变能密度作为疲劳损

伤参量进行多轴寿命预估模型的建立，该方法几乎
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不包含材料参数，应用简单，但是应变能密度是一

个标量，很难反映多轴疲劳的破坏机理[8, 9]。临界面

法以材料最大损伤平面的应力或应变以及应力与应

变的线性组合或非线性组合作为损伤参量来考虑多

轴疲劳的破坏面，能够揭示裂纹萌生机理和反映裂

纹扩展方向[10, 11]，具有一定的物理意义。因此，在

多轴疲劳寿命预测中，一些学者倾向于首先寻找疲

劳破坏相关的临界损伤平面，在此基础上建立疲劳

损伤参量。Kandil、Brown 和 Miller[12]对临界面方法

进行了早期研究，将一个加载循环中包含最大剪切

应变的平面定义为临界面，提出了著名的 KBM 模型。

Fatemi 和 Socie 等[13]考虑到采用应变参数不能够反

映材料非比例硬化对多轴疲劳损伤的影响，将临界

面上最大正应力作为损伤参数以反映材料的非比例

附加强化的影响，建立了 FS 模型。Smith 等所提出

的损伤参数最初用于考虑单轴载荷下平均应力对疲

劳寿命的影响，Socie 则通过结合临界面法，提出了

SWT 模型[14]，将其用于多轴疲劳寿命的预测。 

本文基于经典临界面理论，针对等效应变模型

未考虑非比例附加强化的影响，对等效应变模型加

以修正，建立新的多轴疲劳寿命预估模型。新模型

以最大剪切应变幅所在平面为临界面，引入剪切平

面上的最大正应力、正应变变程以及相位差作为损

伤参量来反应非比例加载下的循环附加强化，该损

伤参量不仅考虑了非比例附加强化对材料的疲劳损

伤，还考虑了裂纹萌生和扩展机制对材料疲劳寿命

的影响。采用 16MnR、GH4169、S460N、45 钢和

Pure Ti 五种薄壁圆管材料进行试验验证，并且与等

效应变模型、SWT 模型和 FS 模型三种模型进行对

比分析。 

1 临界面的确定 

在多轴加载下，金属材料的疲劳失效通常发生

在特定的临界平面上，因此，在临界平面上进行相

应的疲劳分析具有明确的物理意义。要确定临界面

方程首先要确定试件的应力应变状态，在拉扭复合

载荷作用下，受应变控制的薄壁圆管试件表面的应

力和应变可以表示为[15]： 

0 / 2 0

0 0 , / 2 0

0 0 0 0 0

x xy x xy

xy xy eff x

eff x

   
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  (1) 

式中： x 为正应力； xy 为剪切应力； x 为正应变；

xy 为剪切应变。 

在多轴加载条件下，材料表面会发生一定的塑

性变形，而在计算其应力应变时，已有的弹性泊松

比已不适用，因此，需要用一个等效泊松比代替弹

性泊松比，等效泊松比
eff 定义为： 

e
=

e p p

eff

e p

   


 




              (2) 

式中：
e 为弹性应变；

p 为塑性应变；
e 弹性泊松

比；
p 为塑性泊松比。 

定义 为任意材料平面和试件轴向的夹角，则任

意平面上的正应力、正应变以及剪切应变可以用下

式表示为： 

= cos 2 sin 2
2 2 2

xyx x



 
           (3) 

1 1
cos 2 sin 2

2 2 2

eff eff xy

x x

  
    

 
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1+
= sin 2 cos 2

2 2 2

eff xy

x


 

           (5) 

在正弦波拉-扭加载下，该平面上的最大剪切应

变程和法向正应变变程可以表示为： 

   
2 2

max a cos2 cos 1 sin 2 cos2 sineff              
 

(6) 

   
2 22

n a

1
2 1 cos 2 sin 2 cos sin 2 sin

2
eff eff                

 
                                         

(7) 

a= / a                  (8) 

式中： 为正应变和剪切应变加载的相位差； 为加

载应变比；
a 为剪切应变加载幅值；

a 为正应变加

载幅值。根据已有的临界面准则确定临界面位置，

定义一个加载循环中的最大剪切应变幅所在的平面

为临界平面。 

由式(7)和式(8)可知
max 和

n 的相位差为 ，

将式(6)中的
max 对 求导，得到最大剪切应变的值，

即: 

max 0








              (9) 

由式(9)可以得到最大剪切应变所在平面的位向

角 的表达式为： 

 

 
2

2

2 1 cos1
arc tan

4 1

eff

eff

  


 




 
     (10) 

将已知的
eff 、 和  代入式(10)，可得到 值。

在 -π/2 π/2 范围内使
max 取极值的 有 4 个，其中

两个 值(
1 ，

2 )求得的
max 相等，且为最大值，

二者具有较大法向应变的平面就为临界面位置，即： 

   1 2max( , )n n n              (11) 

利用式(1)～(11)就可以确定薄壁管状试件临界
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面的位置及其最大剪切应变变程和法向正应变变

程。 

2 经典临界面模型 

2.1 等效应变模型 

单轴疲劳问题的研究已经形成较为成熟的理论

方法，因此在多轴疲劳的研究过程中，一般情况下

将多轴问题简化为单轴问题，然后采用单轴疲劳损

伤理论处理多轴问题。通常采用基于 von Mises 等效

应变参数的 Manson-coffin 方程来评估不同加载条件

下材料的抗疲劳性能[16]，其计算求解表达式如下： 

   
'

eq 'f

f f f2 2
2

b c
N N

E

 



        (12) 

式中：
eq 为临界面上的等效应变幅； '

f 为疲劳强

度系数； '

f 为疲劳延性系数；b 为疲劳强度指数；c

为疲劳延性指数；
fN 为疲劳寿命；E 为材料的弹性

模量。 

2.2 SWT 模型 

Smith 等所提出的损伤参数最初用于考虑单轴

载荷下平均应力对疲劳寿命的影响，而 Socie 则通过

结合临界面法，将其用于多轴疲劳寿命的预测，建

立了 SWT 模型[14]。SWT 模型定义最大正应变平面

为临界面，以临界面上最大正应力和正应变变程为

损伤参量进行疲劳寿命预估，其表达式如下： 

   
' 2

2b ' '1 f

n,max f f f f2 2
2

b c
N N

E

 
  


     (13) 

式中：
1 为最大正应变平面上的正应变变程； ,maxn

为最大正应变平面上的最大正应力。 

2.3 FS 模型 

Fatemi 和 Socie 等[13]考虑到采用应变参数不能

够反映材料非比例附加强化对多轴疲劳损伤的影响，

将临界面上最大剪切应变和最大正应力进行组合形

成了一个新的多轴损伤参量以反映材料的非比例附

加强化，该损伤参量中外加一个多轴常数 k 来考虑最

大正应力与材料屈服强度之间的关系，提出了 FS 模

型，其表达式如下： 

   0 0

'
,max 'max f

f f f1 2 2
2

b cn

y

k N N
G

 




 
   

 
 

 (14) 

式中：
max 为临界面上的最大剪切应变变程； ,maxn

为临界面上的最大正应力； y 为材料的屈服强度；k

为与材料相关的经验参数； '

f 为剪切疲劳系数； '

f 为

剪切疲劳延性系数；
0b 为疲劳强度指数；

0c 为疲劳

延性指数；G 为剪切模量。 

利用 FS 模型预测疲劳寿命时，由于材料的扭转

性能和单轴拉压性能相差不大[17]。因此，式(14)中的

扭转疲劳参数也可以通过单轴拉压疲劳参数表征，

其具体关系式如下： 

 

'

' ' 'f

f f f 0 0, , 3 , ,
2 1 3eff

E
G b b c c


  


    


 (15) 

3 多轴等效应变疲劳寿命预估模型 

3.1 相位差的影响 

在多轴加载下，材料裂纹先是沿着剪切应变方

向萌生，然后近似地沿着法向正应变方向扩展，因

此临界面上最大剪切应变变程和法向正应变变程对

裂纹的形成和扩展具有重要的物理意义[18]。尚广德

等[19]基于 von Mises 准则，将临界面上的最大剪切应

变变程和法向正应变变程合成为一个等效应变变程，

其具体表达式如下： 

 
2

2 max1
=

2 3 2

eq

n

 


  
   

 
        (16) 

式中： eq 为等效应变变程；
n 为法向正应变变程；

max 为最大剪切应变平面上的剪切应变变程。 

将式(16)确定为损伤参量预估疲劳寿命时，考虑

了临界面上最大剪切应变变程和法向应变变程对裂

纹形成和扩展的影响，并且从物理意义上能很好地

揭示多轴加载下裂纹萌生机理以及裂纹扩展方向。

研究发现[20]，以式(16)作为损伤参量预估多轴疲劳寿

命时，比例加载时预测寿命与试验数值基本吻合，

而在非比例加载下其预测寿命与相位差有关，且预

测误差随着相位差的增加而增大。因此需要对式(16)

的损伤参量进行重新定义，考虑非比例加载下相位

差对疲劳寿命的影响，引入一个影响因子 ，其具

体表达式如下： 
2

=1 sin( )
2




 
  
 

             (17) 

式中： 为相位差。该影响因子考虑了在非比例载荷

作用下相位差对多轴疲劳寿命的影响，影响因子

与相位差的关系如图 1 所示： 

 

图 1 影响因子与相位差的关系 

Fig.1 Relationship between impact factor and phase difference 
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从图 1 可以看出，随着相位差的逐渐增大，影

响因子 呈非线性增大，当相位差 为 0º 时(比例加

载)，影响因子为 1；当相位差为 为 90º 时(非比例

加载)，影响因子达到最大值，即当相位差为 90º 时，

材料的非比例附加强化现象最明显，说明引入影响

因子 时，能够反应非比例附加强化现象，具有较

好的合理性和有效性。 

3.2 临界面上最大正应力和正应变的影响 

在多轴疲劳寿命中，材料裂纹的萌生是由材料

内部滑移带的局部塑性变形所致，而裂纹面往往为

最大剪切应变幅平面[21]。尤其在非比例加载条件下，

最大剪切应变所在的平面旋转而产生的额外的附加

硬化，导致材料的位错结构比单轴或比例加载条件

下的更加复杂，对材料的疲劳性能具有重要的影响
[22]。研究表明[23]，以最大剪切应变幅所在的平面作

为损伤平面，最大剪切应变幅作为裂纹萌生的主要

控制参数时，最大剪切应变幅平面上的正应力和正

应变变程也会加剧疲劳裂纹的扩展。故建立新的损

伤参量时，应考虑最大剪切应变幅平面上的最大正

应力和正应变变程两者的影响，引入一个影响因子

 表征材料裂纹萌生和裂纹扩展的机理，其表达式

如下： 

,max
=1

n

y

E 
 




             (18) 

式中： ,maxn 为临界面上的最大正应力；  为正应

变变程；μ 为材料常数，对于不同的材料，μ 取不同

的值，μ 的计算结果如表 1 所示，具体计算流程如图

2 所示。 

表 1 不同材料 μ 的取值 

Table 1 Values of μ for different materials 

材料 16MnR GH4169 S460N 45 钢 Pure Ti 

  1.1 1.0 0.2 1.2 0.6 

 

图 2 μ 值计算流程图 

Fig.2 Calculation flowchart of μ value 

通过考虑最大剪切应变幅平面上的最大正应力

和正应变变程两者的影响，引入一个影响因子  来

建立新的损伤参量，新的损伤参量考虑最大剪切应

变幅平面上的最大正应力和正应变变程来表征材料

裂纹萌生和裂纹扩展的机理，对不同的多轴疲劳行

为做出合理的解释，提高多轴疲劳寿命模型预测的

精确性。 

3.3 多轴等效应变疲劳寿命预估模型 

基于以上分析，新的损伤参量以临界面理论为

基础，将最大剪切应变平面定义为临界平面，第一

控制参数为临界面上的等效应变，第二控制参数包

括最大剪切应变平面上的最大正应力、正应变变程

以及相位差。由式(17)和式(18)可得，新的损伤参量

表达式如下：

2

,max
= 1 / 1 sin( )

2 2 2

neq eq

y

E   




       
          

  (19) 

式中：
eq  为本文提出的新等效应变。 

结合新的损伤参量，对等效应变模型进行修正，

新的疲劳寿命模型表达式如下： 

   
2 '

,max 'f

f f f1 / 1 sin( ) = 2 2
2 2

b cneq

y

E
N N

E

  
 



     
           

(20) 

式中： eq 为等效应变变程。式（20）中 ,maxn 可以

用疲劳寿命函数表示[17]： 

 
'

f

,max f= 2
2

b

n N


           (21) 

4 试验验证 

为了验证提出模型的预测精度，本文采用

16MnR[24]、GH4169[25]、S460N[26]、45 钢[27]和 Pure 

Ti[28]5 种材料进行验证，且 5 种材料均采用薄壁圆管

试件，加载方式均为应变控制加载，材料的单轴拉

压疲劳参数和扭转疲劳参数如表 2 和表 3 所示，图 3

给出了等效应变模型、FS 模型、SWT 模型和提出新

模型的预测寿命与试验寿命的对比结果。 

表 2 材料单轴拉压疲劳参数 

Table 2 Uniaxial tension-compression fatigue parameters 

材料 E/GPa σy/MPa σf
＇
/MPa εf

＇ b c 

16MnR 212.5 351.4 966.4 0.842 -0.101 -0.618 

GH4169 182.0 1000.0 1565.2 0.162 -0.086 -0.580 

S460N 209 500 969 0.28 -0.09 -0.5 

45 钢 190 370 843 0.3269 -0.1047 -0.5458 

Pure Ti 112.0 475 647 0.548 -0.033 -0.646 
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表 3 材料扭转疲劳参数 

Table 3 Torsional fatigue parameters of materials 

材料 G/GPa τf
＇

/MPa γf
＇

 b0 c0 

16MnR 81.1 345 0.712 -0.057 -0.512 

GH4169 67 1091.6 4.46 -0.07 -0.77 

S460N 80 559.5 0.48 -0.09 -0.5 

45 钢 79 559 0.496 -0.1078 -0.469 

Pure Ti 40 485 0.417 -0.069 -0.523 

注：S460N 扭转疲劳参数用式（15）算得。

 

(a)提出的新模型

 

(b)等效应变模型

 

(c) FS 模型 

 

(d) SWT 模型 

图 3 预测寿命与实验寿命对比结果 

Fig.3 Comparison result of predicted life and experimental life 

从图 3 可以看出，对于不同的材料，四种疲劳

寿命预估模型表现出不同的预测效果。从图 3(a)可以

看出，新提出的模型对 5 种材料的预测精度较高，

大多数点处于 2 倍分散带之内，有极个别点处于两

倍分散带之外。从图 3(b)和图 3(c)可以看出，等效应

变模型和 FS模型预测结果大多数处于三倍分散带之

内，FS 模型预测精度要高于等效应变模型。从图 3(d)

可以看出，SWT 模型的预测结果分散性较大，预测

结果有少数在 2 倍分散带范围内。 

综上，考虑最大剪切应变幅平面上的最大正应

力、正应变变程以及相位差作为损伤参量建立的新

疲劳寿命模型对五种薄壁圆管试件具有较好的预测

精度，且预测寿命和试验寿命较为接近。引入影响

因子 α 和 β 反映非比例加载条件下的附加强化效应

以及材料裂纹萌生和扩展的影响，对比例和非比例

加载下都有较好的预测结果，因此，提出的新模型

对多轴加载下的薄壁圆管试件寿命预估具有较好的

适用性。 

5 分析与讨论 

为了定量分析四种多轴疲劳寿命预估模型的预

测能力，采用统计学方法表征其预测精度及分散性，

通过对比概率密度函数的特征，能够直观判断模型

的优劣性，其具体计算过程如下[8]： 

10log ( )e

i

p

N
X

N
              (22) 

1=

n

i

i

X

n
 


                (23) 

 
1

1
=

n

i

i

X
n

 


              (24) 

式中： pN 表示预期寿命； eN 表示实验寿命；ν 为 Xi

的平均值；δ 为 Xi 的标准差，服从正态分布的概率密

度函数表达式为： 
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四种模型预测误差概率密度函数中 ν和 δ的计

算值如表 4 所示，寿命预估误差正态分布如图 3

所示。 

表 4 ν 和 δ 的计算结果 

Table 4 Calculation results of ν and δ 

模型 等效应变模型 SWT 模型 FS 模型 新模型 

  -0.3284 -0.7428 -0.0432 -0.0104 

  0.6756 1.2051 0.5185 0.2268 

 

图 4 预测误差概率密度函数 

Fig.4 Prediction error probability density function  

从图 4 可以看出，新的多轴疲劳模型正态分布

图呈现“瘦高”的特点，标准差较小，说明新的多轴疲

劳模型平均预测误差较小，且具有较好的预测精度。

而等效应变模型、FS 模型和 SWT 模型正态分布图

呈现出“矮胖”的特点，说明其预测误差较大，分散性

较大。综上，采用统计学的方法定量分析四种模型

的预测误差表明，新模型考虑最大剪切应变幅平面

上的最大正应力、正应变变程以及相位差对多轴疲

劳寿命的影响，具有较高的预测精度，且分散性较

小。 

6 结论 

（1）通过引入最大剪切应变幅平面上的最大正应力、

正应变变程和相位差反映非比例加载条件下的附加

强化效应以及材料裂纹萌生和扩展的机理，提出一

个新的基于临界面理论的多轴疲劳损伤模型。 

（2）通过预测结果与试验结果的对比分析可以看出，

新提出的模型预测精度较高，大多数点处于 2 倍分

散带之内，有极个别点处于两倍分散带外。等效应

变模型、FS 模型和 SWT 模对多轴非比例加载条件

下的预测效果较差，预测结果只有少数在 2 倍分散

带范围内。 

（3）从统计学角度来看，四种模型的平均预测误差

中，新模型的分散性最小，预测结果相对稳定，而

等效应变模型、FS 模型和 SWT 模型预测结果分散

性较大。 
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