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Ｘ－丁投射模
吴德军＊，宋梦钰

（兰州理工大学 理学院，甘肃 兰州　７３００５０）

摘要：设Ｒ是具有单位元的结合环，Ｘ是包含所有平坦模的Ｒ－模类．引入Ｘ－丁投射模和Ｘ－丁投射维数的定义并研

究了相关性质．如果存在正合列Ｐ＝∶…→Ｐ１→Ｐ０→Ｐ０→Ｐ１→…，其中Ｐｉ，Ｐｉ是投射模，ｉ∈Ｚ，对于任意Ｒ－模Ｆ

∈Ｘ，ＨｏｍＲ（－，Ｆ）作用在正合列Ｐ上保持正合，并且Ｍ＝Ｋｅｒ（Ｐ０→Ｐ１），那么称Ｍ 是Ｘ－丁投射模．证明了Ｘ－丁

投射模类是投射可解的并且Ｘ－丁投射模保持直和与直和项，同时证明了若 ＧＸ－Ｄｐｄ（Ｒ）＜∞，则（Ｘ－ＤＰ（Ｒ），

（Ｘ－ＤＰ（Ｒ））⊥）是完备遗传余挠对．
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ＧＸ－Ｄｐｄ（Ｒ）＜∞，ｔｈｅｎ（Ｘ－ＤＰ（Ｒ），（Ｘ－ＤＰ（Ｒ））⊥）ｉｓ　ａ　ｃｏｍｐｌｅｔｅ　ｈｅｒｅ　ｄｉｔａｒｙ　ｃｏｔｏｒｓｉｏｎ　ｐａｉｒ．

Ｋｅｙ　ｗｏｒｄｓ：Ｘ－Ｄｉｎｇ　ｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅ　ｍｏｄｕｌｅ；Ｘ－Ｄｉｎｇ　ｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅ　ｄｉｍｅｎｓｉｏｎ；ｃｏｔｏｒｓｉｏｎｐａｉｒ

　　在本文中，Ｒ表示有单位元的结合环，所有的模
都是右Ｒ－模，Ｘ表示包含所有平坦Ｒ－模的类，Ｐ（Ｒ）
表示投射模类，Ｘ－Ｄｐｄ（Ｒ）＜∞表示环Ｒ 上的整体

Ｘ－丁投射维数有限，Ｒ－Ｍｏｄ表示Ｒ－模范畴．２００９
年，Ｄｉｎｇ等［１］引入了一般环上的强Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ平坦

模的概念．２０１０年，Ｇｉｌｌｅｓｐｉｅ［２］将强 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ平
坦模重新命名为丁投射模并且证明了丁模类和

Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ模类具有类似的性质．２０１０年，Ｂｅｎｎｉｓ
和Ｏｕａｒｇｈｉ［３］引入了Ｘ－Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ投射模，证明了
对Ｘ－Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ投射模而言，Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ投射模的
一些结论仍然成立．２０１３年，Ｙａｎｇ等［４］研究了一
般环上丁投射模的相关性质．本文在文献［３－４］的
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基础上引入了 Ｘ－丁投射模，即如果存在正合列

Ｐ＝∶…→Ｐ１→Ｐ０→Ｐ０→Ｐ１→…，其中Ｐｉ，Ｐｉ 是投
射模，ｉ∈Ｚ，对于任意Ｒ－模Ｆ∈Ｘ，ＨｏｍＲ（－，Ｆ）作

用在正合列Ｐ 上保持正合，并且 Ｍ＝Ｋｅｒ（Ｐ０→
Ｐ１），那么称Ｍ 是Ｘ－丁投射模．本文证明了Ｘ－丁投
射模类是投射可解的并且Ｘ－丁投射模保持直和项
和直和．进而引入了Ｘ－丁投射维数的定义并给出了

Ｘ－丁投射维数有限的等价刻画以及其他相关性质．
证明了若环 Ｒ 的整体 Ｘ－丁投射维数有限，则
（Ｘ－ＤＰ（Ｒ），（Ｘ－ＤＰ（Ｒ））⊥）是完备遗传余挠对．

定义１［４］　如果存在正合列Ｐ ＝∶…→Ｐ１→
Ｐ０→Ｐ０→Ｐ１→…，其中Ｐｉ，Ｐｉ是投射模，ｉ∈Ｚ，对于
任意平坦模Ｆ，ＨｏｍＲ（－，Ｆ）作用在正合列Ｐ上保

持正合，并且Ｍ＝Ｋｅｒ（Ｐ０→Ｐ１），那么称 Ｍ 是丁投
射模．在这种情况下，称正合列Ｐ为强完全零调复
形．
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定义２［３］　设Ｘ是包含所有投射模的Ｒ－模类．
如果存在正合列

Ｐ＝∶… →Ｐ１ →Ｐ０ →Ｐ０ →Ｐ１ → …
其中Ｐｉ，Ｐｉ 是投射模，ｉ∈Ｚ，对于任意Ｒ－模Ｐ∈Ｘ，

ＨｏｍＲ（－，Ｐ）作用在正合列Ｐ 上保持正合，并且

Ｍ＝Ｋｅｒ（Ｐ０→Ｐ１），那么称Ｍ 是Ｘ－Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ投射
模．在这种情况下，称正合列Ｐ 为Ｘ－完全零调复
形．

引理１［５］　（Ｈｏｒｓｅ　Ｌｅｍｍａ）设Ｘ是Ｒ－模类，且Ｘ
对有限直和封闭．设０→Ｍ′→Ｍ→Ｍ″→０是Ｒ－模短
正合列并且对于任意Ｒ－模Ｙ∈Ｘ，ＨｏｍＲ（－，Ｙ）作用
在短正合列上保持正合．若Ｍ′和Ｍ″有余真右Ｘ－分
解，则Ｍ 也有余真右Ｘ－分解．

定义３［６］　称 Ｒ－模类 Ｘ 是投射可解的，若
Ｐ（Ｒ）Ｘ，且对任意短正合列０→Ｘ′→Ｃ→Ｘ″→０，
其中Ｘ″∈Ｘ，则Ｘ′∈Ｘ当且仅当Ｃ∈Ｘ．

定理１［６］　（Ｅｉｌｅｎｂｅｒｇ’ｓ　ｓｗｉｎｄｌｅ）若Ｒ－模类Ｘ
是投射可解的且对可数直和封闭，或是内射可解的
且对可数直积封闭，则Ｒ－模类Ｘ 对直和项封闭．

定义４［７］　设Ｃ是Ｒ－模范畴的子范畴．
Ｃ⊥＝｛Ｍ ∈Ｒ －Ｍｏｄ｜Ｅｘｔ１Ｒ （Ｃ，Ｍ）＝０，任意

Ｒ－模Ｃ∈Ｃ｝
⊥Ｃ＝｛Ｍ ∈Ｒ －Ｍｏｄ｜Ｅｘｔ１Ｒ （Ｍ，Ｃ）＝０，任意

Ｒ－模Ｃ∈Ｃ｝
定义５［７］　设Ａ，Ｂ 是Ｒ－模类．若Ａ＝⊥Ｂ 且

Ｂ＝Ａ⊥，则称Ｃ＝（Ａ，Ｂ）是余挠对．
定义６［７］　设（Ａ，Ｂ）是余挠对．若ＥｘｔｉＲ（Ｘ，Ｙ）＝

０，ｉ≥１，其中Ｘ∈Ａ 且Ｙ∈Ｂ，则称余挠对（Ａ，Ｂ）是
遗传的．

定义７［７］　设（Ａ，Ｂ）是余挠对．若满足下面等
价条件的任意一个：

１）对任意Ｒ－模Ｍ，存在正合列０→Ｍ→Ｙ→
Ｌ→０，其中Ｙ∈Ｂ，Ｌ∈Ａ．

２）对任意Ｒ－模Ｍ，存在正合列０→Ｄ→Ｃ→
Ｍ→０，其中Ｃ∈Ａ，Ｄ∈Ｂ．则称余挠对（Ａ，Ｂ）是完备
的．

定义８　设Ｘ是包含所有平坦模的Ｒ－模类．如
果存在正合列Ｐ＝∶…→Ｐ１→Ｐ０→Ｐ０→Ｐ１→…，其
中Ｐｉ，Ｐｉ 是投射模，ｉ∈Ｚ，对于任意Ｒ－模Ｆ∈Ｘ，

ＨｏｍＲ（－，Ｆ）作用在正合列Ｐ 上保持正合，并且

Ｍ＝Ｋｅｒ（Ｐ０→Ｐ１），那么称 Ｍ 是Ｘ－丁投射模．在这
种情况下，称正合列Ｐ 为Ｘ－强完全零调复形．记

Ｘ－ＤＰ（Ｒ）为Ｘ－丁投射模类．
定理２　设Ｍ 是右Ｒ－模．则下列条件等价：

１）Ｍ 是Ｘ－丁投射模；

２）Ｍ 满足以下两个条件：

①ＥｘｔｉＲ（Ｍ，Ｆ）＝０，ｉ＞０，其中Ｆ∈Ｘ；

② 存在正合列０→Ｍ→Ｐ０→Ｐ１→…，其中Ｐｉ

是投射模，ｉ≥０且为整数，对任意 Ｒ－模Ｆ∈Ｘ，

ＨｏｍＲ（－，Ｆ）作用在正合列上保持正合．
３）存在正合列０→Ｍ→Ｐ→Ｇ→０，其中Ｐ是投

射模，Ｇ是Ｘ－丁投射模．
证明　１）２）、１）３）由Ｘ－丁投射模定义可

得．
３）２）设任意Ｒ－模Ｆ∈Ｘ．用ＨｏｍＲ（－，Ｆ）作

用于短正合列０→Ｍ→Ｐ→Ｇ→０，由长正合序列定理
有

　　…→Ｅｘｔ１Ｒ（Ｇ，Ｆ）→Ｅｘｔ１Ｒ（Ｐ，Ｆ）→
　　　　Ｅｘｔ１Ｒ（Ｍ，Ｆ）→Ｅｘｔ２Ｒ（Ｇ，Ｆ）→…．

因为ＥｘｔｉＲ（Ｐ，Ｆ）＝ＥｘｔｉＲ（Ｇ，Ｆ）＝０，所 以

ＥｘｔｉＲ（Ｍ，Ｆ）＝０，ｉ＞０且为整数．因为Ｇ 是Ｘ－丁
投射模，所以存在正合列０→Ｇ→Ｐ０→Ｐ１→Ｐ２→
…，其中Ｐｉ是投射模，ｉ≥０且为整数．对于任意

Ｒ－模Ｆ，ＨｏｍＲ（－，Ｆ）作用在上正合列保持正合，
结论得证．

定理３　１）投射模是Ｘ－丁投射模，Ｘ－丁投射模
是丁投射模．
２）若Ｘ是平坦模类，则Ｘ－丁投射模和丁投射

模一致．
３）若Ｘ是丁投射模类，则任意Ｘ－丁投射模是

投射模．
４）若Ｇ是Ｘ－丁投射模，对任意平坦维数有限

的Ｒ－模Ａ，ＥｘｔｉＲ（Ｇ，Ａ）＝０，ｉ＞０且为整数．

证明　１）设Ｐ是投射模，有正合列０→Ｐ
１
→
Ｐ

Ｐ→０．对于任意Ｒ－模Ｆ∈Ｘ，ＨｏｍＲ（－，Ｆ）作用此正
合列依然保持正合，其中Ｐ＝Ｋｅｒ（Ｐ→０）．故Ｐ 是

Ｘ－丁投射模．设Ｍ 是Ｘ－丁投射模．因为Ｘ是包含所
有平坦Ｒ－模的类，所以由丁投射模定义知，Ｐ 是丁
投射模．
２）显然．
３）设Ｒ－模 Ｍ 是Ｘ－丁投射模．由Ｘ－丁投射模

定义知存在短正合列０→Ｍ→Ｐ０→Ｋ→０，其中

Ｍ，Ｋ 是Ｘ－丁投射模，Ｐ０ 是投射模．用 ＨｏｍＲ（－，

Ｆ）作用保持正合．因为Ｘ是丁投射模类，且Ｘ－丁
投射模是丁投射模，所以用ＨｏｍＲ（－，Ｍ）作用于

０→Ｍ→Ｐ０→Ｋ→０依然保持正合，进而Ｅｘｔ１Ｒ（Ｋ，

Ｍ）＝０．因此短正合列０→Ｍ→Ｐ０→Ｋ→０可裂，
故Ｐ０ＭＫ．因为投射模对直和项封闭，所以

Ｍ 是投射模．

·０５１·　　　　　　　　　　　　　　　　　　　兰 州 理 工 大 学 学 报　　　　　　　　　　　　　　 　第４７卷



４）设Ｇ是Ｘ－丁投射模，由Ｘ－丁投射模定义知，

ＥｘｔｉＲ（Ｇ，Ｆ）＝０，其中Ｆ∈Ｘ．从而Ｇ∈⊥Ｆ（Ｒ）．又因

为⊥Ｆ（Ｒ）＝⊥Ｆ
－
（Ｒ），所以对任意平坦维数有限的Ｒ－

模Ａ，ＥｘｔｉＲ（Ｇ，Ａ）＝０，其中ｉ＞０且为整数．
推论１　任意的Ｒ－模Ｍ 是投射的当且仅当Ｍ

是Ｘ－丁投射模且Ｍ∈Ｘ．
证明：由定理３可证．
推论２　对于任意的结合环Ｒ，下列条件等价：

１）Ｘ是投射模类．
２）对于任意Ｒ－模Ｆ，Ｆ是Ｘ－丁投射模．
证明　由定理３可证．
引理２　设０→Ａ→Ｂ→Ｃ→０是短正合列．若

Ａ，Ｃ是Ｘ－丁投射模，则Ｂ是Ｘ－丁投射模．
证明　用ＨｏｍＲ（－，Ｆ）作用短正合列０→Ａ→Ｂ

→Ｃ→０，其中Ｆ∈Ｘ，由长正合序列定理得…→Ｅｘｔ１Ｒ
（Ｃ，Ｆ）→Ｅｘｔ１Ｒ（Ｂ，Ｆ）→Ｅｘｔ１Ｒ（Ａ，Ｆ）→…，因为Ａ，Ｃ
是Ｘ－丁投射模，所以ＥｘｔｉＲ（Ａ，Ｆ）＝ＥｘｔｉＲ（Ｃ，Ｆ）＝０，ｉ
＞０．从而ＥｘｔｉＲ（Ｂ，Ｆ）＝０．由引理１知Ｂ存在Ｘ－强
完全零调复形，故Ｂ是Ｘ－丁投射模．

定理４　Ｘ－丁投射模类是投射可解的．
证明　设０→Ａ→Ｂ→Ｃ→０是短正合列，其中Ｃ

是Ｘ－丁投射模．只需证明Ａ 是Ｘ－丁投射模当且仅
当Ｂ 是Ｘ－丁投射模．若Ａ是Ｘ－丁投射模，由引理２
知Ｂ是Ｘ－丁投射模．若Ｂ是Ｘ－丁投射模，由Ｘ－丁
投射模定义知，存在短正合列０→Ｂ→Ｐ→Ｎ→０，其
中Ｎ 是Ｘ－丁投射模，Ｐ 是投射模．考虑交换图，如
图１所示．

图１　交换图

Ｆｉｇ．１　Ｃｏｍｍｕｔａｔｉｖｅ　ｄｉａｇｒａｍ

因为Ｃ和Ｎ 是Ｘ－丁投射模，由引理２知，Ｌ是

Ｘ－丁投射模．对于短正合列０→Ａ→Ｐ→Ｌ→０，由Ｐ
是投射模和Ｘ－丁投射模的定义知Ａ 是Ｘ－丁投射
模．

推论３　Ｘ－丁投射模类对直和与直和项封闭．
证明　由Ｘ－丁投射模定义，Ｘ－丁投射模对直和

封闭．因为Ｘ－丁投射模类是投射可解的，所以由定
理１知Ｘ－丁投射模对直和项封闭．

定理５　设０→Ｍ→Ｎ→Ｌ→０是短正合列．如
果Ｍ，Ｎ 是Ｘ－丁投射模，那么Ｌ是Ｘ－丁投射模当且
仅当Ｅｘｔ１Ｒ（Ｌ，Ｆ）＝０，其中Ｆ∈Ｘ．

证明　必要性）因为Ｌ是Ｘ－丁投射模，由Ｘ－丁
投射模定义知ＥｘｔｉＲ（Ｌ，Ｆ）＝０，ｉ＞０，所以对任意模

Ｆ∈Ｘ有Ｅｘｔ１Ｒ（Ｌ，Ｆ）＝０．
充分性）由Ｍ，Ｎ 是Ｘ－丁投射模知存在正合列

Ａ＝∶０→Ｍ→Ｐ０→Ｐ１→…

Ｂ＝∶０→Ｎ→Ｑ０→Ｑ１→…
其中Ｐｉ，Ｑｉ均为投射模，ｉ∈Ｚ，用ＨｏｍＲ（－，Ｆ）作用
保持正合．存在同态ｆ：Ｍ→Ｎ 和同态Ｐｉ→Ｑｉ，考虑
交换图，如图２所示．

图２　交换图

Ｆｉｇ．２　Ｃｏｍｍｕｔａｔｉｖｅ　ｄｉａｇｒａｍ

于是可诱导出复形链映射，记Ｃ＝ｃｏｎｅ（ｆ
－
）为Ａ

→Ｂ的映射锥，即

ｃｏｎｅ（ｆ
－
）＝０→Ｍ→ＮＰ０→Ｑ０Ｐ１→…

考虑交换图，如图３所示．

图３　交换图

Ｆｉｇ．３　Ｃｏｍｍｕｔａｔｉｖｅ　ｄｉａｇｒａｍ

则存在短正合列０→Ａ［１］→ｃｏｎｅ（ｆ
－
）→Ｂ→０，

其中复形 Ａ［１］，Ｂ 正合．从而ｃｏｎｅ（ｆ
－
）正合，且

ｃｏｎｅ（ｆ
－
）用ＨｏｍＲ（－，Ｆ）作用依然保持正合，其中Ｆ

∈Ｘ．考虑交换图，如图４所示．
其中Ｋ＝Ｃｏｋｅｒ（Ｍ→ＮＰ０）．令

Ｄ＝∶０→Ｍ→Ｍ→０→…

Ｃ＝∶０→Ｍ→ＮＰ０→Ｑ０Ｐ１→…

Ｌ＝∶０→Ｋ→Ｑ０Ｐ１→…
则存在正合列０→Ｄ→Ｃ→Ｌ→０，其中复形Ｄ，Ｃ
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图４　交换图

Ｆｉｇ．４　Ｃｏｍｍｕｔａｔｉｖｅ　ｄｉａｇｒａｍ

正合，从而复形Ｌ正合，且ＨｏｍＲ（－，Ｆ）作用Ｌ上
保持正合，其中Ｆ∈Ｘ．因为有正合列０→Ｍ→Ｎ
Ｐ０→Ｋ→０，０→Ｍ→Ｎ→Ｌ→０，所以存在同态ｈ：Ｋ→
Ｌ使交换图如图５所示．

图５　交换图

Ｆｉｇ．５　Ｃｏｍｍｕｔａｔｉｖｅ　ｄｉａｇｒａｍ

其中π是标准投影，由五引理知ｈ是满同态，又
由蛇引理知Ｋｅｒ　ｈＫｅｒπ＝Ｐ０．对于正合列０→Ｐ０

→Ｋ→Ｌ→０，由假设Ｅｘｔ１Ｒ（Ｌ，Ｆ）＝０知Ｐ０∈Ｘ．故

Ｅｘｔ１Ｒ（Ｌ，Ｐ）＝０．因此短正合列可裂，所以 Ｋ
Ｐ０Ｌ．进而Ｅｘｔ１Ｒ（Ｋ，Ｆ）＝Ｅｘｔ１Ｒ（Ｐ０Ｌ，Ｆ）＝０．对

Ｋ 作投射分解有正合列 Ｋ′＝∶…→Ｐ１→Ｐ０→
Ｋ→０，且用ＨｏｍＲ（－，Ｆ）作用保持正合．将正合列

Ｋ′与Ｌ 连接，构成关于Ｋ 的Ｘ－强完全零调复形，由

Ｘ－丁投射模定义可知Ｋ 是Ｘ－丁投射模．又因为

Ｘ－丁投射模保持直和项，所以Ｌ是Ｘ－丁投射模．
引理３　若存在正合列０→Ｋｎ→Ｇｎ－１→…→

Ｇ０→Ｍ→０，其中Ｇ０，…，Ｇｎ－１是Ｘ－丁投射模，则对任
意平坦维数有限Ｒ－模Ａ，有

ＥｘｔｉＲ（Ｋｎ，Ａ）Ｅｘｔ　ｎ＋ｉＲ （Ｍ，Ａ）
其中：ｉ＞０且为整数．

证明　将长正合列打断成一系列短正合列，如
下：

　　　Ａ＝∶０→Ｃ１→Ｇ０→Ｍ→０
　　　其中Ｃ１＝Ｋｅｒ（Ｇ０→Ｍ）

　　　Ｂ＝∶０→Ｃ２→Ｇ１→Ｃ１→０
　　　其中Ｃ２＝Ｋｅｒ（Ｇ１→Ｇ０）

　　　…

　　　Ｘ＝∶０→Ｋｎ→Ｇｎ－１→Ｃｎ－１→０

　　　其中Ｃｎ－１＝Ｋｅｒ（Ｇｎ－２→Ｇｎ－３）
用ＨｏｍＲ（－，Ｆ）作用于长正合列Ｘ，对任意平

坦维数有限Ｒ－模Ｆ，由长正合列定理可得
… →Ｅｘｔ１Ｒ（Ｇｎ－１，Ｆ）→Ｅｘｔ１Ｒ（Ｋｎ，Ｆ）→
　　Ｅｘｔ２Ｒ（Ｃｎ－１，Ｆ）→Ｅｘｔ２Ｒ（Ｇｎ－１，Ｆ）→ …

又因为Ｇ０，…，Ｇｎ－１是Ｘ－丁投射模，所以

Ｅｘｔ１Ｒ（Ｇｎ－１，Ｆ）＝Ｅｘｔ２Ｒ（Ｇｎ－１，Ｆ）＝０
从而Ｅｘｔ１Ｒ（Ｋｎ，Ｆ）Ｅｘｔ２Ｒ（Ｃｎ－１，Ｆ）．用ＨｏｍＲ（－，Ｆ）
作用其它短正合列，有

Ｅｘｔ２Ｒ（Ｃｎ－１，Ｆ）
　Ｅｘｔ３Ｒ（Ｃｎ－２，Ｆ），…，Ｅｘｔ　ｎＲ（Ｃ１，Ｆ）
　Ｅｘｔ　ｎ＋１Ｒ （Ｍ，Ｆ）

因此Ｅｘｔ１Ｒ（Ｋｎ，Ｆ）Ｅｘｔ　ｎ＋１Ｒ （Ｍ，Ｆ）．故ＥｘｔｉＲ（Ｋｎ，Ｆ）

Ｅｘｔ　ｎ＋ｉＲ （Ｍ，Ｆ），ｉ＞０且为整数．
定义９　若存在正合列０→Ｇｎ→Ｇｎ－１→…→

Ｇ０→Ｍ→０，其中：Ｇ０，…，Ｇｎ 是Ｘ－丁投射模，则称Ｒ－
模Ｍ 的Ｘ－丁投射维数小于等于ｎ．用Ｘ－ＤｐｄＲ（Ｍ）
表示Ｒ－模Ｍ 的Ｘ－丁投射维数．

称ＧＸ－Ｄｐｄ（Ｒ）为环Ｒ 上的整体Ｘ－丁投射维
数，记

ＧＸ－Ｄｐｄ（Ｒ）＝ Ｓｕｐ
Ｍ∈ＭＲ

｛Ｘ－Ｄｐｄ（Ｍ）｝

引理４　Ｍ 是任意Ｒ－模，考虑下面两个正合
列：

Ａ＝∶０→Ｌｎ→Ｘｎ－１→…→Ｘ０→Ｍ→０

Ｂ＝∶０→Ｌ
～

ｎ→Ｘ
～

ｎ－１→…→Ｘ
～

０→Ｍ→０

若Ｘ０，…，Ｘｎ－１与Ｘ
～

０，…，Ｘ
～

ｎ－１是Ｘ－丁投射模，

则Ｌｎ 是Ｘ－丁投射模当且仅当Ｌ
～

ｎ 是Ｘ－丁投射模．
证明　设Ｌｎ 是Ｘ－丁投射模．取Ｒ－模Ｍ 的投射

分解

　　　　Ｃ＝∶０→Ｋ
ｄ
→
ｎ

Ｐｎ－１
ｄｎ
→
－１ …→

Ｐ１→Ｐ０→Ｍ→０
其中：Ｋ＝Ｋｅｒｄｎ－１，Ｐ０，…，Ｐｎ－１是投射模．存在链映

射ｆ
－
，考虑交换图，如图６所示．

图６　交换图

Ｆｉｇ．６　Ｃｏｍｍｕｔａｔｉｖｅ　ｄｉａｇｒａｍ

考虑交换图，如图７所示．

其中ｃｏｎｅ（ｆ
－
）＝０→Ｋ→Ｐｎ－１Ｌｎ→…→Ｍ
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图７　交换图

Ｆｉｇ．７　Ｃｏｍｍｕｔａｔｉｖｅ　ｄｉａｇｒａｍ

Ｘ０→Ｍ→０，从而有复形短正合列０→Ｃ［１］→

ｃｏｎｅ（ｆ
－
）→Ａ→０，由同调代数基本定理知ｃｏｎｅ（ｆ

－
）是

正合的．从而存在Ｘ０ 使得０→Ｘ０→ＭＸ０→Ｍ→０
正合．进而有正合列

０→Ｋ →Ｐｎ－１ Ｌｎ → … →
Ｐ０ Ｘ１ →Ｘ０ →０

其中Ｘ０ 是Ｘ－丁投射模．由于Ｘ－丁投射模对直和与
直和项封闭，所以Ｐｎ－１Ｌｎ 与ＸｉＰｉ－１是Ｘ－丁投
射模，ｉ＝１，…，ｎ－１．因为Ｘ－丁投射模类是投射可
解的，所以Ｋ 是Ｘ－丁投射模．类似有正合列

０→Ｋ →Ｐｎ－１ Ｌ
～

ｎ →
α … →

Ｐ０ Ｘ
～

１ →Ｘ
～

０ →０

其中Ｘ
～

０ 是Ｘ－丁投射模，Ｘ
～

ｉＰｉ－１是Ｘ－丁投射模，ｉ
＝１，…，ｎ－１，Ｉｍα是Ｘ－丁投射模．对于短正合列０

→Ｋ→Ｐｎ－１Ｌ
～

ｎ→Ｉｍα→０，其中Ｋ，Ｉｍα是Ｘ－丁投

射模，由Ｘ－丁投射模是投射可解的可知Ｐｎ－１Ｌ
～

ｎ

是Ｘ－丁投射模．又因为Ｘ－丁投射模对直和项封闭，

所以Ｌ
～

ｎ 是Ｘ－丁投射模．设Ｌ
～

ｎ 是Ｘ－丁投射模，同理
可证Ｌｎ 是Ｘ－丁投射模．

定理６　设０→Ｋ→Ｇ→Ｍ→０是短正合序列，
其中Ｇ是Ｘ－丁投射模．若 Ｍ 是Ｘ－丁投射模，则Ｋ
是Ｘ－丁投射模．否则

Ｘ－ＤｐｄＲ（Ｋ）＝Ｘ－ＤｐｄＲ（Ｍ）－１≥０
　　证明　对于短正合列０→Ｋ→Ｇ→Ｍ→０，若Ｍ
是Ｘ－丁投射模，因为Ｘ－丁投射模类是投射可解的，
所以Ｋ 是Ｘ－丁投射模．

若Ｍ 不是Ｘ－丁投射模，设Ｍ 的Ｘ－丁投射维数
为ｍ，则Ｍ 有Ｘ－丁投射分解分解：

０→Ｘｍ→Ｘｍ－１→…→Ｘ１→Ｘ０→Ｍ→０
其中Ｘ０，…，Ｘｍ 是Ｘ－丁投射模．对Ｋ 作投射分解，
有…→Ｐｍ－１→Ｐｍ－２→…→Ｐ１→Ｐ０→Ｋ→０，其中Ｐｉ

是投射模，ｉ≥０且为整数．存在正合列０→Ｉ→Ｐｍ－２
→…→Ｐ０→Ｋ→０，其中Ｉ＝Ｉｍ（Ｐｍ－１→Ｐｍ－２）．所以
有正合列０→Ｉ→Ｐｍ－２→…→Ｐ０→Ｇ→Ｍ→０．由引理

４可知Ｉ是Ｘ－丁投射模，此时Ｘ－ＤｐｄＲ（Ｋ）≤ｍ－１．
若Ｘ－ＤｐｄＲ（Ｋ）＜ｍ－１，则Ｘ－ＤｐｄＲ（Ｍ）＜ｍ与题设
矛盾，故

Ｘ－ＤｐｄＲ（Ｋ）＝ｍ－１＝Ｘ－Ｄｐｄ（Ｍ）－１
命题１　设Ｒ－模Ｍ 的Ｘ－丁投射维数有限，ｎ是

整数．下列条件等价：

１）Ｘ－ＤｐｄＲ（Ｍ）≤ｎ；

２）ＥｘｔｉＲ（Ｍ，Ｌ）＝０，ｉ＞ｎ，对任意平坦维数有限
的Ｒ－模Ｌ；

３）ＥｘｔｉＲ（Ｍ，Ｆ）＝０，ｉ＞ｎ，对任意的平坦模Ｆ；

４）若存在正合列０→Ｋｎ→Ｇｎ－１→…→Ｇ０→
Ｍ→０，其中Ｇｉ是Ｘ－丁投射模，则Ｋｎ 也是Ｘ－丁投射
模．

进而，Ｘ－ＤｐｄＲ（Ｍ）可由下列公式计算：

Ｘ－ＤｐｄＲ（Ｍ）＝

Ｓｕｐ｛ｉ∈Ｎ０｜Ｌ∈Ｆ
－
（Ｒ），ＥｘｔｉＲ（Ｍ，Ｌ）≠０｝＝

Ｓｕｐ｛ｉ∈Ｎ０｜Ｆ∈Ｆ（Ｒ），ＥｘｔｉＲ（Ｍ，Ｆ）≠０｝

　　证明　１）２）已知Ｘ－ＤｐｄＲ（Ｍ）≤ｎ，由Ｘ－丁投
射维数的定义可知，存在正合序列０→Ｇｎ→Ｇｎ－１→
…→Ｇ１→Ｇ０→Ｍ→０，其中Ｇ０，…，Ｇｎ 是Ｘ－丁投射
模．由引理３知对任意平坦维数有限的Ｒ－模Ｌ 有

Ｅｘｔｉ－ｎＲ （Ｇｎ，Ｌ）Ｅｘｔ　ｎＲ（Ｍ，Ｌ），ｉ＞０且为整数．因为

Ｇｎ 是Ｘ－丁投射模，所以对任意平坦维数有限的

Ｒ模Ｌ，Ｅｘｔｉ－ｎＲ （Ｇｎ，Ｌ）＝０．故对于ｉ＞ｎ，ＥｘｔｉＲ（Ｍ，

Ｌ）＝０．
２）３）显然．
３）４）对于正合列０→Ｋｎ→Ｇｎ－１→…→Ｇ０→

Ｍ→０，其中Ｇ０，…，Ｇｎ 是Ｘ－丁投射模．由引理３知
对于任意平坦模Ｆ，有ＥｘｔｉＲ（Ｋｎ，Ｆ）Ｅｘｔｉ＋ｎＲ （Ｍ，

Ｆ），ｉ＞０且为整数．由３）知ＥｘｔｉＲ（Ｍ，Ｆ）＝０，从而

ＥｘｔｉＲ（Ｋｎ，Ｆ）＝０．因为 Ｍ 的Ｘ－丁投射维数有限，

由定理 ６ 可 知 Ｋｎ 的 Ｘ－丁 投 射 维 数 有 限．设

Ｘ－ＤｐｄＲ（Ｋｎ）≤ｍ，则有正合列０→Ｇ′ｍ→Ｇ′ｍ－１→…→
Ｇ′０→Ｋｎ→０，其中Ｇ′０，…，Ｇ′ｍ是Ｘ－丁投射模．将此正
合列打断成一系列短正合列，即

　　　Ａ＝∶０→Ｃ′１→Ｇ′０→Ｋｎ →０
　　　　 其中Ｃ′１＝Ｋｅｒ（Ｇ′０→Ｋｎ）

　　　Ｂ＝∶０→Ｃ′２→Ｇ′１→Ｃ′１→０
　　　　 其中Ｃ′２＝Ｋｅｒ（Ｇ′１→Ｇ′０）

　　　…

　　　Ｘ＝∶０→Ｇ′ｍ→Ｇ′ｍ－１→Ｃ′ｍ－１→０
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　　　　 其中Ｃ′ｍ－１＝Ｋｅｒ（Ｇ′ｍ－２→Ｇ′ｍ－３）
对于任意平坦模Ｆ，用ＨｏｍＲ（－，Ｆ）分别作用短正
合列Ａ，…，Ｘ，再由长正合序列定理有

… →Ｅｘｔ１Ｒ（Ｇ′０，Ｆ）→Ｅｘｔ１Ｒ（Ｃ′１，Ｆ）→
　　Ｅｘｔ２Ｒ（Ｋｎ，Ｆ）→Ｅｘｔ２Ｒ（Ｇ′０，Ｆ）→ …

其中ＥｘｔｉＲ（Ｇ′ｎ，Ｆ）＝０，ｉ＞０且是整数．故

Ｅｘｔ　ｍＲ（Ｋｎ，Ｆ）Ｅｘｔ　ｍ－１Ｒ （Ｃ′１，Ｆ）
其中ｍ＞０且为整数．由维数推移公式可知，

Ｅｘｔ　ｍ－１Ｒ （Ｃ′１，Ｆ）Ｅｘｔ１Ｒ（Ｃ′ｍ－１，Ｆ）
从而

Ｅｘｔ１Ｒ（Ｃ′ｍ－１，Ｆ）Ｅｘｔ　ｍ－１Ｒ （Ｃ′１，Ｆ）Ｅｘｔ　ｍＲ（Ｋｎ，Ｆ）
故

Ｅｘｔ１Ｒ（Ｃ′ｍ－１，Ｆ）＝Ｅｘｔ　ｍＲ（Ｋｎ，Ｆ）＝０
由定理５知Ｃ′１，…，Ｃ′ｍ－１，Ｋｎ 是Ｘ－丁投射模．
４）１）因为Ｋｎ 是Ｘ－丁投射模，所以

Ｘ－ＤｐｄＲ（Ｍ）≤ｎ
结论得证．

定理７　设Ｍ 是具有有限Ｘ－丁投射维数的Ｒ－

模，且Ｘ－ＤｐｄＲ（Ｍ）＝ｎ，则Ｍ 存在满的Ｘ－丁投射预
覆盖φ：Ｇ→Ｍ．记Ｋ＝Ｋｅｒφ，则ｐｄＲＫ＝ｎ－１．

证明　因为Ｘ－ＤｐｄＲ（Ｍ）＝ｎ，所以存在正合列

０→Ｃｎ→…→Ｃ０→Ｍ→０，其中Ｃｉ 是Ｘ－丁投射模，

０≤ｉ≤ｎ．对Ｍ 作投射分解，存在正合列

０→Ｋ′→Ｐｎ－１
ｄｎ－
→
１

Ｐｎ－２ → … →Ｐ０ →Ｍ →０

其中Ｋ′＝Ｋｅｒ　ｄｎ－１，Ｐｉ是投射模，０≤ｉ≤ｎ－１．由引
理４可知，Ｋ′是Ｘ－丁投射模．根据Ｘ－丁投射模定
义，存在零调复形

… →Ｑ－１ →Ｑ０ →Ｑ１ → … →Ｑｎ－１ →Ｑｎ → …

使得有正合列０→Ｋ′→Ｑ０→Ｑ１→…→Ｑｎ－１→Ｇ→０，
其中Ｇ是Ｘ－丁投射模，Ｑｉ是投射模，其中ｉ＞０且是
整数．对任意Ｒ－模Ｆ∈Ｘ，用ＨｏｍＲ（－，Ｆ）作用保持
正合．因此存在同态Ｑｉ→Ｐｎ－１－ｉ，０≤ｉ≤ｎ－１，和同
态ｆ：Ｇ→Ｍ，交换图如图８所示．

于是可诱导出复形的链映射，如图９所示．

图８　交换图

Ｆｉｇ．８　Ｃｏｍｍｕｔａｔｉｖｅ　ｄｉａｇｒａｍ

图９　交换图

Ｆｉｇ．９　Ｃｏｍｍｕｔａｔｉｖｅ　ｄｉａｇｒａｍ

　　显然，映射锥０→Ｑ０→Ｑ１Ｐｎ－１→…→Ｑｎ－１
Ｐ１→ＧＰ０→Ｍ→０是正合的．令φ∶ＧＰ０→Ｍ，下
证φ是Ｍ 的Ｘ－丁投射预覆盖．因为Ｘ－丁投射模类
对直和封闭，所以ＧＰ０ 是Ｘ－丁投射模．因为Ｋ＝

Ｋｅｒφ，所以ｐｄＲ（Ｋ）≤ｎ－１，由于Ｘ－ＤｐｄＲ（Ｍ）＝ｎ，

故ｐｄＲ（Ｋ）＝ｎ－１．对任意Ｘ－丁投射模Ｃ′，ＥｘｔｉＲ（Ｃ′，

Ｆ）＝０．因此对正合列０→Ｋ→Ｐ０Ｇ→Ｍ→０，用

ＨｏｍＲ（Ｃ′，－）作用得正合列：

０→ ＨｏｍＲ（Ｃ′，Ｋ）→ ＨｏｍＲ（Ｃ′，Ｐ０ Ｇ）
ＨｏｍＲ（Ｃ′，φ

→
）
ＨｏｍＲ（Ｃ′，Ｍ）→０

并且ＨｏｍＲ（Ｃ′，φ）是满的，即φ是Ｍ 的Ｘ－丁投射预

覆盖．
推论４　设Ｍ 是具有有限Ｘ－丁投射维数的Ｒ－

模，且Ｘ－ＤｐｄＲ（Ｍ）＝ｎ．若存在短正合列０→Ｍ→
Ｈ→Ｇ→０使得ｐｄＲ（Ｈ）＝ｎ，则Ｇ是Ｘ－丁投射模．

证明　对ｎ分类讨论，有以下情形：
若ｎ＝０，即Ｘ－ＤｐｄＲ（Ｍ）＝０，则 Ｍ 是Ｘ－丁投

射模，由Ｘ－丁投射模定义，必然存在短正合列０
→Ｍ→Ｈ→Ｇ→０，其中 Ｈ 是投射模，所以ｐｄＲ（Ｈ）

＝０．
若ｎ＞０，由定理７，存在短正合列０→Ｋ→Ｇ′→

Ｍ→０，其中Ｇ′是Ｘ－丁投射模，Ｋ＝Ｋｅｒ（Ｇ′→Ｍ）且

ｐｄＲ（Ｋ）＝ｎ－１．对于Ｘ－丁投射模Ｇ′，存在短正合列
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０→Ｇ′→Ｐ→Ｇ→０，其中Ｐ是投射模，Ｇ是Ｘ－丁投射
模．考虑交换图，如图１０所示．

图１０　交换图

Ｆｉｇ．１０　Ｃｏｍｍｕｔａｔｉｖｅ　ｄｉａｇｒａｍ

因为ｐｄＲ（Ｋ）＝ｎ－１，且 Ｐ 是投射模，所以

ｐｄＲ（Ｈ）≤ｎ．
若ｎ＝１，ｐｄＲ（Ｋ）＝ｎ－１＝０，则Ｋ 是投射模，因

此ｐｄＲ（Ｈ）＝１．否则ｐｄＲ（Ｈ）＝０，则 Ｈ 是投射模即
为Ｘ－丁投射模，又因为Ｇ是Ｘ－丁投射模，由Ｘ－丁投
射模类是投射可解的，所以 Ｍ 是Ｘ－丁投射模，矛
盾．

若ｎ＞１，对于短正合列０→Ｋ→Ｐ→Ｈ→０，

ｐｄＲ（Ｈ）＝ｐｄＲ（Ｋ）＋１＝ｎ．
命题２　对任意Ｒ－模Ｍ 和Ｍ′，

Ｘ－ＤｐｄＲ（Ｍ Ｍ′）＝
ｍａｘ｛Ｘ－ＤｐｄＲ（Ｍ），Ｘ－ＤｐｄＲ（Ｍ′）｝

　　证明　设Ｘ－ＤｐｄＲ（Ｍ）＝ｍ，Ｘ－ＤｐｄＲ（Ｍ′）＝ｎ，
其中ｍ，ｎ均是整数且ｍ＜ｎ．分别对 Ｍ 和Ｍ′作

Ｘ－丁投射分解，有下列正合列：

０→０→０→ … →Ｇｍ →Ｇｍ－１ → … →
　　　Ｇ１ →Ｇ０ →Ｍ →０
０→Ｇ′ｎ→Ｇ′ｎ－１→ … →Ｇ′ｍ→Ｇ′ｍ－１→ … →
　　　Ｇ′１→Ｇ′０→Ｍ′→０

将上述两个正合列作直和可得正合列

０→Ｇｎ′→ … →Ｇｍ Ｇ′ｍ→ … →
Ｇ０ Ｇ０′→Ｍ Ｍ′→０

由于Ｘ－丁投射模类对直和封闭，所以Ｇ０Ｇ′０，…，

ＧｍＧ′ｍ是Ｘ－丁投射模．因此，

Ｘ－ＤｐｄＲ（ＭＭ′）＝ｎ
设Ｍ′是Ｎ 的直和项，只需证明Ｘ－ＤｐｄＲ（Ｍ′）≤

Ｘ－ＤｐｄＲ（Ｎ）即可．设Ｘ－ＤｐｄＲ（Ｎ）＝ｎ．对ｎ进行归纳
假设：当ｎ＝０时，由于Ｘ－丁投射模保持直和项封
闭，所以 Ｎ 是Ｘ－丁投射模．当ｎ＞０时，设 Ｎ＝
ＭＭ′，选取正合列

０→Ｋ′→Ｇ′→Ｍ′→０，０→Ｋ″→Ｇ″→Ｍ →０

其中Ｇ′，Ｇ″是投射模，Ｋ′＝Ｋｅｒ（Ｇ′→Ｍ′），Ｋ″＝
Ｋｅｒ（Ｇ″→Ｍ）．则有下列交换图，如图１１所示．

图１１　交换图

Ｆｉｇ．１１　Ｃｏｍｍｕｔａｔｉｖｅ　ｄｉａｇｒａｍ

由同调代数基本定理知，序列０→Ｋ′Ｋ″→
Ｇ′Ｇ″→Ｎ→０正合．因为Ｘ－ＤｐｄＲ（Ｎ）＝ｎ＞０，所以

Ｎ 不是Ｘ－丁投射模．由定理６可知：

Ｘ－ＤｐｄＲ（Ｋ′Ｋ″）＝Ｘ－ＤｐｄＲ（Ｍ）－１＝ｎ－１
因此，由假设归纳，Ｘ－ＤｐｄＲ（Ｋ′）≤ｎ－１．又因为短正
合列０→Ｋ′→Ｇ′→Ｍ′→０中Ｇ′是Ｘ－丁投射模，所以

Ｘ－ＤｐｄＲ（Ｍ′）≤ｎ．从而

Ｘ－ＤｐｄＲ（Ｍ′）≤Ｘ－ＤｐｄＲ（Ｎ）
结论得证．

命题３　设０→Ａ→Ｂ→Ｃ→０是短正合序列，若

Ａ，Ｂ，Ｃ中任意两个Ｘ－丁投射维数有限，则第三个
也有限．

证明　１）若Ｘ－ＤｐｄＲ（Ａ）≤ｎ，Ｘ－ＤｐｄＲ（Ｃ）≤ｍ，

ｍ≤ｎ．由命题１，对任意平坦模Ｑ，有

Ｅｘｔ　ｎ＋ｉＲ （Ａ，Ｑ）＝Ｅｘｔ　ｎ＋ｉＲ （Ｃ，Ｑ）＝０，ｉ≥１
用ＨｏｍＲ（－，Ｑ）作用正合列０→Ａ→Ｂ→Ｃ→０，由长
正合序列定理，有

… →Ｅｘｔ　ｎ＋１Ｒ （Ｃ，Ｑ）→Ｅｘｔ　ｎ＋１Ｒ （Ｂ，Ｑ）→
Ｅｘｔ　ｎ＋１Ｒ （Ａ，Ｑ）→ …

从而Ｅｘｔ　ｎ＋ｉＲ （Ｂ，Ｑ）＝０，ｉ≥１．因此，Ｘ－ＤｐｄＲ（Ｂ）≤
ｎ，即Ｂ的Ｘ－丁投射维数有限．

２）若Ｘ－ＤｐｄＲ（Ａ）≤ｎ，Ｘ－ＤｐｄＲ（Ｂ）≤ｍ，ｍ≤
ｎ．

３）或Ｘ－ＤｐｄＲ（Ｂ）≤ｎ，Ｘ－ＤｐｄＲ（Ｃ）≤ｍ，ｍ≤
ｎ．

２）、３）证明类似于１），分别可知Ｃ与Ａ 的Ｘ－丁
投射维数有限．结论得证．

定理８　若 ＧＸ－Ｄｐｄ（Ｒ）＜∞，则（Ｘ－ＤＰ（Ｒ），
（Ｘ－ＤＰ（Ｒ））⊥）是完备遗传余挠对．

证明　显然Ｘ－ＤＰ（Ｒ）⊥（（Ｘ－ＤＰ（Ｒ））⊥）．下
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证⊥ （（Ｘ－ＤＰ（Ｒ））⊥ ）Ｘ－ＤＰ （Ｒ）．设 Ｒ－模 Ｍ∈
⊥（（Ｘ－ＤＰ（Ｒ））⊥），则Ｅｘｔ１Ｒ（Ｍ，Ｎ）＝０，其中Ｒ－模Ｎ
∈ （Ｘ－ＤＰ（Ｒ））⊥．因 为 ＧＸ－Ｄｐｄ（Ｒ）＜ ∞，所 以

Ｘ－ＤｐｄＲ（Ｍ）＜∞．由定理７知，存在正合列０→Ｋ→
Ｇ→Ｍ→０，其中Ｇ 是Ｘ－丁投射模并且ｐｄＲ（Ｋ）≤
Ｘ－ＤｐｄＲ（Ｍ）－１．又 因 为 投 射 模 是 平 坦 模，故

ｆｄＲ（Ｋ）≤Ｘ－ＤｐｄＲ（Ｍ）－１，进而ＥｘｔｉＲ（Ｇ，Ｋ）＝０．因
此，Ｋ∈（Ｘ－ＤＰ（Ｒ））⊥．由 Ｍ∈⊥ （（Ｘ－ＤＰ（Ｒ））⊥）知

ＥｘｔｉＲ（Ｍ，Ｋ）＝０，故正合列可裂，即ＧＭＫ．因为

Ｘ－丁投射模对直和项封闭，所以Ｍ 是Ｘ－丁投射模，
即Ｍ∈Ｘ－ＤＰ（Ｒ）．故（Ｘ－ＤＰ（Ｒ），（Ｘ－ＤＰ（Ｒ））⊥）是
余挠对．由Ｘ－丁投射模定义知ＥｘｔｉＲ（Ｍ，Ｋ）＝０，所
以

ＥｘｔｉＲ（Ｘ－ＤＰ（Ｒ），（Ｘ－ＤＰ（Ｒ））⊥）＝０
因此，（Ｘ－ＤＰ（Ｒ），（Ｘ－ＤＰ（Ｒ））⊥）是遗传余挠对．对
于 正 合 列 ０→ Ｋ →Ｇ → Ｍ →０，其 中 Ｋ ∈
（Ｘ－ＤＰ（Ｒ））⊥，Ｇ 是Ｘ－丁投射模．由完备余挠对定
义，（Ｘ－ＤＰ（Ｒ），（Ｘ－ＤＰ（Ｒ））⊥）是完备遗传余挠对．
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