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摘要 ： 该文研究具有 Ｒｉｅｍａｎｎ－Ｌ ｉｏｕｖ ｉ ｌ ｌｅ 时间分数阶导数的 Ｒａｙｌｅ ｉｇｈ
－ Ｓ ｔｏｋｅｓ 方程未知源识另 ［ ｜

问题 ． 首先证明这个问题是不适定的 ， 并应用分数阶 Ｌａｎｄｗｅｂｅｒ 正则化方法求解此反问题 ．

基于条件稳定性结果 ， 在先验和后验正则化参数选取规则下 ， 分别给出精确解与正则解之间的

误差估计 ． 最后通过数值例子说明此方法求解此类反问题的有效性和可行性 ．

关键词 ： Ｒａｙ ｌｅ ｉｇｈ
－Ｓｔｏｋｅｓ 方程 ； 反问题 ； 识别源项 ； 分数阶 Ｌａｎｄｗｅｂｅｒ 迭代正则化方法 ．
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１ 引言

设 〇 ￡ 股
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（
３ ＝ １

，

２
，

３
） 是
一个凸多面体区域 ， 其边界为 如 ，

了 ＞ ０ 为 固定时间 ． 本文考

虑一个广义的 Ｒａｙｌｅ ｉｇｈ
－Ｓｔｏｋｅｓ 流体分数阶导数模型
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其中 ７
＞０ 是常数 ， 是定义在 Ｌ

２

（卬 上的初始数据 ， 符号 《埤 表示阶数为 ａ
（
０＜ａ＜１

）

的 Ｒ ｉｅｍａｎｎ－Ｌ ｉｏｕｖｉｌ ｌｅ 分数阶导数
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在问题 （
１ ． １

） 中 ， 当 ／ （
〇０ 已知时 ，

此问题是一个正 问题 ． 如果 ／⑷ 是未知的 ，
此问题

就是一个反问题 ． 这时 ， 需要使用附加条件 去识别未知源项 ／ （
〇 ；

）
． 然而 ， 在

实际问题中 ， 只能通过测量得到 ． 因此 ， 假设精确数据函数 ３ （４ 和测量数据函数
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）

其中 Ｈ Ｉ

表示 范数 ，
５＞０ 表示测量误差 ．

近年来 ， 两级加热流体 ：Ｒａｙｌｅ ｉｇｌｉ
－Ｓｔｏｋｅｓ 问题 Ｗ 在描述聚合物溶液等非牛顿流体力学方

面起着重要作用 ， 引起许多研究者的广泛关注 ． 关于 Ｒａｙｌｅ ｉｇｈ
－ Ｓｔｏｋｅｓ 问题的正问题 ，

已得到

很多研究成果 ． 文献
［

２
］
中 ， 作者利用 Ｆｏｕｒ ｉｅｒ 系数变换和分数阶 Ｌａｐ ｌａｃｅ 变换求解 Ｒａｙｌｅｉｇｈ

－

Ｓｔｏｋｅｓ 问题的精确解 ． 文献
［

３
］
讨论了 广义 Ｒａｙｌｅ ｉｇｌｉ

－Ｓｔｏｋｅｓ 问题某些振荡运动的精确解 ，

给出 了无限平板振荡流的速度场和相应的解析表达式 ， 并用 Ｆｏｕｒ ｉｅｒ 正弦变换和 Ｌａｐ ｌａｃｅ 变

换确定了振荡压力梯度引起的振动 ． 在文献 Ｗ 中 ， 作者使用分数阶导数方法求解边界上

的 Ｒａｙｌｅ ｉｇｌｉ
－ Ｓｔｏｋｅｓ 问题 ？ 另外 ，

一些学者用数值方法研究了Ｒａｙ ｌｅ ｉｇｈ
－ Ｓ ｔｏｋｅｓ 问题 ． 文献

［

５
］

中 ， 作者利用隐式和显式差分数值方法 ， 得到了含有分数阶导数的二阶广义热流体 ：Ｒａｙｌｅｉｇｈ
－

Ｓｔｏｋｅｓ 问题的数值解 ． 文献
［

６
］
中 ， 对于具有 Ｒ ｉｅｍａｎｎ－Ｌ ｉｏｕｖ ｉ ｌ ｌｅ 分数阶导数的广义二阶流

体分数阶 ｓｔｏｋｅｓ 问题 ， 提出 了一种计算未知阶数的数值方法 ． 文献
［

７
］
中 ， 针对广义二阶流

体的 Ｒａｙｌｅ ｉｇｌｉ
－ Ｓｔｏｋｅｓ 问题 ， 提出 了一种在有界域 内有效的近似数值方法 ． 文献

［

８
］
中 ， 研究

了Ｒａｙｌｅｉｇｌｉ
－ Ｓｔｏｋｅｓ 第一问题的四阶空间精度数值方法 ． 文献

［

９ １ ０
］
中 ， 研究具有分数阶导

数的广义二阶热流体的 Ｒａｙｌｅ ｉｇｈ
－Ｓｔｏｋｅｓ 问题的数值解 ． 文献

［

１ １
］
中 ， 利用高阶差分格式和

Ｇａｌｅｒｋ ｉｎ 谱技术求解多时间分数阶偏微分方程 ， 提出一种基于时间有限差分格式的方法 ， 证

明离散方法的无条件稳定性和收敛性 ， 给出 Ｇａｌｅｒｋ ｉｎ 谱法的误差估计 ． 文献
［

１ ２
］
中 ， 作者给

出
一个高阶数值格式及其收敛阶 ， 并用它来求解时空分数阶扩散波方程 ， 同时证明该方法的

收敛性和无条件稳定性 ． 文献
［

１ ３
］
中 ， 作者详细介绍用无网格局部边界积分方程 （

ＭＬＢ ＩＥ
）

方法分析 ＦＧＭＳ 的瞬态传热问题 ． 在时域和空域采用最小二乘法 ． 最后 ， 作者得到一个广

义的 Ｓｙｌｖｅｓｔｅ ｉ

■ 方程 ， 而不是一些线性方程 ， 证明该方法在计算上是非常有效的 ． 文献
［

１４
］

中 ，
对于二维分数阶 Ｒａｙｌｅ ｉｇｌｉ

－Ｓｔｏｋｅｓ 问题
， 主要讨论高阶差分格式和径向基函数无网格法 ，

并对两种方法进行 比较 ． 证明差分格式的收敛性和稳定性 ， 以及该方法的高精度和高效率 ．

在实际 问题中 ， 大多数流体运动和运输过程都是分布参数 ， 其中模型方程中使用 的参

数 ， 如物理参数 、 源项 、 初始条件和边界条件等都是未知的 ． 通过实测数据识别这些未知参

数 ， 提出两级加热流体的 Ｒａｙｌｅ ｉｇｈ
－Ｓｔｏｋｅｓ 反问题 ． 根据 目前的研究现状来看 ，

Ｒａｙ ｌｅ ｉｇｈ
－ Ｓｔｏｋｅｓ

问题反问题的研究还是有限的 ． 文献
［

１ ５
］
中 ， 作者用带高斯随机扰动的滤波正则化方法来分

析 Ｒａｙｌｅ ｉｇｌｉ
－ Ｓｔｏｋｅｓ 反向 问题 ． 文献

［

１ ６
］
中 ， 作者用带高斯随机扰动的滤波正则化方法识别

Ｒａｙｌｅｉｇｈ
－ Ｓｔｏｋｅｓ 问题的未知源 ， 给出正则解与精确解之间的误差估计 ， 但正则化参数是通过

先验来选择的 ， 先验正则化参数依赖于未知的先验界 ． 文献
［

１ ７
］
中 ， 作者考虑 了一个带有控

制参数的扩散方程的反问题 ． 介绍 了几种识别控制参数的差分格式 ． 说明这些方法的无条件

稳定性 ， 并对 ＣＰＵ 时间进行了 比较 ． 最后给出 了数值实验的结果 ， 并说明了该反问题所需

的精度和 ＣＰＵ 时间 ．

在数学物理方程反问题领域中 ， 有许多处理此类问题的正则化方法 ． 例如 ， 简化的 Ｔ ｉｋｈｏｎｏｖ

正则化方法 ［

１ ８ １ ９
］

，

Ｔ ｉｋｈｏｎｏｖ 正则化方法 Ｐｍ ｉ

，
拟边界正则化方法 ［

２ ２ ２ ５
１

，
拟逆正则化方法

［

２６ ２７
］

， 改进的核方法 ［

２ ８ ２ ９
】

，

一种改进的正则化方法 ［

３０
】

，

Ｆｏｕｒ ｉｅｒ 正则化方法 ［

３ １ ３３
丨

，

Ｌａｎｄｗｅ ^

ｂｅｒ 迭代正则化方法 ［
３４
＿

３８
１

，
分数阶 Ｌａｎｄｗｅｂｅｒ 迭代正则化方法 等等 ．

本文利用分数阶 Ｌａｎｄｗｅｂｅｒ 迭代正则化方法研究分数阶 Ｒａｙｌｅ ｉｇｈ
－ Ｓｔｏｋｅｓ 方程未知源识

别 ． Ｋ ｌａｎｎ
，

Ｍａｓｓ 和 Ｒａｍ ｌａｕ 在文献
［

４０
］
中首次提出分数阶 Ｌａｎｄｗｅｂｅｒ 正则化方法 ． 文献
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［

４ １
］
中 ， 作者利用分数阶 Ｌａｎｄｗｅｂｅ ｉ

？

正则化方法处理一类算子方程反问题 ． 本文在先验和后

验正则参数选择规则下 ， 给出正则解与精确解之间的误差估计 ， 后验正则化参数只依赖于可

测数据 ， 而不依赖精确解的先验界 ． 通过数值例子 ， 发现分数阶 Ｌａｎｄｗｅｂｅｒ 正则化方法求解

这一类反问题 比 Ｌａｎｄｗｅｂｅｒ 正则化方法更有效 ．

本文组织结构如下 ． 第 ２ 节给出 问题 （
１ ． １

） 的不适定性和 问题 （
１ ． １

）
未知源识别的条件

稳定性 ． 在第 ３ 节 中 ， 利用分数阶 Ｌａｎｄｗｅｂｅｒ 正则化方法处理这个反 问题 ， 并得到先验和

后验收敛误差估计 ． 第 ４ 节通过数值算例证明 Ｌａｎｄｗｅｂｅｒ 正则化方法和分数阶 Ｌａｎｄｗｅｂｅｒ

正则化方法的有效性和可行性 ， 并对两种方法进行比较 ． 第 ５ 节给出本文的主要结论 ．

２ 问题 （
１ ． １

） 的不适定性分析和条件稳定性结果

在这一节 ， 主要讨论问题 （
１ ． １

） 的不适定性分析和条件稳定性结果 ． 在区域 上
， 分别

设 ｛
Ａ

ｒｊｆ＝ １ 和 ｛Ｘ ｒＪｔ ｉ 为
－Ａ 的特征值和特征函数 ， 并且满足
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｜ ｜

０ ＾
（
〇

）
：
＝

（Ｅ （
ｌ＋

（
Ａ？ ）

２

）

§
｜ （＾ Ｘｎ ）

２

）

＾

． （
２ － ３

）

ｎ＝ ｌ

根据文献
［

４２
］
的结果 ， 问题 （

１ ． １
） 存在唯

一

的解 ， 解的表达式如下
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利用附加条件 ｗ
〇
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，

Ｔ
）
＝
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） 式 ， 可得
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因此 ２
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ＶｎＵｎ ｛
Ｔ

）
＋
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其中 ＝

（Ｓ⑷ ， Ｘｎ⑷ ） 是 Ｆｏｕｒ ｉｅｒ 系数 ． 通过
（
２ ． ６

） 式 ， 可以得到 ／ （
〇 ；

） 的精确解如下
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其中 ｈ
＝ 如

－
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． 为 了分析问题的不适定性 ， 给出一些重要引理 ．

弓 丨
理 ２ ． １ ［

４２
］ 对于函数 如⑷ ，
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…

， 有下列性质 ？
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ｗｎ （

〇
）
＝１

，
０＜ｕｎ ｛

ｔ
）
＜１

，
ｔ＞０

；

ｂ
）
当 ｔ２０ 时 ， ⑷ 是完全单调的 ；

Ｃ
）ｊ〇

ｒ

 Ｉ

如⑷ ｜

ｄＴ＜
之 ，

Ｔ＞０ ？

弓 丨
理 ２ ． ２ ［

１ ６
丨 假设 ａｅ

（
〇

， 
１

） ，
对于任意的 ＊ｅ ［

ｏ
，

ｒ
］

， 均有如下估计成立

ｕｎ （
ｔ
）
＞

其中

Ｃ
（７ ， 

ａ
， 
Ａ

ｉ ）
＝

７ ｓｉｎ ａ７ｒ

ｓＴ
ｓ
ａ
ｄｓ

７
２
ｇ
２ａ

＋
＾

＋１

－

此外 ， 也有如下估计成立

［＼
ｎ ｛
Ｔ －

ｒ
）
Ａｒ ＞ ［

Ｔ
Ｃ＾ｈｒ

－

ＴＣ＾^
／ 〇 Ｊｏ

Ａｎ Ａｎ

因为当 ｎ—ｏｏ 时 ，

—〇〇
，
因此

ｊ

Ｔ
＾ （

ｙ ｒ
）
ｄｒ

—〇〇 ． 由公式
（

２ ． ７
） 可知 ， 沪⑷ 的微小变

化会引起 ／ （＃ 的 巨大变化 ． 因此 ， 问

°

题
（

１ ． １
）
是一个不适定 问题 ．

接下来 ， 将给出源项 ／⑷ 的条件稳定性的结果 ． 设 ／⑷ ⑶ 满足先验界条件

１

／０ １ １

＾
（
０

）
＝

（Ｅ ａ ＋＾ｎ ＾
Ｋ／＾ｎ ）

２

）

１

＜ ＾
， （

２ ＿ ８
）

其中 和 ｐ 均为正常数 ．

定理 ２ ． １ 假设先验界 （
２ ． ８

） 成立 ， 则条件稳定性结果如下

１ １
／ （

２ ：

）  
＜Ｃ

＇

ｌ
￡；
＾

｜ ｜

／ｌ
（
ｘ

） 

？＋５
，ｐ ＞ ０

，

其中 ＜＾
＝

（
１＾７

（７ ， 
ａ

， 
Ａ ｉ ） ）

由
．

证 通过
（
２ ． ７

） 式 ， 并且使用 Ｈ６１ｄｅｒ 不等式 ， 可以得到

ｌ ｌ
／ （

＾
） Ｈ

２
＝

｜

Ｅ

Ｅ

ｈｎ

Ｉ〇
ｕｎ ｛

Ｔ 
－

ｒ
）
ｄ７

４ ２ ｐ

Ｋ
＋ ２
 ■

Ｋ
＋ ２

Ｘｎ （
ｘ

）＝

^

Ｅ

ｈ
ｉ

（
２ ． ９

）

（
ｌ〇

ｕｎ （
Ｔ －

Ｔ
）
ｄＴ

＾

ｊ

ｈ
２

ｎ

＜

（
Ｉ〇

ｕｎ
｛
Ｔ 
－

ｒ
）
ｄｒ

＾ｎ＝ ｉ

＾

（ ／〇
ｕｎ （

Ｔ 
—

ｒ
）
ｄｒ

） ‘

ｉ
２ 、２，〇〇ｖｐ

ｔｌ
ｎ ＼Ｐ＋ ２

（ ７ ２ ＼Ｐ＋ ２

；； （細Ｕ （ｇ畔

Ｐ＋ ２

（
２ ＿ １ ０

）
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根据引理 ２ ． ２
， 可以得到

＜
Ａｎ

（ ／〇

Ｔ
ｕｎ （

ｒ －

ｒ
）
ｄｒ

）

ｐ＋ ２

 （ Ｊ〇
ｕｎ （

Ｔ 
－

ｒ
）
ｄｒ

）

２
＾ ＴＣ

ｉｌ

根据 （
２ ． ７

） ， （
２ ． ８

） 和 （
２ ． １ １

） 式 ， 有

“

 ｈ
ｉ ｈ

２

ｎ （＼ｎｙ

（
２ ． １ １

）

Ｅ
ｉ （／〇

Ｔ
ｕｎ （

Ｔ 
－

ｒ
）
ｄｒ

）

Ｐ＋ ２＾（ Ｊ〇
ｕｎ

（

Ｔ 
－

ｔ
）
Ａｔ

）

２

＝ Ｅ
ｎ＝ ｌ

ｏｏ

＜

‘ ｒｃ
（７ ，

ａ
，

Ａ
； Ｌ ）

１

１

Ｖ ＴＣ
（７ ，

ａ
，

Ａ ｉ ）

１ ＼ ｐ

）

Ｐ

Ｋ ｆｎ
＝

Ｅ－ Ｖ ｒ＾＾ Ａ
ｘ ）

）
＼＾ ｆｌ

（
１＋

（
Ｘｎ ）

２

）

２

ｆｎ

ＴＣ
－

（７ ，

ａ
，

Ａ
ｉ ）

，

Ｅ
２

．

（
２ ． １ ２

）

根据 （
２ ． １ ０

）
和

（

２ ＿ １ ２
）
式 ， 有

ｌ ｌ

／Ｗ Ｉ

２
＜

（ （

１
ｋ

＾ ２

ｒＣ
（７ ，

ａ
，

Ａ ！ ）
＞

ｏｏ

（
Ｅ ＾

）

ｐ

Ｐ＋ ２

、 ：ＴＣ＾Ｍ ）

＼

ｐ＋ ２

Ｅ＾
＼ ＼

ｈ
（
ｘ

）

＾＝ Ｃ
ｆ
Ｅ＾ ｈ

（
ｘ

） ＼ ＼

＾
，

其中式５
．

因此 ， 可以得到如下结果

｜ ｜

／ （
＾

） 
＜ （７１

＾＾
１ １＾ ）

＾
，Ｐ ＞ 〇 －

定理 ２ ． １ 证毕 ． ■

在下
一节 ， 首先引入 Ｌａｎｄｗｅｂｅｒ 迭代正则化方法 ， 得到 Ｌａｎｄｗｅｂｅｒ 迭代正则解 ， 然后

给出分数阶 Ｌａｎｄｗｅｂｅｒ 迭代正则解 ． 采用分数阶 Ｌａｎｄｗｅｂｅｒ 迭代正则化方法求解不适定问

题
（
１ ＿ １

）

．

３ 分数阶 Ｌａｎｄｗｅｂｅｒ 迭代正则化方法和收敛误差估计

在这一节中 ， 主要使用分数阶 Ｌａｎｄｗｅｂｅｒ 迭代正则化方法来解决不适定 问题 （
１ ． １

）
． 在

先验正则化参数选取规则和后验正则化参数选取规则的情况下 ， 得到精确解与正则解之 间

的收敛误差估计 ． 识别源项 ／ （
〇〇 可以转化为求解以下积分方程

｛
ＩＣｆ ） ｛

ｘ
）

：
＝

［

ｋ
｛
ｘ

， ＾ ） ｆ ｛＾
＝ｈ

（
ｘ

） ， （
３ ． １

）

其中

＝

ｏｏｒＴ

ｕ Ｕｎ
（
Ｔ 
－

Ｔ
）
ｄＴＸｎ

｛
ｘ

）Ｘｎ
（〇 －
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因为核函数 ＝＆
（£ ，

〇 ；

） ，
因此 ；ｃ 是一个 自伴算子 ？ 设 为反演源项问题 （

ｉ ． ｉ
） 的

Ｌａｎｄｗｅｂｅ ｉ

？ 迭代正则解 ． 使用积分方程 Ａ
＝

 （
Ｊ
－

ｄＣ ／ＱＡ＋来代替方程 ／ＣＡ
＝／Ｉ

， 就

可以得到下列迭代格式

／｛

＾
（
ｘＨ Ｏ

， ／｛

＾
（
ａＯ
ｓ

Ｃ
ｒ
－

ａ ／Ｃ ／Ｑ ／ｒ
Ｗ
＾

＋ ａｄＹａ ；

） ，

ｍ
＝ｌ

，

２
，

３
，

－ ． ．

， （
３ ． ２

）

其中 ／ 是一个单位算子 ，

ｍ 是迭代步数 ， 也被称为正则化参数 ，

ａ 表示松弛因子 ， 并且满

足 ０ ＜ ａ ＜ ＾ｐ 由于 Ｘ：
—个 自伴算子 ， 可以通过如下式子来表示 尺ｍ ：ｉ

２

（
Ｑ

）
—ｉ

２

（
ｆｉ

）

ｍ— １

？ｅｍ
＝ａ

ｆ 
（

＿ｒ
—

ａ ／Ｃ
＊

／Ｃ
）

ｆｃ
；Ｃ

＊

，ｍ
＝１

，

２
，

３
，

…

．

ｆｅ＝０

因此 ，
通过简单计算可得 ／！

＾
（
〇〇 的表达式如下

ｍ— １

／ｒ
＞

５

（
ｘ

）
＝

ｎｍｈ
５

｛
ｘ

）
＝

ａ
Ｅ （

＾ －ａＫ
＊

Ｋ
）

ｋ
Ｋ

＊

ｈ
ｓ

｛
ｘ

）

．

ｋ＝ ０

利用算子 ／Ｃ 的奇异值和 （
３ ． ２

） 式 ， 可得 Ｌａｎｄｗｅｂｅｒ 迭代正则解如下

， ＝ ｇ

１
（
１

７^ ；

（
ｒ

：；

）
ｄＴ

）

２

ｒ
＾ （

－
） ＞

Ｉ〇
ｕｎ （

Ｔ －

Ｔ
）
ｄｒ

其中 兄 ＝ 以⑷士⑷ ）
．

则含有测量误差 的分数阶 Ｌａｎｄｗｅｂｅｒ 正则解

广 ，加 ＝ ｇ

［

ｉ ｄ ？
（／０

ｒ
－

ｆ ＾
ｍ＼

ｉｘｎ ｛
ｘｌ

ｎ＝ ｉ Ｊ〇
ｕｎ （

Ｔ －

Ｔ
）
ｄｒ

含有精确数据的分数阶 Ｌａｎｄｗｅｂｅｒ 正则解

／
－

⑷ ＝ ￡
［

１
—

（
１
—

Ｊ
則

２

），丄⑷ ，

ｎ＝ ｌ Ｊ〇
Ｕｎ （

Ｔ Ｔ
）
ｄＴ

（
３ ． ３

）

（
３ ． ４

）

（
３ ＿ ５

）

其中 ｔｏ２１ 称为正则化参数 ，

０＜ａ＜
 （ ｊ

Ｔ
？ｎ （

ｒ＿ Ｔ
）
ｄｒ

）

２ ；｜０ 幺 １ 称为分数阶参数 ．

３ ． １ 基于先验正则化参数选取规则的收敛误差估计

定理 ３ ． １ 设 ／
？

，

５

（
；ｒ

） 为分数阶 Ｌａｎｄｗｅｂｅｒ 迭代正则解 ， 具体的表达式通过 （
３ ． ４

） 式给

出 ． 设先验界条件 （
２ ． ８

） 和假设 （
１ ． ２

） 成立 ． 选取正则化参数为 ｍ＝ ㈨ ， 其中

（
３ ＿ ６

）

则得到下列收敛误差估计

＼ ＼
ｆ
ｍ＾

（

－

）

－

ｆ （

－

） ＼ ＼

＜ Ｃ２Ｅ＾ ６＾
， （

３ ． ７
）

其中 Ｗ 表示小于或等于 ６ 的最大整数 ，
Ｃ２ ：

＝ （ ｒ ２
ａＣ ２

ｆ７ ，

ａ
，

Ａ
ｌ ）

）

ｇ

是正常数 ．

证 利用三角不等式可得
ｈ

｜ ｜

／
＾

（

－

）

－

／ （

？

） 
＜
 ｆ

ｍ
＇

Ｓ

（

－

）

－＋
 ｜ ｜

／
ｍ

（

－

）

－

／ （

－

） ｜ ｜

．

（
３ ＿ ８

）



Ｎｏ ＿ ２ 杨帆等 ： 识别 Ｒａｙｌｅｉｇｈ
－ Ｓｔｏｋｅｓ 方程源项的分数阶 Ｌａｎｄｗｅｂｅｒ 迭代正则化方法４３３

根据 （
１ ． ２

） 式 ， 可得

ｉ

／
ｍ

，

５

（

＿

）

－

／
ｍ

（

＿

） ｉ

２

Ｅ

［

１
￣

（
１
￣

ｙ
〇

Ｔ

；
：

（
ｒ ￣

；

）
ｄＴ

）

２

ｒ ｉ

＇

＾ （
ｘ

）

ｎ＝ ｉ／〇
ｕｎ （

Ｔ －

ｒ
）
ｄｒ

－

［

ｌ
－

（
ｌ
－

ｑ
（／〇

Ｔ
ｎｒａ

（

ｒ －

ｒ
）
ｄｒ

）

２

Ｈ ＾ ２

ｈ Ｉ^ ｕｎ （
Ｔ －

ｒ
）
ｄｒ

＂…⑷

ｇ

［

１
－

 （

１
－

，
、
：

（
ｒ

：

树 ）， ２

＜ｓｕｐ （
Ｃ２ （

ｎ
） ）

２
５
２

，

Ｉ〇
＾ｎ （

Ｔ 
￣

Ｔ
）
ｄＴ

ｎ＞ ｌ

其中 ：

＝ ［

１
￣

（
１
￣

ａ

ｊｆＭＩ
（
Ｔ ？Ｊ

＇Ｔ
）

２

ｒ ｉ

＇

－ 因为ｉ〇

Ｔ

Ｍｒ
－

Ｔ
）
ｄｒ是算子／Ｃ的奇异值 ， 并且

０＜ａ＜
ｕ＾ ｉｐ ，

因此０＜ａＵ。

７
１

ｗｎ （
Ｔ  Ｔ

）
ｄ ７

￣

）

２
＜１ ？ 根据Ｂｅｒｎｏｕｌ ｌ ｉ不等式 ， 可得

１
－

（

１
－

ａ
（ ｙ

＊

－

Ｔ
）
ｄｒ

））
＜Ｊ ｌ

－

（
ｌ
－

ａ
（
＾ Ｊ

ｕｎ （

Ｔ 
－

ｒ
）
ｄｒ

ｊ）

从而Ｃ
＊

２ （
ｎ

）￥ｖ
／＾

， 即

ｒ
Ｔ

＜ｙ／ａ／ｒｎＩｎｎ （

Ｔ 
—

ｒ
）
ｄｒ

，

Ｊｏ

｜ ｜

／
ｍ

，

（５

（

＊

）

－

／
ｍ

（

＊

） 
＜ｓｕｐ Ｃ２

（
ｎ

）
Ｓ＜ｙ／ａｍＳ ．

ｎ＞ ｌ

（
３ ＿ ９

）

由 （
２ ． ８

） 式 ， 可得

ｌ ｌ

／
ｍ

（

－

）

－

／ （

－

） Ｈ

５

Ｅ

Ｉ〇
ｕｎ （

Ｔ 
－

ｒ
）
ｄｒ

１

ｈｎＸｎ ｛
ｘ

）

Ｉ〇
ｕｎ （

Ｔ  ｒ
）
ｄｒ

＜

Ｅ
［ ［

１
－

（

１
－

５
＂ （

Ｔ－
）
ｄ－

）

２

）＾ －

１
］

＾ （
ｘ

）

ｎ＝ ｉ Ｊｏ
ｕｎ （

Ｔ Ｔ
）
ｄｒ

它
［ ［

！
－

（
！
－

？
（／〇

ｕｎ ｛
Ｔ －

Ｔ
）
６．Ｔ

）

２

）

ｍ

］

－

ｌ
］

＾ｘ（
ｘ

）

２

Ｊｏ
ｕｎ （

Ｔ  ｒ
）
ｄｒ

ａ
（ ｉ〇

ｒ

？ （
ｒ  Ｔ

）
ｄＴ

）

２

）

ｍ

， 、 、 ｈ 、 、 ｇ Ｌ ２

〉 ｊＴｆ （
入ｎ ）２

 （
＾ｎ ）

２
ｈｎＸｎ （

＾
）

ｎ＝ ｉｆ〇
ｕｎ （

Ｔ －

ｒ
）
ｄｒ

ｕｎ （
Ｔ －

ｒ
）
ｄｒ

）

２

ｒ （
Ｘｎ ） Ｈ ｘｎ ）

ｈｎ

Ｉ〇
Ｕｎ （

Ｔ 
－

ｒ
）
ｄｒ

＾ （
１
－

ａ
（ｆｕｎ （

Ｔ 
－

ｒ
）
ｄｒ

）

２

）

ｍ

（
Ａ？ ）

５
（
Ａ

ｒｉ ）

５
／ｒｉｘｎ （

ｘ
）

Ｘｎ （
ｘ

）

ｓｕｐ（ （
１
－

ａ
（

Ｊ^
ｕｎ （

Ｔ 
－

ｒ
）
ｄｒ

）

２

）

ｍ

（
Ａｎ ）

２

）

２

｜＋＼ｌ ）

＾
ｆｎＸｎ （

ｘ
）

＜

Ｘｎ ＞ ０

＜ｓｕｐ （
Ｃ３ ｛

Ｘｎ ） ）

２
Ｅ

２

，

入ｎ ＞ 〇
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其中 〇３ （
入？ ）

：

＝

（
１
－－

Ｔ
）
ｄＴ

）

２

ｒ （
Ａ？ ）

著
？

根据引理 ２ ． ２
，
有

设⑷ ：

＝

（

１
－

Ｔ
２

ａＣ

＞
ａ

＇

Ａ ｌ ）

）

ｍ

５ ｆ
，Ｓ ：

＝ Ａ？ ．

假设 ｓ 〇 满足 Ｈ
＇

（
Ｓ 〇 ）

＝０
， 可得

Ｓ ｏ

＇ Ｔ ２
ａＣ

２

 （７ ，Ａ
ｉ ）  （

４ｍ ＋
ｐ ） 、

ｉ

因此

Ｈ
（
ｓ

）
＜Ｈ

（
ｓ 〇 ）

＝

（

ｌ
－

Ｐ
ｒ

Ｔ ２
ａＣ

２

 （７ ， 
ａ

， 
Ａ

ｉ ）  （
４ｍ ＋

ｐ ） 
＼   ^

４ｍ ＋
ｐ ＞ Ｐ

＜
（ Ｔ ２

ａＣ ２

（７ ，

ａ
，

Ａ
ｉ ）

）—
＋ １

）

则

＼

ｒ （

．

） ｆ ｛

．

） ＼ ＼

＜ ｓｕ

ｉ〇

Ｃ３ （
ｎ

）
Ｅ ＜ Ｈ

｛
ｓ

）
Ｅ ＜

（間； ，

Ｑ
，

Ａ
ｉ

）

）

§

—
＋ １

）
七 ．

结合 （
３ ． ６

） ， （
３ ． ８

） ，（
３ ． ９

） 与 （
３ ． １ １

）
式 ， 可得

＼ ＼

ｆ
ｍ

＇

Ｓ

｛

－

） ｆ （

－

） ＼ ＼

＜ Ｃ２Ｅ＾ ６＾
，

其中Ｃ２
＝＋

（＾ａＣ Ｓ

＾ ．

ａ＾ ｉ ）
） 

４
 ？ 疋理３ ． １证毕 ？

３ ． ２ 基于后验正则化参数选取规则的收敛误差估计

在这一节 ， 主要考虑 Ｍｏｒｏｚｏｖ 不一致原理 ［

４３
１ 作为后验正则化参数选取规则 ，

后验正则化参数选取规则下的收敛误差估计 ．

假设 ｔ ＞ １ 是一个固定的常数 ． 后验正则化参数选取规则如下 ： 当满足

＼ ＼

ＩＣｒ ＇

ｓ

（

－

）

－ ｈ
ｓ

（

－

）

＜ ＴＳ

的 ｍ
＝

ｍ⑷ ｅ第一次出现时 ，
迭代停止 ， 其中 ／ｉ

５

＞是常数 ．

弓 ｜理 ３ ． １ 令 ｐ （
ｍ

）
＝

 ｜ ｜

／Ｃ尸 ，乂 ）
Ｍ

（

．

） ， 可以得到如下性质 ．

ａ
）ｐ （

ｍ
） 是
一个连续函数 ；

ｂ
）ｌｉｍｐ （

ｍ
）
＝

 ＼

ｈ
ｓ

］

ｍ—０

ｃ
） ｌ ｉｍｐ （

ｍ
）
＝０

；

ｍ ＞＋ 〇〇

ｄ
）
对于任何 ｍｅ（

０
，

＋ 〇〇
） ， ／

９
（
ｍ

） 是
一个严格单调递减的函数 ？

证 根据 ｐ （
ｍ

） 的表达式

ｐ （
ｍ

）

＝ ｕｎ ｛
Ｔ －

ｒ
）
ｄｒｆｒｆ

－

ｌｆ ｛
ｈ
ｉｆ

）

２

可以看出 ，
四个性质显然成立 ． 引理 ３ ． １ 证毕 ．

注 ３ ． １ 根据引理 ３ ． １ 可知 ，
通过

（
３ ． １ ２

）
式选取的 ｍ 是唯一的 ．

（
３ ． １ ０

）

（
３ － １ １

）

Ｉ

并给出在

（
３ ＿ １ ２

）
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弓 丨
理 ３ ． ２ 假设先验界条件 （

２ ． ８
） 和假设 （

１ ． ２
） 成立 ． 对于固定的 Ｔ＞１

， 如果通过 Ｍｏｒｏｚｏｖ

不一致原理 （
３ ． １ ２

） 式选取正则化参数 ， 那么正则化参数 ｍ 
＝

ｍ〇５
） 需要满足如下表达式

ｍ＜
ｐ
＋ ２

丨

） （占产 （ｆ产
证 因为 ｜

１
－ 根据 （

１ ． ２
）
式 ， 有

（
３ ． １ ３

）

ｒＳ＜
 ＼

ＪＣｆ
ｍ ｈ ｓ

＜

＜

ｈ
Ｓ
＝ＭＴ －

ｒ
）
ｄｒ

）

２

ｒ ｒ －

ｌ
）＾Ｘｎ （

ｘ
）

ｎ＝ ｌ Ｊ 〇

ｆ； （ （
ｌ
－

（
１
－

ａ
（
ｆ

Ｔ

ｕｎ （
Ｔ 
－

＾ ｄｒ
）

２

）

— １

）

－

ｌ
）
ｈ

ｓ

ｎＸｎ （
ｘ

）

ｎ＝ ｌ

ｏｏ

－

ａ
（

／ｕｎ （
Ｔ 
－

ｒ
）
ｄｒ

）

２

）

ｍ
＿

１

（
／ｉ
＾

－

ｈｎ ）ｘｎ （
ｘ

）

＝ ｉ
＊＾ 〇

ｏｏ ／ ．Ｔ

Ｅ （

１
－

ａ
（／ｗｎ （

ｒ 
－

ｄｄｒｎ
ｍ—

ｌ ｘｎ⑷
ａ九

ｏｏ

 ｐ
Ｔ

＜ ＜Ｊ ＋ＪＺ （
１ ａ

（

，ｕｎ （Ｔ  ｒ
）
ｄｒ

）

２

）

ｍ １

／ｉ
ｒｉｘ ７ｌ （

ｘ
）

则

根据 （
２ ． ８

） 式 ， 有

ｒＳ＜Ｓ ｙ＾ （
ｌ ａ

（
／ｕｎ ｛

Ｔ  Ｔ
）
ｄＴ

）

２

）

ｍ １

ｈｎＸｎ ｛
ｘ

） （
３ ． １ ４

）

＜

５３ （
１
￣

ａ
（ ｆｕｎ （

Ｔ 
－

ｒ
）
ｄｒ

）

２

）

ｍ １

／ｉ？Ｘｎ （
ａ ：

）

ｎ＝ ｌＪ 〇

ｙ＾ （
ｌ ａ

（ ｆＷｎ （
Ｔ  ｒ

）
ｄｒ

）

２

）

ｍ １

ｆｗ？ （
Ｔ  ｒ

）
ｄｒ

（
Ａｎ ）

２

（
Ａｎ ）

２

／？ｘ？ （
ｘ

）

ｎ＝ ｌＪ 〇 Ｊ 〇

＾ （
１ ａ

（
［

ｕ？ （
Ｔ  ｒ

）
ｄｒ

）

２

）

ｍ
＿

１

ｆｕｎ （
Ｔ  Ｔ

）
ｄＴ

（
Ｘｎ ）

￣

＾
 （
１＋

 （
Ｘｎ ）

２

）

＾
ｆｎＸｎ ｛

ｘ
）

＜ｓｕｐ Ｃ４ （
Ａｎ ）

五
，

ｎ＞ ｌ

（
３ ． １ ５

）

其中Ｃ４ （
Ａｎ ）

：

＝

（
１ ｗ？ （

ｒ  Ｔ
）
ｄｒ

）

２

）

ｍ １
Ｔ

）
ｄＴ

（
Ａ？ ）

５
．

根据引理 ２ ． １ 和引理 ２ ． ２
， 可得

ｃ４ （
Ａ？ ）

＜
（

ｉ
－
ｒ

２
ａＣ

（

２

Ａ

（

ｙ
’

Ａ
ｌ ）

厂
１

⑷
－

（ ｉ ＋ １
）

．

令⑷ ：

＝

（

１
—

Ｔ＾Ｃ
＾

，

ａ
，

Ａ １ ）

）

ＴＯ ｌ

５
（ ｆ 

＋ 

１
）

）ｓ ：

＝ 、 ？

根据 Ｊ
（
Ｓ

） 的表达式 ， 有

Ｔ
７

⑷ ＝

（
ｍ
－

１
）

（

１
—
ｒ ２

ａＣ
，２

＾

，

ａ
，

Ａ
ｌ ）

）

ｍ ２

＿

（

｜

＋１
）
ｓ

－

（ Ｓ ＋Ｄ
－

ｉ
．

（

ｉ
＿厂 ＇
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假设 Ｓ
ｌ 满足 ／

（
Ｓ

ｌ ）
＝〇

， 可得

（
ｍ
＿

１
）

（

１
＿
Ｔ ２

ａＣ
， ２

＾

，

Ｑ ！

，

Ａ ｌ ）

）

ＴＯ ２

． ２Ｔ
２

ａ （７
２

（７ ，

ａ
，

入士广 巧 十 １
）

－

（ ？
＋ｉＫ

ｓ
ｉ

—

（ ｆ ＋ ｉ
）

—

ｉ

（ １Ｔ
＊

ｃｔＣ （＾ ，

０ １＾ １
）

^ ｍ １

２
（
ｍ 
－

ｌ
）
Ｔ

２

ａＣ
２

（７ ， 
ａ

， 
Ａ

ｉ ）
ｓ
ｆ

２
＝

 （

｜

＋１
）

＾＃

ｓ
？
＝

＾

４ ｒｎ

＾
２

＾
２
ａＣ

２

（７ ）

ａ Ａ
ｉ ） ）

ｓ
ｉ

’ Ｔ
＊ ２
ａＣ２

（７ ，

ａ
， 
Ａ

ｉ ） （

４ｍ ＋
ｐ
—

２
）

、

、ｐ 
＋ ２ ＞

因此

咖 ）

＝

（

丨
－ ＾＾ｒｒ

ａｃ２

ｍ
）

ｒ
＋ ｐ ２

）广
＜

４ｍ ＋
ｐ

２ ／Ｖｐ ＼ ２

Ｖ
， ２Ｔ ２

ａＣ２

（７ ，

Ｑ ；

，

Ａ ｉ ）
／

Ｐ
＋ ２ 、

Ｐ＋ ２

ｍ

根据 （
３ ． １ ５

） 和 （
３ ． １ ６

） 式 ， 有

５＾ （
１
－

ａ
（

／ｕｎ （
Ｔ 
－

ｒ
）
ｄｒ

）

２

） ）

ｍ
＿

１

／ｉｎｘｎ （
ｘ

）

ｎ＝ ｌ７ 〇

＜ ｓｕｐ Ｃ４ （
ｎ

）
＾ ＜ ／

（
Ｓ

ｌ ）
＾ ＜

（ ２ｒＣ ，

Ａ
ｉ ）

Ｐ＋ ２

ｍ

结合 （
３ ． １ ４

） 和 （
３ ． １ ８

） 式 ， 可得

４＇Ｅ！
、４

＾＋ ２／ －Ｃ／ ＼ｐ＋ ２

引理 ３ ． ２ 证毕 ．

引理 ３ ．３ 根据 （
１ ． ２

） 和 （
３ ． １ ２

） 式 ， 有

证

ｍｒ （

－

） ｆｍ ＜
（
ｒ ＋ ｉ

）
６ ．

ｆ； （ ［

ｌ
－

 （
１
－

ａ
（
［

Ｔ

ｕｎ （
Ｔ 
－

ｒ
）
ｄｒ

）

２

ｒｆ

￣

ｌ
）ＫＸｎ ｛

ｘ
）

ｎ＝ ｌ

ｆ；
（ ［

ｌ
－

 （
１
－

ａ
（
［

Ｔ

ｕｎ （
Ｔ 
－

ｒ
）
ｄｒ

）

２

ｒｆ

－

ｌ
） （
ｈｎ

－

ｈ
ｓ

ｎ ）Ｘｎ （
ｘ

）

ｎ＝ ｌ

＋
ｆ；

（ ［

ｌ
－

 （

１
－

ａ
（
ｆ

Ｔ

ｕｎ
（

Ｔ 
－

ｒ
）
Ａｒｆｒｆ

－

ｌ
）
ｈ
ｓ

ｎＸｎ ｛
ｘ

）

（
３ ． １ ６

）

（
３ ． １ ７

）

（
３ ． １ ８

）

Ｉ

（
３ ． １ ９

）
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＜
２^ （

１
－

ａ
（ｕｎ （

Ｔ 
－

ｒ
）
ｄｒ

）

２

） ）

ｍ

（
／ｉｎ

－

ｈ
ｓ

ｎ ）ｘｎ （
ｘ

）

＝ １

ｆ；
（ ［

ｌ
－

 （
１
－

ａ
（

ｊ
＼ｎ （

Ｔ 
－

Ｔ
）
ｄｒ

）

２

ｒｆ

－

ｌ
）＾Ｘｎ （

ｘ
）

＜
（
ｒ＋ １

）
５ ．

（
３ ． ２０

）

引理 ３ ． ３ 证毕 ． ■

定理 ３ ． ２ 设 是 （
３ ． ４

） 式给定的 问题 （
１ ． １

） 的分数阶 Ｌａｎｄｗｅｂｅｒ 迭代正则解 ． 设

先验界条件 （
２ ． ８

） 和假设 （
１ ． ２

） 均成立 ． 如果正则化参数 ｍ
＝

ｍ
（
５

） 的选取规则满足 Ｍｏｒｏｚｏｖ

不一致原理
（
３ ． １ ２

） ， 则得到如下误差估计

ｌ ｌ

／
ｍ

＇

５

（

－

） ／ （

－

） ｌ ｌ （
３ ． ２ １

）

其中 ＆ ：

＝

（ ２ｒ ２Ｕ
１

（古 ）

為
＋＋１

） 

Ａ 是正常数 ．

证 利用三角不等式可得

＼

ｆ
ｍ

＇

５

（

－

）
＜

 ｆ
ｍ

＇

Ｓ

（

－

） ｆ
ｍ

（

－

） ＼ ＼
＋

 ／
ｍ

（ ０ ／ （

－

）
－ （

３ － ２ ２
）

根据引理 ３ ． ３ 和
（
３ ． ９

）
式 ， 可得

｜ ｜

／
＾

（

－

）

－

／
－

（

－

） ｜

＜＾ ＜
（ ２ｒ ２ｃ

Ｐ

２

（； ，

２

ａ
，

Ａ
ｉ ）

）

＊

（占产说诗．

（
３ － ２ ３

）

利用先验界条件 （
２ ． ８

） ， 有

ｌ ｌ

／
ｍ

（ ０ ／ （

？

） ｜ ｜

＾
（
〇

）
＝￡ （

Ａ？ ）

５
 ［ ［

１
（

１ ａ
（

［

Ｔ

ｕｎ （
Ｔ  ｒ

）
ｄｒ

）

２

ｒｆ
ｌ

］ ｆｎＸｎ （
ｘ

）

ｎ＝ ｌ

ｏｏ

＜＾ （
１＋

（Ｋ ）

２

）

＾
ｆｎＸｎ （

ｘ
）＜Ｅ ．

ｎ＝ ｌ

此外 ， 根据定理 ２ ． ３ 和 引理 ３ ．４
， 有

ｌ ｌ
／
ｍ

（ ０ ／ （ Ｏ ｉ ｌ
＜Ｃ

ｉ （
ｔ＋１

）

＾Ｅ＾ ８＾ ． （
３ ． ２４

）

结合 （
３ ． ２ ２

） ， （
３ ． ２３

） 和 （
３ ． ２４

） 式 ， 可得

＼ ＼

ｆ
＾ ｓ

（

．

）

－

ｆ （

．

） ＼ ＼

＜ Ｃ５Ｅ＾ Ｓ＾
，

其中 Ｇ
＝

（府
志 ＋邮 ＋ １

）

忐
．

定理 ３ ＿ ２ 证毕 ． ■

４ 数值例子

在这一部分 ，
通过几个数值例子来证明 Ｌａｎｄｗｅｂｅｒ 迭代正则化方法和分数阶 Ｌａｎｄｗｅｂｅｒ

迭代正则化方法的有效性和可行性 ．
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设 Ｑ＝
（
０

，

１
） ，

Ｔ ＝１ ． 首先 ，
通过解决正 问题 （

４ ． １
） 来确定终止数据

ｄ
ｔｕ （

ｘ
，

ｔ
）

－＝

ｆ （
ｘ

） ，
ｘＧ（

０
，

１
） ，ｔＧ（

０
，

１
） ，ａＧ（

０
，

１
） ，

ｗ
（
０

，

ｔ
）
＝ｕ

（
ｌ

，

ｔ
）
＝

０
？

＜

ｕ
（
ｘ

， 
０

）
＝ ＾ｐ （

ｘ
） ，

ｕ
｛
ｘ

，

ｌ
）
＝

ｇ ｛
ｘ

） ，

其中 ／ （
０；

） ， ＃ （
０；

）
是给定的 ．

其次 ， 利用有限差分法离散问题 （
４ ． １

）
． 此外 ， 介绍 了两种离散格式 ， 即后 向差分格式

（
ＢＤ

） 和 Ｃｒａｎｋ－Ｎ ｉｃｏ ｌｓｏｎ 差分格式 （
Ｃ－Ｎ

） ，
这两种离散格式都是无条件稳定的 ． 定义

ｔｋ
＝ｋＡ ｔ

（
ｋ＝０

，

１
， 

？  ？  ？

， 
Ｎ

） ，Ｘ
ｉ
＝

ｉＡｘ
（
ｉ＝０

，

１
，

？  ？  ？

， 
Ｍ

） ， （
４ ． ２

）

其中 Ａｆ＝ 秦 时间方向的步长 ，

Ａｚ
＝

盖 是空间方向的步长 ．

首先给出 ＢＤ 迭代格式 ． 第一步 ， 利用 Ｇ ｒ ｉｉｎｗａｌｄ－Ｌｅｔｎｉｋｏｖ 公式离散 Ｒｉｅｍａｎｎ－Ｌ ｉｏｕｖ ｉ ｌ ｌｅ

算 ；子 ［

４５
］

－

ｊ ［
ｔ ｋ ／ｈ ］

§ｄ＾ｕ （
ｘ

，

ｔ
） ＼

Ｘ
ｉ ，

ｔ ｋ

＝

Ｔ  ２^
＾

ｊ

ａ
）

＾ ｉ ＾ ｋ ｊｈ ）０
（
ｈ
ｑ

） ， （
４ ． ３

）

ｊ
＝〇

其中 表示 认
／

Ｚｉ 的整数部分 ， 是生成函数 ｔｕ
（
ｚ

，

ａ ；

）
＝

ｐ的系数 ．

ｊ
＝〇

在
（

４ ＿ ３
）
式中 ， 当 ｇ

＝１ 并且 ＝

（
１ 
—

ｚ
）

ａ 时 ， 它被称为简化的 Ｇ ｒ ｉｉｎｗａｌｄ－Ｌｅｔｎｉｋｏｖ

公式 ［

４５
］

． 在这种情况下 ，
通常用递推公式

Ｊ
＝

（
１
——

厂 

ｈ－

１ （
４ ． ４

）

来计算系数 ＝

 （
ｉｙ

（
尸

）

．

如果 ／ｉ
＝Ａ ｔ

，
方程 （

４ ． ３
） 可用 网格点

＾ｄｆｕ ｛
ｘ

，

ｔ
） ＼

Ｘ
ｉ ，

ｔ ｋ

＝ ＋ ０
（
Ａ ｔ

） （
４ ． ５

）

ｊ

．

＝〇

计算的 来表示 ．

第二步 ， 需要使用反向差分公式来离散微分算子

ｄ
ｔ
ｕ

（
ｘ

，

ｔ
） Ｘ

ｉＭ
＾

Ｕ
ｉ

＾ ＋ Ｏ
（
Ａ ｔ

） （
４ ． ６

）

与

ｄｘ ｘ ｕ ｛＾ ｔ
） ＼

ｘｕ ｔ ｋ

＝
心 －

二
＋‘ １

＋ Ｏ
（
Ａｘ

）

２
． （

４ ． ７
）

根据 （
４ ． ５

） （
４ ． ７

） 式 ， 可以得到问题 （
４ ． １

） 的 ＢＤ 迭代形式 ， 表达式如下

ｋ

４
＝

４
—

１

＋＋
Ｍ２办广 

＋
九ｆｃ

＝１
，

２
，

… ．

，

ＡＴ
，ｉ＝１

，

２
，

… ？

，风 （
４ ． ８

）

ｊ
＝ 〇

其中 辦 ：

＝ Ａ＂ （
Ａａ ；

）

２

，＂２ ：

＝

７ （
Ａ ｉ

）

１
＿ Ｑ

７ （
Ａｘ

）

２

与 ：

＝
ｕ

ｆ＋ １

－＋ ｕ
ｆ
Ｌｐ

＊ ｅ
（
０

，

ｌ
） ，

ｘＧ
（
０

，

１
） ，

ｘｅ
（
０

，

１
） ，

（
４ － １

）
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接下来 ， 将给出 问题 （
４ ． １

） 的第二种迭代格式 ， 即 Ｃ ｒａｎｋ－Ｎ ｉｃｏ ｌｓｏｎ 迭代方法 ． Ｃ ｒａｎｋ－

Ｎ ｉｃｏ ｌｓｏｎ 迭代法具有二阶精度 ． 因此 ， 对于 ｉｅ ［

０
，

Ｔ
］

， 可以在节点 和 Ｃ／ｎ 之间进行线性

插值 ． 根据文献
［

４６
］ ， 可以得到 问题 （

４ ． １
） 的 Ｃ ｒａｊａｋ－Ｎ ｉｃｏ ｌｓｃｍ 迭代格式如下

ｈ
ｉ
ｕ＾

１
－

４ ）

－

ｐ ｛
ｕ＾ｌ

－

２
＾
ｆｅ＋ １

＋ ｕ＾ｌ ）

－－

２ｕ＾ｌ
＋ ｕ＾ ）

＝

ｆｕ （
４ ． ９

）

ｉ＝ ０

其中 友 ＝ １
，

２
，

…

，

ｉＶ
—

１
，

ｉ＝ｌ
，

２
，

…

，

Ｍ
—

ｌ
，

／ｉ
＝ 去 ， ｐ

＝

（
Ａ＾

）

２ ， ｑ
＝

（
Ａ ｆ

）

？ Ｉ
（
Ａ ａ ：

）

２与４
）
＝ 工

，

采用 ＢＤ 迭代法和 Ｃｒａｎｋ－Ｎ ｉｃｏｌｓｏｎ 迭代法 ， 用 ＭＡＴＬＡＢ 软件编程运行 ， 可以得到函数

５ ，
就可以解决一个反问题 ．

最后 ， 通过如下表达式得到 Ｌａｎｄｗｅｂｅｒ 正则解

ｍ—

１

／ｒ
’

５
＝

ａ Ｅ （
Ｊ －ａＫ

＊

Ｋ
）

ｋ
Ｋ

＊

ｇ
５

，

ｋ＝ ０

通过如下表达式得到分数阶 Ｌａｎｄｗｅｂｅｒ 正则解

ｍ— １

ｆ
ｍ

＾

ｓ
＝

ａ ２^ （
Ｉ －

（

Ｉ －ａＫ
＊

Ｋ
）

ｋ

）

０
ｌＣ ｇ

ｓ

，

ｋ＝０

其中ｉ ｉ ．

在实际应用 中 ， 数据 只能通过测量得到 ． 这样 ， 就会产生一定的测量误差 ． 在数值模

拟 中 ， 对数据 ３ 加上随机扰动 ， 通过随机扰动产生噪声数据 Ｖ ， 即

ｇ
ｓ
＝

ｇ
＋ ￡

■

ｒａｎｄｎ
（
ｓ ｉｚｅ

（ｇ ） ） ，

其中函数 ｒａｎｄｉｉ
（ 〇 表示生成平均值为 ０ 且方差为 １ 的随机数 ，

ｅ 表示相对误差 ． 绝对误差

６ 表示为

Ｍ ＋ １

Ｍ＋ １

Ｊ２ （９ｉ

■

ｇｆ ）

２
－

为 了验证数值解的准确性 ， 使用 以下方法计算相对均方根误差

ｖ （ｆ ）

＾ ｉ １

＊

—

ｉ

１
／
２

其中 ｎ 表示测试点的总数 ．

先验正则化参数是建立在精确解的光滑条件上的 ， 这在实际 问题中是很难给出 的 ． 下

面的例子基于后验正则化参数选择规则 （
３ ． １ ２

） 来验证 Ｌａｎｄｗｅｂｅｒ 迭代正则化方法和分数阶

Ｌａｎｄｗｅｂｅｒ 迭代正则化方法的有效性和稳定性 ．

通过简单计算 ， 在式 （
２ ． １

） 中 ， 对于 ｎ
＝１

，

２
，

…

， 可以得到 ＝

（
ｒｗｒ

）

２

与 ｘ？
＝

ｖ＾ ｓ ｉｎ ｎ７ｒａ ．

在 （
４ ． １

） ， （
２ ． ８

） ，（
３ ． １ ２

） 与 （
３ ． ４

） 式中 ， 分别设７

＝１
，Ｐ

＝
２

，
ｔ
＝１ ． ０ １与／

？＝０ ． ５ ５ ． 令ｉＷ
＝１ ００

，

ＡＴ＝４０
， 给出 以下三个数值例子 ．

例１考虑光滑函数／⑷ ＝

（
ａ；

（

ｌ
－

ｘ
） ）

ａ
ｓ ｉｎ

（
５ ７ｒａ

） ，

ａ；ｅ
 ［

０
，

１
］

，
＜

／
；

（
〇：

）
＝

０ ？
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（
ａ

）
ａ
＝

０ ． ２ （
ｂ

）
ａ
＝

０ ．９

图 １ 例 １ 在 ＢＤ 迭代格式下 ， 在 ａ
＝

０ ． ２
，

０ ．９ 下对于 ｇ ： ＝０ ．０ １
，

０ ． ００５
，
０ ．００ １ 的精确解 ／ （

ａ ：

）

与 Ｌａｎｄｗｅｂｅｒ 正则解 ／ｆ

１
’
５

⑷ 的比较

例 ２ 考虑分段光滑函数

／⑷

０
， ０ ＜ Ｘ ＜

１
， １＾

１

４
＾４

＜ Ｘ

２
＇

＂
３

、１／
３

２

＜ Ｘ
－

４
！

〇
，

３

ｉ
＜ ｘ ＾ Ｌ

例 ３ 考虑
一个非光滑函数

〇
，

ｘ ｅ
 ［

０
，

１
／
３

］
，

／⑷ ＝ ＜

ｊ

ｌ
，

ｚ ｅ
（

１
／
３

，

２
／
３

］
，

０
，ａ ：Ｇ

（
２
／
３

，

１
］

．

ｉｐ ｛
ｘ

）
＝ ２ｘ

，

ｘｅ
 ［

０
，

１
］

．

（ｐ （
ｘ

）
＝

０ ．

图 １
－

２ 分别展示了例 １ 在 ａ＝０ ．２
，

０ ．９ 的情况下 ， 对于不同的相对误差水平 ｅ＝０ ．０ １
，

０ ． ００５
，

０ ． ００ １ 的精确解 ／⑷ 和 Ｌａｎｄｗｅｂｅｒ 迭代正则解 ／广⑷ 在 ＢＤ 和 Ｃ－Ｎ 两种迭代形

式下的 比较 ． 图 ３ ４ 分别展示 了例 １ 在 ａ＝０ ． ２
，

０ ． ９ 的情况下 ，
对于不同的相对误差水平

ｅ＝０ ． ０ １
，

０ ． ００５
，

０ ． ００ １ 的精确解 ／⑷ 和分数阶 Ｌａｎｄｗｅｂｅｒ 迭代正则解 尸 在 ＢＤ 和 Ｃ－Ｎ

两种迭代形式下的 比较 ．

（
ａ

）
ａ
—

０ ． ２ （
ｂ

）
ａ
—

０ ．９

图 ２ 例 １ 在 Ｃ－Ｎ 迭代格式下 ， 在 ａ
＝

０ ． ２
，
０ ． ９ 下对于 ｅ 

＝
０ ．０ １

，

０ ．００５
，

０ ．００ １ 的精确解 ／ （
ａ〇

与 Ｌａｎｄｗｅｂｅｒ 正则解 ／Ｐ
’
５

⑷ 的 比较

Ｓ

Ｊ
Ｂ

Ｅ
Ｐ
ｔ

ａ

ｄ
ｄ

ｅ

ａ

ｐ

ｕ

ｅ

－

ａ
ｌｃ

ｕ
ｏ

ｏ
ｎ

ｏ
ｓ

ｃ

ｗ
ａ


ａ

ｍ

ｓ

ｕ

ｏ

ｃ
ｆｌ

Ｅ

Ｐ
Ｃ

Ｏ
Ｊ

ｄ
ｄ

ｅ

ａ


ｐ

ｕ

ｅ


老


ｌ

ｉ

ｏ

ｃ
ａ

ｏ
ｓ

ｐ
ｅ

ｘ

３

ａ

ｍ
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（
ａ

）
ａ
＝

０ ．２ （
ｂ

）
ａ
＝

０ ． ９

图 ３ 例 １ 在 ＢＤ 迭代格式下 ， 在 〇 ： 
＝

０ ．２
，

０ ．９ 下对于 ｅ
＝

０ ． ０ １
，

０ ．００５
，
０ ．００１ 的精确解 ／⑷

与分数阶 Ｌａｎｄｗｅｂｅｒ 正则解 ／
ｍ

’

５

（
ｘ

） 的 比较

（
ｂ

）
ａ
＝

０ ．９

图 ４ 例 １ 在 Ｃ－Ｎ 迭代格式下 ， 在 ａ
＝

０ ． ２
，
０ ． ９ 下对于 ｅ 

＝
０ ．０ １

，
０ ．００５

，

０ ．００ １ 的精确解 ／ （
〇〇

与分数阶 Ｌａｎｄｗｅｂｅｒ 正则解 ／
ｍ

’
５

⑷ 的 比较

表 １ 对于不同的 ａ 和 ｇ
， 例 １ 的精确解与正则解之间的相对均方根误差

ａ
＝

０ ． ２ ａ
＝

０ ． ５ ａ
＝

０ ． ９

Ｌ ａｎｄｗｅｂｅｒ ＢＤ ０ ． ００ ９９ ０ ． ００８３ ０ ．００７５

￡
＝＝

０ ．０ １ Ｃ－Ｎ ０ ． ００７２ ０ ．００５２ ０ ． ００４ １

分数阶 Ｌａｎｄｗｅｂｅｒ ＢＤ ０ ． ００８８ ０ ．００ ７６ ０ ． ００６ １

Ｃ－Ｎ ０ ．００６３ ０ ． ００４８ ０ ．００３９

Ｌａｎｄｗｅｂｅｒ ＢＤ ０ ． ００４２ ０ ． ００ ３９ ０ ．００３４

１ （ｆ ）￡
＝＝ ０ ．００５ Ｃ－Ｎ ０ ． ００４ １ ０ ．００３５ ０ ．００２ ５

分数阶 Ｌａｎｄｗｅｂｅｒ ＢＤ ０ ． ００３８ ０ ． ００３５ ０ ． ００２ １

Ｃ－Ｎ ０ ．００３ １ ０ ． ００２８ ０ ．００１ １

Ｌａｎｄｗｅｂｅｒ ＢＤ ０ ．００２５ ０ ． ０ ０ １ ９ ７ ．９６７８ｅ－〇４

￡
－＝ ０ ． ００ １ Ｃ－Ｎ ０ ．００２０ ０ ． ０ ０ １ １ ５ ．５６９０ｅ

－

０４

分数阶 Ｌａｎｄｗｅｂｅｒ ＢＤ ０ ． ００ １８ ０ ，０ ０ １ ０ ７ ． １９４３ｅ－０４

Ｃ－Ｎ ０ ． ００ １ １ ８ ．７６３１ｅ－０４ ４ ．６９８２ｅ－０４

表 １ 显示了例 １ 在 ＢＤ 和 Ｃ－Ｎ 两种迭代形式下 ， 对于不同的 ｅ
＝０ ．０ １

，
０ ．００５

，
０ ．００ １ 和

ａ＝０ ． ２
，

０ ． ５
，

０ ． ９
，
Ｌａｎｄｗｅｂｅｒ 迭代正则化方法和分数阶 Ｌａｎｄｗｅｂｅｒ 迭代正则化方法的精确解

与正则解之间的相对
？

均方根误差的 比较 ． 表 ２ 显示了 例 １ 在 ＢＤ 和 Ｃ－Ｎ 两种迭代形式下 ，

对于不苘的 ｅ＝０ ． ０ １
，

０ ． ００５
，

０ ． ００ １ 和 ａ＝０ ． ２
，

０ ． ５
，

０ ． ９
，Ｌａｎｄｗｅｂｅｒ 迭代正则化方法和分数阶
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Ｌａｎｄｗｅｂｅ ｉ

？ 迭代正则化方法的精确解与正则解之间的迭代步数的 比较 ． 表 ３ 显示了 例 １ 在

丑０ 和 ０ １＾ 两种迭代形式下 ， 对于不同的 ￡
＝０ ． ０ １

，

０ ． ００５
，

０ ． ００ １ 和 〇 ：＝０ ． ２
，

０ ． ５
，

０ ． ９
，

１＾ １１ （１＼？＾１

迭代正则化方法和分数阶 Ｌａｎｄｗｅｂｅｒ 迭代正则化方法的精确解与正则解之间的 ＣＰＵ 运行时

间的 比较 ．

表 ２ 对于不同的 ａ 和 ｅ
， 例 １ 的精确解与正则解之间的迭代次数

ａａ＝０ ． ２ａ＝０ ． ５ａ＝０ ． ９

Ｌａｎｄｗｅｂｅｒ ＢＤ ２４０２７ ９６ ５８ ３０

￡
－＝

０ ． ０ １ Ｃ －Ｎ ２ ５５５６ ３ １ ６３４ ３７６５ ２

分数阶 Ｌａｎｄｗｅｂ ｅｒ ＢＤ １ ９６８３ ６ ５ １４ ２ １

Ｃ －Ｎ ２ １４２３ ２３９６３ ２ ９６８５

Ｌａｎｄｗｅｂｅｒ ＢＤ ４６８２０ ２ １ ３４９ ３４

迭代步数 （
ｍ

）ｅ
＝＝

０ ． ００５ Ｃ －Ｎ ２７９４ １ ３０６５２ ３ ９ ５４ １

分数阶 Ｌａｎｄｗｅｂ ｅｒ ＢＤ ３９８７０ １ ２９８ １ ２９

Ｃ －Ｎ １ ９６８５ ２３９ １ ６ ３ ３９２ １

Ｌａｎｄｗｅｂｅｒ ＢＤ ７９６８６ ３８６７９ ４４

￡
－＝

０ ． ００ １ Ｃ －Ｎ ３５７ １ ９ ４２３８７ ５ ２８０２

分数阶 Ｌａｎｄｗｅｂ ｅｒ ＢＤ ６８７６５ ２７６９５ ３８

Ｃ －Ｎ ２６９８５ ３４７９６ ４４３４８

表 ３ 对于不同的 ａ 和 ｅ
， 例 １ 的精确解与正则解之间的 ＣＰＵ 时间

ａａ＝０ ． ２ａ＝０ ． ５ａ
＝

０ ． ９

Ｌａｎｄｗｅｂ ｅｒ ＢＤ ４８０ ． ５４ １９３ ． １ ６ ０ ． ６０

￡＝＝０ ． ０ １ Ｃ －Ｎ ５ １ １ ． １ ２ ６３２ ． ６８ ７５ ３ ． ０４

分数阶 Ｌａｎｄｗｅｂ ｅｒ ＢＤ ３９３ ． ６６ １３０ ． ２８ ０ ． ４２

Ｃ －Ｎ ４２８ ． ４６ ４７９ ． ２６ ５９３ ． ７０

Ｌａｎｄｗｅｂ ｅｒ ＢＤ ９３６ ． ４０ ４２６ ． ９８ ０ ． ６８

ＣＰＵ时间 （
ｕｎ ｉｔ ：ｓ

）￡
＝

０ ． ００５ Ｃ －Ｎ ５ ５８ ． ８２ ６ １３ ． ０４ ７９０ ． ８２

分数阶 Ｌａｎｄｗｅｂ ｅｒ ＢＤ ７９７ ． ４０ ２ ５９ ． ６２ ０ ． ５８

Ｃ －Ｎ ３９３ ． ７０ ４７８ ． ３２ ６７８ ． ４２

Ｌａｎｄｗｅｂ ｅｒ ＢＤ １ ５９３ ． ７２ ７７３ ． ５８ ０ ． ８８

Ｅ
－＝

０ ． ００ １ Ｃ －Ｎ ７ １４ ． ３８ ８４７ ． ７４ １０５６ ． ０４

分数阶 Ｌａｎｄｗｅｂ ｅｒ ＢＤ １３７５ ． ３０ ５ ５３ ． ９０ ０ ． ７６

Ｃ －Ｎ ５３９ ． ７０ ６９５ ． ９２ ８８６ ． ９６

从表 １ ３ 中可以发现 ， 在 ＢＤ 和 Ｃ －Ｎ 两种迭代格式下 ， 无论是 Ｌａｎｄｗｅｂｅｒ 迭代正则化

方法还是分数阶 Ｌａｎｄｗｅｂｅｒ 迭代正则化方法 ， 相对均方根误差 ？
７ （／ ） 随着 ａ 的增大而减小 ，

随着 ｅ 的减小而减小 ． 对于迭代步数 ｍ 而言 ， 在 ＢＤ 迭代格式下 ， 随着 ａ 的增大而减小 ， 随

着 ｅ 的减小而増大 ， 但在 Ｃ－Ｎ 迭代格式下 ， 随着 ａ 的増大而増大 ， 随着 ｅ 的减小而増大 ．

同样 ， 对于 ＣＰＵ 时间 ， 在 ＢＤ 迭代格式下 ， 随着 ａ 的増大而减小 ， 随着 ｅ 的减小而増大 ，

但在 Ｃ －Ｎ 迭代格式下 ， 随着 ａ 的増大而増大 ， 随着 ｅ 的减小而増大 ． 此外 ， 无论是相对均

方根误差 ｒ
？ （／ ）

、 迭代步数 ｍ
，
还是 ＣＰＵ 时间 ， 分数阶 Ｌａｎｄｗｅｂｅｒ 迭代正则化方法所得结果

均小于 Ｌａｎｄｗｅｂｅｒ 迭代正则化方法所得结果 ．
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（
ａ

）
ａ
＝

０ ．２ （
ｂ

）
ａ
＝

０ ．９

例 ２ 在 Ｃ－Ｎ 迭代格式下 ， 在 ａ
＝

０ ． ２
， 
０ ． ９ 下对于 ｅ

＝
０ ． ０ １

， 
０ ． ００５

， 
０ ． ００ １ 的精确解 ／ （

ｘ
）

与 Ｌａｎｄｗｅｂ ｅｒ 正则解 的 比较

例 ２ 在 ＢＤ 迭代格式卞 ， 在、
ａ
＝

０ ． ２
， 
０ ． ９ 下对乎

聲分数阶 Ｌａｎｄｗｅｂ ｅｒ 正则解 ／
ｍ

（
ｂ

）
ａ
＝

０ ． ９

＝ ０ ． ０ １
，

０ ． ００５
，
０ ． ００ １的精确解／ （

ｘ
）

５

（
ｘ

） 的 比较

图 ５ ６ 分别展示 了 例 ２ 在 ａ＝０ ． ２
，

０ ． ９ 的情况下 ， 对于不同 的相对误差水ｆｅ
＝

０ ． ０ １
，

０ ． ００５
，

０ ＿ ００ １ 的精确解 ／⑷ 和 Ｌａｎｄｗｅｂｅｒ 迭代ＩＥ则解 ／ｆ
’

５

⑷ 在 ＢＤ 和 Ｃ－Ｎ 两种迭

代形式下的 比较 ． 图 ７ ８ 分别展示 了例 ２ 在 ａ
＝

０ ． ２
，

０ ． ９ 的情况下 ， 对于不同 的相对误差水

平 ｅ＝０ ． ０ １
，

０ ． ００５
，

０ ， ００ １ 的精确解 ／⑷ 和分数阶 Ｌａｎｄｗｅｂｅｒ 迭代正则解 ／
？

’

６

〇
ｒ

） 在 ＢＤ 和

Ｃ－Ｎ 两种迭代形式下的 比较 ．

（
ａ

）
ａ
—

０ ．２ （
ｂ

）
ａ
—

０ ．９

图 ５ 例 ２ 在 ＢＤ 迭代格式下 ， 在 ａ
＝０ ． ２

，

０ ．９ 下对于 ｅ
＝０ ．０ １

，

０ ． ００５
，

０ ．００ １ 的精确解 ／⑷

与 Ｌａｎｄｗｅｂｅｒ 正则解 ／ｆ

１
’
５

⑷ 的 比较

ｓ
ｕ

ｏ

ｌ

ｏ

Ｅ

Ｘ
Ｏ
Ｊ

ｄ

ｄ

Ｂ

ａ

ｐ

ｕ
ｓ


｛

ｘ

ｆｃ
－

ｕ

ｏ
ｕ

ｎ
ｌ

ｏ
ｓ


ｐ
ｓ
ｘ

ｅ

０

４
１

图

图
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（
ａ

）
ａ
＝

０ ．２ （
ｂ

）
ａ
＝

０ ． ９

图 ８ 例 ２ 在 Ｃ－Ｎ 迭代格式下 ， 在 ａ
＝

０ ． ２
，
０ ． ９ 下对于 ｅ

＝
０ ．０ １

，
０ ． ００５

，

０ ．００ １ 的精确解 ／ 〇
ｒ
）

与分数阶 Ｌａｎｄｗｅｂｅｒ 正则解 ／
ｍ

，

５

（
ｘ

） 的 比较

表 ４ 对于不同的 ａ 和 ￡
， 例 ２ 的精确解与正则解之间的相对均方根误差

０ ． ２ａ
＝ ０ ． ５ ０ ． ９

Ｌａｎｄｗｅｂｅｒ ＢＤ ０ ． ０２４３ ０ ．０ １ ２８ ０ ． ００８８

￡
＝＝

０ ．０ １ Ｃ－Ｎ ０ ． １ ０３９ ０ ． ０８６４ ０ ．０７４７

分数阶 Ｌａｎｄｗｅｂｅｒ ＢＤ ０ ． ０２０８ ０ ．０ １０６ ０ ． ００７５

Ｃ－Ｎ ０ ．０９３ １ ０ ．０７０５ ０ ． ０６２８

Ｌ ａｎｄｗｅｂｅｒ ＢＤ ０ ．０ １５５ ０ ．０ １ １６ ０ ． ０ ０７６

Ｖ （ｆ ）ｅ
＝二０ ．００５ Ｃ－Ｎ ０ ．０８３８ ０ ．０７２５ ０ ． ０６３４

分数阶 Ｌ ａｎｄｗｅｂｅｒ ＢＤ ０ ．０ １９ １ ０ ．０ １０３ ０ ． ００６３

Ｃ－Ｎ ０ ．０７８６ ０ ．０５９６ ０ ． ０４１３

Ｌａｎｄｗｅｂｅｒ ＢＤ ０ ，００３３ ０ ．００ １９ ８ ．６４７６ｅ－０４

￡
－＝ ０ ．００ １ Ｃ－Ｎ ０ ．０５８９ ０ ．０３６２ ０ ． ０２９５

分数阶 Ｌ ａｎｄｗｅｂｅｒ ＢＤ ０ ． ００２ １ ０ ． ００ １ １ ６ ．５４８３ｅ－０４

Ｃ－Ｎ ０ ．０４ １２ ０ ．０２６８ ０ ． ０ １０５

表 ５ 对于不同的 ａ 和 ￡
， 例 ２ 的精确解与正则解之间的迭代次数

ａ
＝

０ ． ２ａ
＝

０ ． ５ ０ ．９

迭代步数 （
ｍ

）

０ ．０ １

： ０ ． ００５

０ ． ００ １

Ｌａｎｄｗｅｂｅｒ

分数阶 Ｌａｎｄｗｅｂ ｅｒ

Ｌ ａｎｄｗｅｂｅｒ

分数阶 Ｌａｎｄｗｅｂｅｒ

Ｌａｎｄｗｅｂ ｅ ｒ

分数阶 Ｌａｎｄｗｅｂｅｒ

ＢＤ ２２３４８ ６９８７ ２９

Ｃ－Ｎ ３７１７ ５８ １６ ７４２５

ＢＤ １６５３４ ３７６ ８ １９

Ｃ－Ｎ ２６７４ ４１６８ ６ １２３

ＢＤ ３４２５８ １２３６８ ３３

Ｃ－Ｎ ６６７０ ８ １２６ １ １ １９８

ＢＤ ２２３６９ ６８７９ ２６

Ｃ－Ｎ ４３９６ ６０ ２ １ ８９３４

ＢＤ ７９４６３ ３９６５４ ４１

Ｃ－Ｎ １ ５２８５ ８６９５６ １３ １９６５

ＢＤ ５４９８６ ２ １６８５ ３３

Ｃ－Ｎ １３２１０ ６ ９ ６６３ １ １３８２４

Ｓ
Ｕ

Ｃ

Ｈ

Ｓ

Ｅ

Ｘ

Ｏ
Ｉ

ｄ

ｄ

Ｂ

２


ｐ

ｕ
ｅ


｛

ｘ

ｔｅ
－

ｕ

ｏ

ｌ

ｎ
ｌ

ｏ
ｓ

ｏ
Ｂ

ｘ
ｅ


ｅ
ｉ

ｕ
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表 ６ 对于不同的 ａ 和 ｅ
， 例 ２ 的精确解与正则解之间的 ＣＰＵ 时间

ａ ａ
＝

０ ． ２ ａ＝０ ． ５ ａ
＝

０ ．９

Ｌａｎｄｗｅｂｅｒ ＢＤ ４４６ ．９６ １３９ ．７４ ０ ． ５８

￡
＝

０ ，０ １ Ｃ－Ｎ ７４ ． ３４ １ １ ６ ．３２ １４８ ． ５０

分数阶 Ｌ ａｎｄｗｅｂｅｒ ＢＤ ３３０ ．６８ ７５ ． ３６ ０ ，３８

Ｃ－Ｎ ５３ ．４８ ８３ ， ３６ １２２ ． ４６

Ｌａｎｄｗｅｂｅｒ ＢＤ ６８５ ． １ ６ ２４７ ．３６ ０ ． ６６

ＣＰＵ时间 （
ｕｎ ｉｔ ：ｓ

）ｅ
＝

０ ．００５ Ｃ－Ｎ １３３ ．４ １６２ ．５２ ２２３ ． ９６

分数阶 Ｌａｎｄｗｅｂｅｒ ＢＤ ４４７ ．３８ １３７ ．５８ ０ ． ５２

Ｃ－Ｎ ８７ ．９２ １ ２０ ．４２ １７８ ． ６８

Ｌａｎｄｗｅｂｅｒ ＢＤ １５８９ ． ２６ ７９３ ． ０８ ０ ． ８２

ｅ
＝

０ ． ００ １ Ｃ－Ｎ ３０５ ．７０ １７３９ ． １２ ２６３９ ． ３

分数阶 Ｌａｎｄｗｅｂ ｅｒ ＢＤ １ ０９９ ．７２ ４３３ ． ７０ ０ ．６６

Ｃ－Ｎ ２６４ ．２０ １３９３ ． ２６ ２２７６ ．４８

表 ４ 显ｇ了例 ２ 在 ＢＤ 和 Ｃ－Ｎ 两种迭代形式下 ， 对于不同 的 ｅ＝０ ． ０ １
，

０ ． ００５
，

０ ． ００ １ 和

ａ＝０ ． ２
，

０ ． ５
，

０ ． ９
，
Ｌａｎｄｗｅｂｅｒ 迭代正则化方法和分数阶 Ｌａｎｄｗｅｂｅｒ 迭代正则化方法的精确解

与正则解之 间的相对均方根误差的 比较 ． 表 ５ 显示了 例 ２ 在 ＢＤ 和 Ｃ －Ｎ 两种迭代形式

下 ， 对于不同的 ｅ
＝

０ ． ０ １
，

０ ． ００５
，

０ ． ００ １ 和 ａ
＝

０ ． ２
，

０ ． ５
，

０ ． ９
，
Ｌａｎｄｗｅｂｅｒ 迭代正则化方法和分数

阶 Ｌａｎｄｗｅｂｅｒ 迭代正则化方法的精确解与正则解之间的迭代次数的 比较 ． 表 ６ 显示了 例

２ 对于不同 ：的 ｅ＝０ ． ０ １
，

０ ． ００５
，

０ ． ００ １ 和 ａ＝０ ． ２
，

０ ． ５
，

０ ． ９
，
Ｌａｎｄｗｅｂｅｒ 迭代正则化方法和分数阶

Ｌａｎｄｗｅｂｅ ｉ

？ 迭代正则化方法的精确解与正则解之间的 ＣＰＵ 运行时间的 比较 ．

从表 ４ ６ 可以看出 ， 在 ＢＤ 和 Ｃ－Ｎ 迭代格式下 ， 无论是 Ｌａｎｄｗｅｂｅｒ 迭代正则化方法还

是分数阶 Ｌａｎｄｗｅｂｅｒ 迭代 ；
［￡侧化方法 ， 相对均方根误差 ７

／ （／ ）
随着 ａ 的增大而减小 ， 随着 ｅ

的减小而减小 ． 对于 ＣＰＵ 时间 ， 在 ＢＤ 迭代格式下 ， 会随着 ａ 的增大而减少 ， 随着 ｅ 的减

少而增大 ， 但是 Ｃ－Ｎ 迭代格式随着 ａ 的增大而增大 ， 随着 ｅ 的减小而增大 ． 类似地 ， 对于

迭代步数 ｍ
，

ＢＤ 迭代格式随着 ａ 的增大而减小 ＞随着 ｅ 的减小而增大 ， 但在 Ｃ－Ｎ 迭代格式

下 ， 随着 ａ 的增大而增大 ， 随着 ｅ 的减小而增大 ． 此外 ，
无论是相对均方根误差 ７

？ （／ ）
、 迭

代步数 ｔｏ
，
还是 ＣＰＵ 时间 ， 分数阶 Ｌａｎｄｗｅｂｅｒ 迭代正则化方法所得结果均少于 Ｌａｎｄｗｅｂｅｒ

迭代正则化方法所得结果 ．

（
ａ

）
ａ＝０ ．２ （

ｂ
）
ａ
—

０ ． ９

图 ９ 例 ３ 在 ＢＤ 迭代格式下 ， 在 ａ
＝

０ ．２
，

０ ．９ 下对于 ｅ
＝

０ ． ０ １
，

０ ．００５
，
０ ． ００１ 的精确解 ／⑷

与 Ｌａｎｄｗｅｂｅｒ 正则解 ／ｆ

１
’
５

⑷ 的 比较
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（
ａ

）
ａ．＝０ ． ２

（
ｂ

）
ａ
＝

０ ． ９

霄 １ １ 例 ３ 在 ＢＤ 迭代格式下 ， 拿 ａ＝０ ． ２
，

０ ． ９ 下对ｆ 
ｅ
＝

０ ． ０ １
，
０ ． ０〇５

，

０ ． ００ １ 的精确解 ／ （
ａ ；

）

与分数阶 Ｌａｎｄｗｅｂ ｅｒＩＥ则解 ／
—

（
ａ ；

） 的 比较

（
ｂ

）
ａ
＝

０ ．９

ｅ
＝

０ ． ０ １
， 
０ ． ００５

， 
０ ． ００ １的精确解／ 〇

ｒ
）

与分数阶 Ｌａｎｄｗｅｂ ｅｒ
｜Ｅ则解 ／

―
⑷ 的 比较

图
＂

９ １ ０ 分别展示了 例 ３ 在 ａ＝０ ． ２
，

０ ． ９ 的情况下 ， 对于不同 的相对误差水平 ｅ＝

０ ． ０ １
，

０ ． ００５
，

０ ． ００ １ 的精确解 ／⑷ 和 Ｌａｎｄｗｅｂｅｒ 迭代正则解 八
＂１

’

５

⑷ 在 ＢＤ 和 Ｃ －Ｎ 两种迭代

形式下的 比较 ． 图 １ １ １ ２ 分别展示了例 ３ 在 ａ
＝

０ ． ２
，

０ ． ９ 的情况下 ， 对于不同的相对误差水

平 ｅ＝０ ． ０ １
，

０ ． ００５
，

０ ． ００ １ 的精确解 ／⑷ 和分数阶 Ｌａｎｄｗｅｂｅｒ 迭代正则解 ／
ｍ

，
５

⑷ 在 ＢＤ 和

Ｃ－Ｎ 两种迭代形式下的 比较 ．

（
ａ

）
ａ
＝

０ ．２ （
ｂ

）
ａ
＝

０ ．９

图 １０ 例 ３ 在 Ｃ－Ｎ 迭代格式下 ， 在 ａ
＝

０ ． ２
，

０ ．９ 下对于 ｓ
＝

０ ． ０ １
，

０ ．００５
，
０ ． ００ １ 的精确解 ／⑷

与 Ｌａｎｄｗｅｂｅｒ 正则解 ／ｆ

１
’
５

⑷ 的 比较
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表 ７ 对于不同的 ａ 和 ｅ
， 例 ３ 的精确解与正则解之间的相对均方根误差

ａ ａ＝０ ． ２ ａ
＝

０ ． ５ ａ
＝

０ ． ９

Ｌ ａｎｄｗｅｂｅｒ ＢＤ ０ ． ０２８７ ０ ． ０ １９６ ０ ． ０ １ ００

￡－＝０ ． ０ １ Ｃ－Ｎ ０ ． １ ８６７ ０ ． ２３７５ ０ ． ２７３５

分数阶 Ｌａｎｄｗｅｂｅｒ ＢＤ ０ ． ０２３４ ０ ． ０ １６５ ０ ． ０００８

Ｃ－Ｎ ０ ． １ ５ ２９ ０ ． ２ １４３ ０ ． ２５６８

Ｌａｎｄｗｅｂｅｒ ＢＤ ０ ． ０ １ ７６ ０ ． ０ １０２ ０ ． ００５０

ｖ （ｆ ）ｅ ＂＝ ０ ． ００５ Ｃ－Ｎ ０ ． １ ６７９ ０ ． ２ １３９ ０ ． ２２２８

分数阶 Ｌａｎｄｗｅｂｅｒ ＢＤ ０ ． ０ １ ５３ ０ ． ００８８ ０ ． ００ １ ６

Ｃ－Ｎ ０ ． １４２８ ０ ． １ ７９６ ０ ． １ ９２８

Ｌａｎｄｗｅｂｅｒ ＢＤ ０ ． ００６８ ０ ． ００３６ ０ ． ００ １ ０

￡
＝＝ ０ ． ００ １ Ｃ－Ｎ ０ ． ０９２４ ０ ． １４２８ ０ ． １ ５２２

分数阶 Ｌａｎｄｗｅｂｅｒ ＢＤ ０ ． ００５３ ０ ． ００ １８ ２ ． ５６３８ｅ
－

０４

Ｃ－Ｎ ０ ． ０７２３ ０ ． １ ２ ５６ ０ ． １ ３４７

表 ８ 对于不同的 ａ 和 ｅ
， 例 ３ 的精确解与正则解之间的迭代次数

ａ ａ
＝

０ ． ２ ａ
＝

０ ． ５ ａ
—

０ ． ９

Ｌａｎｄｗｅｂｅｒ ＢＤ ４７９０６ ２ １ ３９８ ２９

￡
－＝

０ ． ０ １ Ｃ －Ｎ ４８３７ ８８７８ １９８４４

分数阶 Ｌａｎｄｗｅｂ ｅｒ ＢＤ ３ １ ６９５ １ ０３２ １ １８

Ｃ －Ｎ ２９６８ ５３６７ １６４８ ２

Ｌａｎｄｗｅｂｅｒ ＢＤ ７４８４０ ４６７０９ ３ ３

迭代步数 （
ｍ

）
￡＝＝ ０ ． ００５ Ｃ －Ｎ １ ０２４４ １６８７０４ ５ ２６３２

分数阶 Ｌａｎｄｗｅｂ ｅｒ ＢＤ ６２３９０ ３０９８７ ２８

Ｃ －Ｎ ７６８８ １ １ ３２６ ４０９ ８６

Ｌａｎｄｗｅｂｅｒ ＢＤ １ ２ １８０３ ７６８９５ ４２

Ｅ
－＝ ０ ． ００ １ Ｃ －Ｎ ２３８３ ２３ ６３８８ ２ ５ ７８８５２８

分数阶 Ｌａｎｄｗｅｂ ｅｒ ＢＤ ９８４６５ ５４３２６ ３７

Ｃ －Ｎ １９６ ５ ２４ ４ １９ １６８ ５６８２３８

表 ９ 对于不同的 ａ 和 ｅ
， 例 ３ 的精确解与正则解之间的 ＣＰＵ 时间

ａ ａ＝０ ． ２ ａ＝０ ． ５ ａ＝０ ． ９

Ｌ ａｎｄｗｅｂｅｒ ＢＤ ９ ５８ ． １ ２ ４２７ ． ９６ ０ ． ５８

￡
＝＝

０ ． ０ １ Ｃ－Ｎ ９６ ． ７４ １ ７７ ． ５６ ３９ ６ ． ８８

分数阶 Ｌａｎｄｗｅｂｅｒ ＢＤ ６３９ ． ３０ ２０６ ． ４２ ０ ．３ ６

Ｃ－Ｎ ５９ ． ３６ １ ０７ ． ３４ ３ ２９ ． ６４

Ｌａｎｄｗｅｂｅｒ ＢＤ １４９６ ． ８０ ９３４ ． １８ ０ ． ６６

ＣＰＵ时间 （
ｕｎ ｉｔ ：ｓ

）ｅ－＝０ ． ００５ Ｃ－Ｎ ２０４ ． ８８ ３３７４ ． ０８ １０５２ ． ６４

分数阶 Ｌａｎｄｗｅｂｅｒ ＢＤ １ ２４７ ． ８０ ６ １ ９ ． ７４ ０ ． ５６

Ｃ－Ｎ １ ５３ ． ７６ ２２６ ． ５ ２ ８ １ ９ ． ７２

Ｌａｎｄｗｅｂｅｒ ＢＤ ２４３６ ． ０６ １ ５３７ ． ９０ ０ ． ８４

Ｅ－＝０ ． ００ １ Ｃ－Ｎ ４７６６ ． ４６ １ ２７７６ ． ５０ １ ５７７０ ． ５６

分数阶 Ｌａｎｄｗｅｂｅｒ ＢＤ １ ９６９ ． ３０ １０８６ ． ５２ ０ ． ７４

Ｃ－Ｎ ３９３０ ． ４８ ８３８３ ． ３６ １ １ ３６４ ． ７６
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表 ７ 显示 了例 ３ 在 ＢＤ 和 Ｃ－Ｎ 两种迭代形式下 ， 对于不同 的 ｅ＝０ ． ０ １
，

０ ． ００５
，

０ ． ００ １ 和

〇 ：＝０ ＿ ２
，

０ ＿ ５
，

０ ＿ ９
，Ｌａｎｄｗｅｂｅｒ 迭代正则化方法和分数阶 Ｌａｎｄｗｅｂｅｒ 迭代正则化方法的精确

解与正则解之 间的相对均方根误差的 比较 ． 表 ８ 显示 了例 ３ 在 ＢＤ 和 Ｃ－Ｎ 两种迭代形式

下 ， 对于不同 的 ｅ＝０ ． ０ １
，

０ ． ００５
，

０ ． ００ １ 和 ａ＝０ ． ２
，

０ ． ５
，

０ ． ９
，Ｌａｎｄｗｅｂｅｒ 迭代正则化方法和分

数阶 Ｌａｎｄｗｅｂｅｒ 迭代正则化方法的精确解与正则解之间的迭代次数的 比较 ． 表 ９ 显示 了例

３ 对于不同 的 ｅ
＝０ ＿ ０ １

，

０ ＿ ００５
，

０ ＿ ００ １ 和 ａ
＝０ ． ２

，

０ ． ５
，

０ ． ９
，
Ｌａｎｄｗｅｂｅｒ 迭代正则化方法和分数阶

Ｌａｎｄｗｅｂｅｒ 迭代正则化方法的精确解与正则解之间的消耗的 ＣＰＵ 时间的 比较 ．

从表 ７ ９ 可以看出 ， 在 ＢＤ 和 Ｃ －Ｎ 迭代格式下 ， 对于不同的 ｅ 和 ａ
， 分别给出 了两种正

则化方法的精确解与正则解之间的相对均方根误差 以／ ） ，
迭代步数 ｍ

，
ＣＰＵ 时间的 比较 ． 与

例 １ 和例 ２ 相 比 ， 不同 的是在 Ｃ －Ｎ 迭代格式下 ， 相对均方根误差 ７
？ （／ ）

随着 ａ 的增大而增

大 ，
迭代步数 ｍ 更大 ，

ＣＰＵ 时间更长 ． 这是因为例 ３ 是一个不光滑的函数 ．

从表 １ ９ 可以看出 ， 本文采用 的两种差分格式是有效的 ， 结果是可以接受的 ． 对于相对

均方根误差 ？
？ （／ ） ，

ＢＤ 迭代格式得到的数值相对小于 Ｃ －Ｎ 迭代格式得到的数值 ． 对于迭代步

数 ｍ 和 ＣＰＵ 时间 ， 总体而言 ， 在 Ｃ－Ｎ 迭代格式下 ， 迭代步数 ｍ 较大 ，

ＣＰＵ 时间较长 ． 进
一步说明了ＢＤ 迭代格式的优越性 ． 此外 ，

对于光滑函数 ， 数值结果相对较小 ． 综上所述 ，

以上三个例子充分表明分数阶 Ｌａｎｄｗｅｂｅｒ 迭代正则化方法比 Ｌａｎｄｗｅｂｅｒ 迭代正则化方法更

有效 ．

５ 结论

本文研究 Ｒａｙｌｅ ｉｇｈ
－Ｓｔｏｋｅｓ 方程的源项识别反问题 ． 采用分数阶 Ｌａｎｄｗｅｂｅｒ 迭代正则化方

法解决此类反问题 （

１ ． １
）

． 基于条件稳定性结果 ， 分别在先验和后验正则化参数选择规则下得

到相应的误差估计 ？ 利用三个数值例子验证分数阶 Ｌａｎｄｗｅｂｅｒ 迭代正则化方法和 Ｌａｎｄｗｅｂｅｒ

迭代正则化方法处理此反问题的有效性和稳定性 ． 通过误差估计 （
３ ． ７

） 和 （
３ ． ２ １

） ， 发现分数阶

Ｌａｎｄｗｅｂｅｒ 迭代正则化方法优于 Ｔ ｉｋｈｏｎｏｖ 正则化方法 ， 并且这两种正则化方法得到的误差

估计 （
３ ． ７

）
和

（
３ ． ２ １

）
不出现饱和效应 ． 但是用 Ｔ ｉｋｈｏｎｏｖ 正则化方法来处理这个问题 ， 误差

估计就会产生饱和现象 （所谓饱和现象是在 Ｔ ｉｋｈｏｎｏｖ 正则化方法中 ， （
３ ． ７

）
和

（
３ ． ２ １

） 并不适

用于所有的 Ｐ＞〇
，
而只适用于一些 〇＜Ｐ＜Ｐｏ ， 其中 列 是

一个正常数 ）
． 另外 ， 数值算例也

说明分数阶 Ｌａｎｄｗｅｂｅｒ 迭代正则化方法 比 Ｌａｎｄｗｅｂｅｒ 迭代正则化方法更有效 ．
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ＤｅｈｇｈａｎＭ ．Ｃｏｍｐａｃｔ ｆｉｎ ｉｔ ｅ ｄ ｉｆｆｅｒｅｎｃｅ ｓｃｈｅｍｅ ａｎｄＲＢＦ ｍｅｓｈ ｌｅｓ ｓ ａｐｐ ｒｏａｃｈｆｏｒ

ｓｏ ｌｖ ｉｎｇ 
２ＤＲａｙ ｌｅ ｉｇｈ

－Ｓ ｔｏｋｅｓ
ｐｒｏｂ ｌｅｍ ｆｏｒ ａ ｈｅａｔｅｄ

ｇｅｎｅｒａｌ ｉｚｅｄｓｅｃｏｎｄ
ｇｒａｄｅ ｆｌｕ ｉｄ ｗ ｉｔｈ ｆｒａｃｔ ｉｏｎａｌ ｄｅｒ ｉｖａｔ ｉｖｅｓ ．

ＣｏｍｐｕｔＭｅｔｈｏｄｓＡｐｐ ｌＭ ｅｃｈＥｎｇ ，２０ １ ３
，２６４ ：１ ６３ １ ７７

［

１ １
］ＤｅｈｇｈａｎＭ

， 
Ｓａｆａｘｐ ｏｏｒ Ｍ

， 
Ａｂｂａｓ ｚａｄｅｈＭ ． Ｔｗｏ ｈ ｉｇｈ

－ｏｒｄｅｒ ｎｕｍｅｒ ｉｃａｌ ａｌｇｏｒ ｉｔｈｍ ｓ ｆｏｒ ｓｏ ｌｖ ｉｎｇ 
ｔｈｅ ｍｕ ｌｔ ｉ

－

ｔｅｒｍ

ｔ ｉｍｅｆｒａｃｔ ｉｏｎａｌｄ ｉ ｆｆｕｓ ｉｏｎ－ｗａｖｅ ｅｑｕａｔ ｉｏｎｓ ．ＪＣｏｍｐｕｔＡｐｐ ｌＭａｔｈ
，
２０ １ ５

，２９０ ：１ ７４ １ ９５

［

１ ２
］ＤｅｈｇｈａｎＭ

，ＡｂｂａｓｚａｄｅｈＭ
，Ｄｅｎｇ

Ｗ ．Ｆｏｕｒｔｈ－ ｏｒｄｅｒｎｕｍｅｒ ｉ ｃａ ｌｍｅｔｈｏｄｆｏｒ ｔｈｅｓｐａｃｅｔ ｉｍｅｔ ｅｍｐｅｒｅｄｆｒａｃ？

ｔ ｉｏｎａ ｌｄ ｉ ｆｆｕｓ ｉｏｎ－ｗａｖｅｅｑｕａｔ ｉｏｎ ．Ａｐｐ ｌＭａｔｈＬｅｔ ｔ
，２０ １ ７

，７３ ：１ ２ ０ １２７

［

１ ３
］Ｍ ｉｒｚａｅ ｉ Ｄ

， 
Ｄ ｅｈｇｈａｎ Ｍ ． Ｎｅｗ  ｉｍｐ ｌｅｍｅｎｔａｔ ｉｏｎ ｏｆ ＭＬＢ ＩＥ ｍｅｔｈｏｄ ｆｏ ｒ ｈｅａｔ ｃｏｎｄｕｃｔ ｉｏｎ ａｎａｌｙｓ ｉ ｓ  ｉｎ ｆｕｎｃｔ ｉｏｎａｌ ｌｙ

ｇｒａｄｅｄｍａｔｅｒ ｉａｌｓ ．Ｅｎｇ
Ａｎａ ｌＢｏｕｎｄＥ ｌｅｍ

，２０ １ ２
，３６ ：５ １ １ ５ １ ９

［

１４
］Ｍｏｈｅｂｂ ｉ Ａ

， 
ＡｂｂａｓｚａｄｅｈＭ

， 
ＤｅｈｇｈａｎＭ ．Ｃｏｍｐａｃｔ ｆｉｎ ｉｔ ｅ ｄ ｉ ｆｆｅｒｅｎｃｅ ｓｃｈｅｍｅ ａｎｄＲＢＦ ｍｅｓｈ ｌｅｓ ｓ ａｐｐ ｒｏａｃｈｆｏｒ

ｓｏ ｌｖ ｉｎｇ 
２ＤＲａｙ ｌｅ ｉｇｈ

－Ｓ ｔｏｋｅｓ
ｐｒｏｂ ｌｅｍ ｆｏｒ ａ ｈｅａｔｅｄ

ｇｅｎｅｒａｌ ｉｚｅｄｓｅｃｏｎｄ
ｇｒａｄｅ  ｆｌｕ ｉｄ ｗ ｉｔｈ ｆｒａｃｔ ｉｏｎａｌ ｄｅｒ ｉｖａｔ ｉｖｅｓ ．

ＣｏｍｐｕｔＭｅｔｈｏｄＡｐｐ ｌＭ
，２０ １ ３

，２６４ ：１ ６３ １ ７７

［

１ ５
］ＮｇｕｙｅｎＨＬ

，
ＮｇｕｙｅｎＨＴ

，Ｍｏｋｈｔ ａｘＫ ．Ｉｄｅｎｔ ｉｆｙ ｉｎｇ
ｉｎ ｉｔ ｉａｌ ｃｏｎｄ ｉｔ ｉｏｎｏｆ ｔｈｅＲａｙ ｌｅ ｉｇｈ

－ Ｓ ｔｏｋｅｓｐｒｏｂ ｌｅｍ ｗ ｉｔｈ

ｒ ａｎｄｏｍ ｎｏ ｉｓｅ ．ＭａｔｈＭｅｔｈｏｄＡｐｐ ｌ Ｓｃ ｉ
？
２０ １ ９

，
ＤＯ Ｉ ：１ ０ ． １ ００２ｍｍａ ． ５４５５

［

１ ６
］ＮｇｕｙｅｎＡＬ

，ＨｏａｎＬｕｕＶＣ
，ＮｇｕｙｅｎＨＬ ．Ｉｄｅｎｔ ｉｆｉｃａｔ ｉｏｎｏｆ ｓｏｕｒｃｅｔｅｒｍ ｆｏｒｔｈｅＲａｙ ｌｅ ｉｇｈ

－Ｓｔｏｋｅｓｐｒｏｂ ｌｅｍ

ｗｉｔｈＧａｕｓ ｓ ｉａｎｒａｎｄｏｍｎｏ ｉｓｅ ．ＭａｔｈＭｅｔｈｏｄＡｐｐ ｌＳｃ ｉ
，
２０ １ ８

，
ＤＯ Ｉ ：１ ０ ． １ ００ ２ｍｍａ ． ５ １０ １

［

１ ７
］ＤｅｈｇｈａｎＭ ．Ａｎ ｉｎｖｅｒ ｓｅ

ｐｒｏｂ ｌｅｍ ｏｆ ｆｉｎｄ ｉｎｇ
ａｓｏｕｒｃｅ

ｐａｒａｍｅｔｅｒ ｉｎａ ｓｅｍ ｉ ｌ ｉｎｅａｒ
ｐａｒａｂｏ ｌ ｉｃｅｑｕａｔ ｉｏｎ ．Ａｐｐ ｌ

ＭａｔｈＭｏｄｅ ｌ
，２００ １

，２５ ：７４３ ７５４

［

１ ８
］ＷａｎｇＪ ，Ｗｅ ｉＴ

，ＺｈｏｕＹ ．Ｏｐｔ ｉｍａｌｅｒｒｏｒｂ ｏｕｎｄａｎｄｓ ｉｍｐ ｌ ｉｆｉｅｄＴ ｉｋｈｏｎｏｖｒｅｇｕ ｌａｒ ｉｚａｔ ｉｏｎｍｅｔｈｏｄｆｏｒａ

ｂａｃｋｗａｒｄｐｒｏｂ ｌｅｍｆｏｒ ｔｈｅｔ ｉｍｅ－ ｆｒａｃｔ ｉｏｎａｌｄ ｉｆｆｕｓ ｉｏｎｅｑｕａｔ ｉｏｎ ．ＪＣｏｍｐｕｔＡｐｐｌ Ｍａｔｈ
，２０ １ ５

，２７９ ：２７７ ２９ ２

［

１ ９
］Ｙａｎｇ

Ｆ
，Ｌｉ ＸＸ

，Ｌ ｉＤＧ
，ｅｔａｌ ．Ｔｈｅｓ ｉｍｐ ｌ ｉ ｆｉｅｄＴ ｉｋｈｏｎｏｖｒｅｇｕ ｌ ａｒ ｉｚａｔ ｉｏｎｍｅｔｈｏｄｆｏｒｓｏ ｌｖ ｉｎｇ

ａＲｉ ｅｓｚ －Ｆｅ ｌ ｌｅｒ

Ｓｐａｃｅ
－Ｆｒａｃｔ ｉｏｎａｌｂａｃｋｗａｒｄｄ ｉ ｆｆｕｓ ｉｏｎ

ｐ ｒｏｂ ｌｅｍ ．ＭａｔｈＣｏｍｐｕｔＳｃ ｉ
，２０ １ ７

，１ １ ：９ １ １ １０

［

２０
］ＷａｊｉｇＪＧ ，Ｗｅ ｉＴ

，ＺｈｏｕＹＢ ．Ｔ ｉｋｈｏｎｏｖｒ ｅｇｕ ｌａｒ ｉ ｚａｔ ｉｏｎｍｅｔｈｏｄｆｏｒａｂａｃｋｗａｒｄｐ ｒｏｂ ｌｅｍｆｏｒｔｈｅｔ ｉｍｅ－

ｆｒａｃｔ ｉｏｎａ ｌｄ ｉ ｆｆｕｓ ｉｏｎｅｑｕａｔ ｉｏｎ ．Ａｐｐ ｌＭａｔｈＭｏｄｅ ｌ
，２０ １ ３

，３７ ：８５ １ ８ ８５３２

［

２ １
］ＹａｎｇＦ ，ＺｈａｎｇＰ ，Ｌ ｉＸＸ

，ｅｔａ ｌ ．Ｔ ｉｋｈｏｎｏｖｒ ｅｇｕ ｌａｒ ｉ ｚａｔ ｉｏｎｍｅｔｈｏｄｆｏｒ ｉｄｅｎｔ ｉｆｙ ｉｎｇｔｈｅｓｐａｃｅ
－ｄｅｐｅｎｄｅｎｔ

ｓｏｕｒ ｃｅｆｏｒｔ ｉｍｅ－

ｆｒａｃｔ ｉｏｎａ ｌｄ ｉ ｆｆｕｓ ｉｏｎｅｑｕａｔ ｉｏｎｏｎａｃｏ ｌｕｍｎａｒｓｙｍｍｅｔｒ ｉｃｄｏｍａ ｉｎ ．ＡｄｖＤ ｉ ｆｆｅ ｒＥｑｕ ，２０２０ ，

ＤＯ Ｉ ：１ ０ ． １ １８６／ ｓ ｌ ３６６２
－ ０２０－ ２５４２－

ｌ

［

２２
］Ｆｅｎｇ

ＬＸ
，
Ｅ ｌｄｅｎＬ ．Ｓｏ ｌｖ ｉｎｇ

ａＣａｕｃｈｙｐ ｒｏｂ ｌｅｍ ｆｏｒａ ３Ｄｅ ｌ ｌ ｉｐｔ ｉｃＰＤＥｗ ｉｔｈｖａｒ ｉａｂ ｌｅ ｃｏｅｆｆｉ ｃ ｉｅｎｔｓｂｙ
ａ

ｑｕａｓ ｉ
？

ｂｏｕｎｄａｒｙ
－ ｖａｌｕｅｍｅｔｈｏｄ ．Ｉｎｖｅｒ ｓｅＰｒｏｂ ｌ

，２０ １ ４
，３０ ：０ １ ５００５

［

２３
］Ｗｅ ｉＴ

，ＷａｎｇＪ ．Ａｍ ｏｄ ｉｆｉｅｄｑｕａｓ ｉ
－ｂ ｏｕｎｄａｘｙｖａｌｕｅｍｅｔｈｏｄｆｏｒａｎ ｉｎｖｅｒｓｅｓｏｕｒ ｃｅｐ ｒｏｂ ｌｅｍｏｆｔｈｅｔ ｉｍｅ

－

ｆｒａｃｔ ｉｏｎａ ｌｄ ｉ ｆｆｕｓ ｉｏｎｅｑｕａｔ ｉｏｎ ．Ａｐｐ ｌ ＮｕｍｅｒＭａｔｈ
，
２０ １４

，７８ ：９５ １ １ １

［

２４
］Ｙａｎｇ 

Ｆ
， Ｓｕｎ ＹＲ

， 
Ｌ ｉ Ｘ Ｘ

， 
ｅｔ ａｌ ．

，
Ｔｈｅ

ｑｕａｓ ｉ
－ｂｏｕｎｄａｒｙ 

ｒｅｇｕ ｌａｒ ｉｚａｔ ｉｏｎ ｖａ ｌｕｅ ｍｅｔｈｏｄｆｏｒ  ｉｄｅｎｔ ｉ ｆｙ ｉｎｇ 
ｔｈｅ  ｉｎ ｉｔ ｉａｌ

ｖａ ｌｕｅｏｆ ｈｅａｔｅｑｕａｔ ｉｏｎｏｎａ ｃｏ ｌｕｍｎａｒｓｙｍｍｅｔ ｒ ｉ ｃｄｏｍａ ｉｎ ．ＮｕｍｅｒＡ ｌｇｏ ｒ
，
２０ １ ９

，８２ ：６２３ ６３９

［

２５
］Ｙａｎｇ

Ｆ
，Ｚｈａｎｇ 

Ｙ
， 
ＬｉｕＸ

， 
Ｌ ｉ ＸＸ ．Ｔｈｅ

ｑｕａｓ ｉ
－ ｂｏｕｎｄａｒｙ

ｖａｌｕｅ ｍ ｅｔｈｏｄｆｏｒ ｉｄｅｎｔ ｉ ｆｙ ｉｎｇ 
ｔｈｅ ｉｎ ｉｔ ｉａｌ ｖａ ｌｕｅ ｏｆ ｔｈｅ

ｓｐａｃｅ
－

ｔ ｉｍｅａｎｆｒａｃｔ ｉｏｎａ ｌｄ ｉ ｆｆｕｓ ｉｏｎ ｅｑｕａｔ ｉｏｎ ．ＡｃｔａＭａｔｈＳｃ ｉ
，２０２０ ，４０ ：６４ １ ６５８

［

２６
］Ｑ ｉａｎＡ

，ＸｉｏｎｇＸＴ
，ＷｕＹ ．Ｏｎａ

ｑｕａｓ ｉ
－

ｒｅｖｅｒｓ ｉｂ ｉ ｌ ｉｔｙ
ｒｅｇｕ ｌａｒ ｉ ｚａｔ ｉｏｎｍｅｔｈｏｄｆｏｒａＣａｕｃｈｙｐｒｏｂｌｅｍｏｆ ｔｈｅ

Ｈｅ ｌｍｈｏ ｌｔｚｅｑｕａｔ ｉｏｎ ．ＪＣｏｍｐｕｔＡｐｐ ｌＭａｔｈ
，２０ １０

，２３３ ：１ ９６９ １９７９

［

２７
］Ｙａｎｇ

Ｆ
， 
ＦａＣＬ ．Ｔｈｅ

ｑｕａｓ ｉ
－ ｒｅｖｅｒ ｓ ｉｂ ｉ ｌ ｉｔｙ 

ｒｅｇｕ ｌａｒ ｉｚａｔ ｉｏｎ ｍｅｔｈｏｄｆｏｒ  ｉｄｅｎｔ ｉ ｆｙ ｉｎｇ 
ｔｈｅｕｎｋｎｏｗｎｓｏｕｒｃｅｆｏｒ ｔ ｉｍｅ

ｆｒａｃｔ ｉｏｎａ ｌｄ ｉ ｆｆｕｓ ｉｏｎｅｑｕａｔ ｉｏｎ ．Ａｐｐ ｌＭａｔｈＭｏｄｅ ｌ
，２０ １ ５

，３９ ：１ ５００ １ ５ １２

［

２８
］Ｙａｎｇ

Ｆ
，ＦｕＪＬ

，Ｌ ｉ ＸＸ ．Ａｐｏｔｅｎｔ ｉａｌ
－

ｆｒｅｅｆｉｅ ｌｄ ｉｎｖｅｒ ｓｅｓ ｃｈｒｏｄ ｉｎｇｅｒｐｒｏｂ ｌｅｍ ：ｏｐｔ ｉｍａｌ ｅｒｒｏｒｂｏｕｎｄａｎａｌｙｓ ｉｓ

ａｎｄｒｅｇｕ ｌａｒ ｉｚａｔ ｉｏｎｍｅｔｈｏｄ ．ＩｎｖｅｒｓｅＰｒｏｂ ｌＳｃ ｉＥｎｇｉｎ
，
２０２０

，２８ ：１ ２０９ １ ２５２

［

２９
］Ｙａｎｇ

Ｆ
，ＦｕＪＬ

，Ｌ ｉ ＸＸ ．Ａ
ｐｏｔｅｎｔ ｉａｌ

－

ｆｒｅｅｆｉｅ ｌｄ ｉｎｖｅｒｓｅｔ ｉｍｅ－

ｆｒａｃｔ ｉｏｎａｌ Ｓｃｈｒｏｄ ｉｎｇｅｒ ｐｒｏｂ ｌｅｍ ：Ｏｐｔ ｉｍａｌｅｒｒｏｒ

ｂｏｕｎｄ ａｎａ ｌｙｓ ｉｓ ａｎｄ ｒｅｇｕ ｌａｒ ｉｚａｔ ｉｏｎ ｍｅｔｈｏｄ ．ＭａｔｈＭｅｔｈ Ａｐｐ ｌ Ｓｃ ｉ
，
２０２０

，
ｈｔｔｐｓ ：

／ ／ｄｏ ｉ ．ｏｒｇ／ １ ０ ． １ ００２ ／
ｍｍａ ． ６８ ２６

［

３０
］ＹａｎｇＦ ，ＰａＣＬ

，ＬｉＸＸ ．Ａｍｏ ｌ ｌ ｉ ｆｉｃａｔ ｉｏｎｒ ｅｇｕ ｌａｒ ｉｚａｔ ｉｏｎｍｅｔｈｏｄｆｏｒｕｎｋｎｏｗｎｓｏｕｒｃｅ ｉｎｔ ｉｍｅ－

ｆｒａｃｔ ｉｏｎａ ｌ

ｄ ｉ ｆｆｕｓ ｉｏｎｅｑｕａｔ ｉｏｎ ．ＩｎｔＪＣｏｍｐｕｔＭａｔｈ
，２００６ ，９ １ ：１ ５ １ ６ １ ５３４

［

３ １
］Ｘｉｏｎｇ

ＸＴ
，ＦｕＣＬ

，ＬｉＨＦ ．Ｆｏｕｒ ｉｅｒｒｅｇｕ ｌａｒ ｉｚａｔ ｉｏｎｍｅｔｈｏｄｏｆａｓ ｉｄｅｗａｙｓｈｅａｔｅｑｕａｔ ｉｏｎｆｏｒｄｅｔ ｅ ｒｍ ｉｎ ｉｎｇ

ｓｕｒｆａｃｅｈｅａｔｆｌｕｘ ．ＭａｔｈＡｎａ ｌＡｐｐ ｌ
，
２００６

，３ １ ７ ：３３ １ ３４８

［

３２
］Ｌ ｉ ＸＸ

， 
Ｌｅ ｉ ＪＬ

， 
Ｙａｎｇ 

Ｆ ．Ａｎａ
ｐｏｓｔｅｒ ｉｏｒ ｉＦｏｕｒ ｉｅｒ ｒ ｅｇｕ ｌａｒ ｉｚａｔ ｉｏｎｍｅｔｈｏｄｆｏｒ  ｉｄｅｎｔ ｉ ｆｙ ｉｎｇ 

ｔｈｅ ｕｎｋｎｏｗｎｓｏｕｒｃｅ

ｏｆ ｔｈｅｓｐａｃｅ
－
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