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摘要：利用复变函数理论，研究了平面内纳米圆形孔洞对剪切波(SH 波)的散射问题。首先给出宏

观尺度下平面内嵌有孔洞的入射波场和散射波场。其次考虑表面效应，给出纳米尺度下的边界条

件，建立求解散射波函数中含有未知系数的无穷代数方程组，并利用三角函数的正交性得出了应

力场的解析解。最后通过算例分析了表面效应、量纲为一的波数对孔洞周围动应力集中因子及径

向应力的影响，结果表明:表面效应减弱了孔洞周围的动应力集中，但增强了对径向应力的影响，

随着表面效应的增大，动应力集中因子单调递减而径向应力单调递增。随着量纲为一的波数的增

大，应力集中因子减小，而径向应力在不同区间内的变化趋势不同。 
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1 引 言 

弹性波散射理论对光学、声学、地球物理学、

地震学以及材料等工程和科学研究的发展具有非

常重要的意义。当弹性波在有限结构中传播时，由

于弹性波会在结构的表/界面和缺陷(孔洞、夹杂或

裂纹)之间发生多重散射，使缺陷周围的波场和应力

分布变得极为复杂，在缺陷周围应力集中的地方将

会出现材料的损伤和裂纹扩展。因此，确定动应力

在缺陷附近的分布对材料结构的优化设计非常重

要。故而关于弹性基体中存在缺陷体等相关散射问

题一直是研究波动理论的热门话题。 

通过波函数展开法、积分方程和积分变换等方

法，文献[1]系统地研究了弹性波的散射和动应力集

中问题。文献[2]于 1982 年将弹性静力学中的复变

函数方法推广到二维散射问题的分析中，该方法与

多极坐标移动技术结合起来处理问题，更能体现出

它的优越性：能够方便地求解全空间或半空间中嵌

有单个或多个孔洞、夹杂和裂纹等的结构对 SH 波

散射的动应力集中问题，大大地拓宽了传统波函数

展开法的应用范围。 

近年来，很多学者利用波函数展开法、复变函

数法、积分方程法等研究了相关模型，已经取得了

一系列的成果。文献[3]利用复变函数法、多极坐标

移动技术及傅里叶级数展开求解二维直角平面内

圆形弹性夹杂对稳态入射平面 SH 波的散射问题。

文献[4]研究了稳态水平剪切(SH)波作用下含有圆

柱形孔洞的各向异性弹性半空间的动力响应问题，

探讨介质的各向异性对孔附近动应力的影响规律。

文献[5]研究了含有直线裂纹的直角域中椭圆形夹杂

对 SH 波的散射。文献[6]研究了弹性半空间中含直边



764                                          应  用  力  学  学  报                                              第 38 卷 

 

界半圆形衬砌隧道对 SH 波的散射，得到了解析解。

文献[7]讨论了球面压缩波入射下深埋三维衬砌洞室

的动应力集中效应。文献[8]讨论了半空间浅腔对表

面波多次散射的理论。文献[9]通过研究弹性 SH 波在

各向同性非均匀介质中传播问题得到解析解。 

然而，前述的研究都是在宏观尺度下进行的，

没有考虑纳米尺度下的表面效应。由于纳米科学和

纳米技术的飞速发展，微纳尺度的材料如纳晶材

料、纳米多孔材料、微纳米机械结构等应用越来越

广泛[10-11]，相关的振动问题也越来越多。由于材料

组分更加小尺度化，裂缝、孔洞和夹杂表面原子的比

表面积越来越大，表面效应也越来越显著，因此研究

工作者利用表面弹性力学研究缺陷体的表面效应对

复合材料的变形影响。基于表面弹性理论[12]，文献[13]

通过波函数展开法得到纳米孔洞对入射平面 P 波衍

射的表面影响。随后，文献[14-18]同样以波函数展

开法为基础讨论纳米尺度下多孔、夹杂等平面波的

散射问题。这些研究均是在柱坐标系下进行的，对

于波函数展开法与复变函数理论相结合的方法涉

及甚少。 

为此，本文基于表面弹性理论及经典弹性理

论，采用波函数展开法与复变函数理论相结合的方

法，讨论纳米圆形孔洞对入射平面 SH 波的散射问

题，利用三角函数的正交性得到应力场的解析解，

并通过数值结果分析表面效应和量纲为一的波数

对动应力集中因子以及径向应力的影响。 

2 基本方程 

根据表面弹性理论，弹性体的表面可看作是与

基体无滑动地粘连在一起，且厚度可忽略不计的薄

膜。对于基体仍然适用经典弹性理论，但在表面上，

由于表面应力的存在而不再适用。 

对基体而言，平衡方程和本构方程与经典弹性

理论方程相同，如下式所示。 
2

, 2
i

ij j

u

t
 





                (1) 

2 δ
1ij ij kk ij

   


    
        (2) 

其中： t 为时间；  为密度；  为剪切模量； 为

泊松比； ij 为基体处的应力分量； ij 和 kk 为应变

分量； iu 为位移分量；δij 为 kronnecker 符号。应变

与位移关系为 

, ,

1
( )

2ij i j j iu u                (3) 

由广义 Young-Laplace 方程[19]，表/界面平衡方

程为 
I s

s( )     n               (4) 

其中： 、 I 、 s 分别为基体、夹杂、界面的应

力； n 为界面法向量； s
s  为界面散度。 

表/界面本构方程为 
s 0 s 0

s 0

δ 2( )δ

( ) δ

       

   

    

  

   


        (5) 

其中： 0 为残余表面张力(本文不考虑残余表面

张力，即 0 0  )； s 和 s 为表面参数； s
  为

表面应力。本文中 , ,i j k 取1, 2, 3 ；  , , 取1, 2。 

3  问题模型及理论分析 

含有纳米圆柱形孔洞的无限大弹性体，其剪切

模量和密度分别为  和  ，圆孔半径为 a，如图 1

所示，建立直角坐标系 xoy 。 

 
图 1  纳米圆形孔洞对入射平面 SH 波的散射 

Fig.1  Scattering of SH wave around nano circular cavity 

对于反平面应变问题，满足 

0, ( , )x y zu u u w x y             (6) 

由式(1)~(3)和式(6)得相应的运动方程为 
2

2

x z y z w

x y t

 


  
 

  
            (7)

 

应力和位移关系为 

,x z y z

w w

x y
    

 
 

           (8) 

将式(8)代入式(7)中，有 
2 2 2

2 2 2

w w w

x y t




  
 

  
            (9) 

对于稳态响应，时间因子可与位移分离，故可

设 ie tw W  ，则式(9)可表示为 
2 2 0W K W              (10) 

其中：W 为位移势函数； /K   为波数，为圆

频率，   为波速。 
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基于复变函数理论，引入复变数 iz x y  ，

iz x y  。则式(8)和式(10)可分别表示为 

, ix z y z

W W W W

z zz z
                    

  (11) 

2
21

0
4

W
K W

z z


 

 
             (12) 

其中 i 为虚数单位， 2i 1  。 

在柱坐标系 ( , , )r z 下，式(11)又可表示为 

i i

i i

e e ,

i e e

r z

z

W W

z z
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z z
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 

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         (13) 

根据式(12)，由图 1 可知，入射 SH 波沿着 x轴

的正方向传播，因此入射波函数 (Inc)W 可表示为[1] 

i
( )(Inc) i 2

0 0e e
K

z zK xW W W


           (14) 

散射波函数 (Sca)W 可表示为[1] 

 (Sca) (1)
0

0

1
H

2
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n
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z z



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   (15) 

其中： 0W 为入射波振幅； (1)H ( )n  为 n阶第一类Hankel

函数； na 为未知系数。 

孔洞周围的全波为入射波与散射波之和，即 

(Inc) (Sca)W W W             (16) 

由式(13)~式(15)以及如下公式 
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可得 
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       (22) 

由式(16)得相应的总应力为 
(Inc) (Sca) (Inc) (Sca),r z r z r z z z z              (23) 

根据式(5)得表面应力 s
z 为 

s s2z z                  (24) 

又由式(2)得总应力 z 为 

2z z                 (25) 

结合式(24)和式(25)有 
s

s
z z 

 


               (26) 

再由式(4)，在圆孔边界 ( )r a 处有 

s
1 z

r z a




 


             (27) 

将式(26)代入(27)即得 r a 上的边界条件为 

z
r z s 




 


             (28) 

其中 s /s a  ， s是一个反映表/界面纳米尺度影

响的参数。可以看出，在弹性体材料给定后， s 与

孔洞半径 a成反比，当 a足够大时，有 1s  ，此时

表面效应可以不考虑，即为宏观问题。但若在纳米

尺度下， a 取值很小， s 的作用就非常显著，此时

考虑表面效应是有必要的。 

将式(19)~式(23)代入边界条件式(28)并化简得 

    

   

     
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

 (29) 

对式(29)两边同时乘 ie m ，并在[0, 2π]上积分，

利用以下公式 

    i cos i i
0
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e J i J e eKa n n n
n

n
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   (31) 

其中 J ( )n  为 n阶第一类 Bessel 函数。即可求得 
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   
   

1 1

(1) (1)
1 1

i ( 1)J ( 1)J

( 1)H ( 1)H

( 0 1 2 )

n
n n n

n
n n

ns Ka ns Ka
a

ns Ka ns Ka

n
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 

     
  

 ，，， (32) 

其中：当 0n  时， 1n  ；当 0n  时， 2n  。 

若不考虑表面效应的影响，即 0s  ，其结果与

文献[1]的结果相符，说明本文所采用的方法是正确

的。最后将式(32)代入式(19)~式(23)，即可求出总

应力 r z z 和 。 

4  数值结果分析 

在纳米尺度下研究孔洞的动应力集中现象是

非常重要的。对动应力集中因子 DSCF 定义为 

DSCF
0

z


              (33) 

其中 0 为SH波在其传播方向上的应力强度，

0 0= KW  。由式(32)可以看出，考虑表面效应之后，

动应力集中因子 DSCF 不仅与量纲为一的波数 Ka

有关，还与表面参数 s 有关。经过实际计算，在级

数求解中取 9n  ，即可满足计算精度 -6(10 ) 。 

为了验证本文所采用方法的正确性，动应力集

中因子在本文中的数值结果与文献[1]的数值结果

( 0.2)Ka  的比较如图2所示，可以看出，该结果与

文献[1]的结果( 0s  )完全一致，表明本文所得的结

果是正确的。 

 
图 2  本文与文献[1]的结果关于 DSCF 的比较 

Fig.2  Comparison of the present and Ref.[1]’s results for the DSCF  

在低频 ( 0.2)Ka  的情况下，图 3 给出了圆孔附

近低频时表面效应对动应力集中因子的影响。结果表

明： DSCF 的图形最大值出现在
π

2
   附近，随着表

面参数 s 的增大， DSCF 在[0 2π], 内逐渐减小。图 4

给出了低频时表面效应对径向应力的影响。其结果表

明： r z 的图形最大值出现在 0  和 π  附近；随

着表面参数 s的增大， r z 在[0 2π], 内逐渐增大。 

 
图 3  低频时表面效应对动应力集中因子的影响 

Fig.3  Effect of surface effect on the DSCF  with 0.2Ka   

 
图 4  低频时表面效应对径向应力的影响 

Fig.4  Effect of surface effect on the r z  with 0.2Ka   

在高频 ( π)Ka  情况下，图 5 给出了圆孔附近

高频时表面效应对动应力集中因子的影响。结果表

明：与低频 ( 0.2)Ka  相比， DSCF 的最大值不再出

现在
π

2
   附近；但随着表面参数 s的增大， DSCF

在[0 2π], 内依然逐渐减小。这一结果与低频时完全

相同。图 6 给出了高频时表面效应对径向应力的影

响。结果表明： r z 的图形最大值也发生了改变；

但随着表面参数 s的增大， r z 在[0 2π], 内依然逐渐

增大。这一结果也与低频时完全相同。 

 
图 5  高频时表面效应对动应力集中因子的影响 

Fig.5  Effect of surface effect on the DSCF with πKa   



第 2 期                                    吴红梅，等：纳米圆形孔洞 SH 波散射的复变函数解答                                   767  

 

 
图 6  高频时表面效应对径向应力的影响 

Fig.6  Effect of surface effect on r z with πKa   

图 7 给出了[0 2π], 内表面效应 0.5s  时，Ka 对

动应力集中因子的影响。结果表明：当 0.5Ka  时，

DSCF 的图形随着 Ka 的增大， DSCF 在 [0 2π], 内逐

渐减小。图 8 给出了[0 2π], 内表面效应 s 0.5 时，

Ka 对径向应力的影响。结果表明：当 0.5Ka  时，

r z 在 0  处取得最大值 0.66；当 2.0Ka  时， r z

在
π

2
  处取得最大值 0.74；当 3.5Ka  时， r z 在

5π

9
  处取得最大值 0.94 。可以看出，随着 Ka 的

增大，径向应力大约在
π 5π

3 6
 
 
 

， 和
7π 5π

6 3
 
 
 

， 内逐渐

增大，而在其他区间内则逐渐减小。 

 
图 7 Ka 对动应力集中因子的影响 

Fig.7  Effect of wave number on the DSCF  

 
图 8 Ka 对径向应力的影响 

Fig.8  Effect of wave number on r z  

5 结 论 

本文基于复变函数理论，研究了纳米圆形孔洞

对入射平面 SH 波的散射问题。结合经典弹性理论、

表面弹性理论，通过三角函数的正交性得出应力场

的解析解，并通过算例分析了表面效应、量纲为一

的波数对孔洞周围动应力集中因子及径向应力的影

响，具体结论如下。 

1)  表面效应减弱了孔洞周围的动应力集中现象，

随着表面效应的增大，动应力集中因子单调递减。

当固定其他变量，孔洞半径足够大时，可忽略表面

效应。 

2)  表面效应增强了径向应力的影响，随着表面效

应的增大，径向应力单调递增。当固定其他变量，

孔洞半径越小，径向应力越大。 

3)  当固定表面效应时，随着量纲为一的波数的增

大，应力集中因子减小，而径向应力分区域增大或

减小。 

4)  随着表面效应、量纲为一的波数的改变，应力

集中因子及径向应力的极大值所对应的位置也随之

发生改变。 

本文基于复变函数理论给出的推导过程和计

算结果对于解决相关模型在微纳尺度下弹性波的散

射问题有一定的理论参考价值。 
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Complex variable function solution for SH wave scattering  
in nano circular hole 

Wu Hongmei1, 2  Ou Zhiying2 

(1 School of Science, Lanzhou University of Technology, 730050, Lanzhou, China； 
2 School of Mechanical and Electronical Engineering, Lanzhou University of Technology, 730050, Lanzhou, China) 

Abstract: The scattering of shear waves (SH waves) by nano-circular hole in plane is studied by using complex 

function theory. Firstly, the incident wave field and the scattered wave field are presented. Secondly, considering 
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the surface effect, the boundary condition is given, and the infinite algebraic equations are established to solve the 

unknown coefficients of the scattering wave function. By using the orthogonality of trigonometric function, the 

analytic solution of stress field is obtained. Finally, the influence of surface effect and non dimensional wave 

number on the dynamic stress concentration factor and the radial stress around the hole are analyzed by some 

examples, the numerical results show that the surface effect weakens the dynamic stress concentration but 

enhances the radial stress around the hole. With the increases of wave number, the stress concentration factor 

decreases and the variation trend of radial stress is different in different intervals. 

Keywords: scattering of SH-waves, the complex variable function theory, surface effect, orthogonality, dynamic 

stress concentration factor, radial stress. 


