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Ｗｉｎｋｌｅｒ－Ｐａｓｔｅｒｎａｋ地基上四边受压ＦＧＭ
矩形板的自由振动与屈曲特性

滕兆春，王俊淋

（兰州理工大学 理学院，甘肃 兰州　７３００５０）

摘要：基于经典薄板理论，利用广义 Ｈａｍｉｌｔｏｎ原理推导相应的控制微分方程并对方程进行无量纲 化；采 用 微 分 变

换法（ＤＴＭ）计算不同边界条件下方程的前三阶无量纲固有频率和屈曲载荷，并将方程的求解退化为无地基功能梯

度板和有地基普通材料板两种情形，将其ＤＴＭ解与 已 有 文 献 的 解 进 行 对 比，结 果 一 致，表 明ＤＴＭ 的 适 用 性 和 精

确性；分析了边界条件、梯度指数、地基弹性刚度系数、地基剪切刚度系数、长宽比 等 因 素 对ＦＧＭ 矩 形 板 无 量 纲 固

有频率以及临界屈曲载荷的影响．结果表明：在几种边界条件下，边界约束越强，无量纲固有频率越大；地基弹性刚

度系数、地基剪切刚度系数、长宽比的增大也会导致无量纲固有频率增大；面内压载荷的增大会导致无量纲固有频

率减小；长宽比越大，临界屈曲载荷越小；梯度指数越大临界屈曲载荷越小．
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　　随着现代社会工程建设的快速发展，弹性地基

上各 类 板 状 结 构 在 工 程 中 的 应 用 前 景 越 来 越 广

泛［１］．工 程 中 常 见 的 地 基 模 型 有：弹 性 连 续 介 质 模
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型、Ｗｉｎｋｌｅｒ模型、粘弹性模型、双参数模型等．Ｗｉｎ－
ｋｌｅｒ模型认为地基上某点的沉降只与该点作用的载

荷有关，而与其它点的载荷无关［２］；弹性连续介质模

型将地基视为完全相连的弹性体，在求解过程中通

常都需要求解微分方程，在数学上较为困难．Ｗｉｎｋ－
ｌｅｒ－Ｐａｓｔｅｒｎａｋ地基作为一种对 Ｗｉｎｋｌｅｒ地基模型的

修正［３］，同时也没有弹性连续介质地基模型在数学

上遇到 的 困 难，更 接 近 工 程 中 的 实 际 情 况［１］．在

Ｗｉｎｋｌｅｒ地基 模 型 的 基 础 上，Ｗｉｎｋｌｅｒ－Ｐａｓｔｅｒｎａｋ地

基模型假设各弹簧之间存在相互的剪切作用，且该

剪切作用通过一层只能产生竖向剪切变形而不能被

压缩的剪切薄层与弹簧单元相连来实现［４］．
功能梯度材料（Ｆｕｎｃｔｉｏｎａｌｌｙ　Ｇｒａｄｅｄ　Ｍａｔｅｒｉａｌ，

ＦＧＭ）是指两种或两种以上的材料从一侧到另一侧

连续变化［５］，从而使不同材料之间的性能也得以连

续变化，以满足构件的不同部位对材料使用性能需

求的不同，特别在减缓热应力方面其性能明显优于

传统复合材料．正是因为这种优越的力学性能，使得

ＦＧＭ应用到更多的领域，特别在航空航天、核工业、
光学器件等尖 端 领 域．目 前 对 弹 性 地 基 和ＦＧＭ 的

研究也较多，诸如：Ｒｅｄｄｙ等［６］用有限元方法对热机

耦合ＦＧＭ圆柱和板结构的动力学热弹响应做了分

析．蒲育 等［７］在 二 维 线 弹 性 理 论 的 基 础 上，利 用

Ｈａｍｉｌｔｏｎ建立了ＦＧＭ 板 面 内 自 由 振 动 的 控 制 微

分方程，然后采用微分求积法（Ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ　Ｑｕａｄｒａ－
ｔｕｒｅ　Ｍｅｔｈｏｄ，ＤＱＭ），研 究 了 四 边 弹 性 约 束 条 件 下

ＦＧＭ 矩形 板 面 内 自 由 振 动 的 无 量 纲 频 率．Ｌａｔｉｆｉ
等［８］在经典板理论的基础上，利用傅里叶级数展开

研究了受面内载荷ＦＧＭ矩形板在各种边界条件下

的动力屈曲．Ｎａ等［９］用有限元方法研究了功能梯度

陶瓷复合材料的三维热机屈曲并分析了功能梯度材

料结构的长厚比、体积分数分布和系统几何参数对

ＦＧＭ板 热 屈 曲 性 能 的 影 响．Ｇｕｐｔａ等［１０］基 于 非 多

项式高阶剪切和法向变形理论，采用有限元方法研

究 Ｗｉｎｋｌｅｒ－Ｐａｓｔｅｒｎａｋ地 基 上ＦＧＭ 板 的 弯 曲 与 振

动问题，并分析了各种边界条件、几何条件、地基参

数和两种微力学材料模型对功能梯度板弯曲和振动

响应的影响．周凤玺等［１１］在三维线性热弹性理论的

基础上，运用Ｌａｐｌａｃｅ变换和打靶法，求得了在热冲

击下四边简支ＦＧＭ 矩 形 板 的 热 响 应，并 分 析 了 材

料的组分分布和功能梯度材料的热响应行为之间的

关系．Ｌｉａｎｇ等［１２］利 用Ｌａｐｌａｃｅ变 换 和 微 分 求 积 法

求得了ＦＧＭ 圆板在双参数黏弹性地基上瞬态响应

的解析解．滕 兆 春 等［１３］使 用ＤＱＭ 法，数 值 研 究 了

变厚度矩形板在弹性地基上横向自由振动的频率特

性．刘丽威［１４］用ＤＱＭ研究了不同边界条件下长宽

比和剪切变形对ＦＧＭ 板频率的影响．王小岗等［１５］

利用挠度试 函 数 和 Ｇａｌｅｒｋｉｎ法 求 得 四 边 自 由 的 变

厚度矩形板在 Ｗｉｎｋｌｅｒ弹性地基上的自振频率方程

和算式．国内外学者展开的对功能梯度材料在各种

载荷作用下力学响应的研究虽然较多，但鲜有关于

同时考虑多种边界条件和 Ｗｉｎｋｌｅｒ－Ｐａｓｔｅｒｎａｋ弹性

地基上四边受压功能梯度矩形板的自由振动与屈曲

特性的报道．同时以上求解ＦＧＭ 板自由振动、弯曲

和屈曲问题的方法虽多，例如有限元方法，适用于复

杂边界条件，但需要大量的前期准备工作、密集的网

格和较大的计算量，才能保证计算结果满足所需的

精度［１６］，ＤＱＭ又因 为 边 界 条 件 的 限 制 或 公 式 推 导

的繁琐，使求解变得也较为麻烦．
微 分 变 换 法（ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ　ｔｒａｎｓｆｏｒｍ　ｍｅｔｈｏｄ，

ＤＴＭ）是一种相对于有限元等可不采用结点而通过

变换式迭代求解获得较高计算精度结果的一种半解

析方法，它可以将边界条件和微分方程结合，将其变

换成相应的代数方程求解．最初该方法被运用于电

路问题的分析［１７］，近年来也逐渐被用于结构的静动

力学响应求解［１８－２１］，且编写程序简单，计算结果精度

高，完全能满足工程实际的要求［２２］．本文运用ＤＴＭ
对多种边界条件 Ｗｉｎｋｌｅｒ－Ｐａｓｔｅｒｎａｋ地基上四边受

压ＦＧＭ矩形板的自由振动和屈曲特性展开研究．

１　问题的描述及基本方程

１．１　问题的基本描述

在均匀的 Ｗｉｎｋｌｅｒ－Ｐａｓｔｅｒｎａｋ弹 性 地 基 上 放 置

一块由两种材 料 组 成 的 四 边 受 压ＦＧＭ 矩 形 板，并

建立如图１所示坐标系．ＦＧＭ矩形板的长宽高分别

为ａ、ｂ和ｈ，长宽比为λ＝ａ／ｂ，载荷Ｎｙ 垂直于ｙ轴

截面，载 荷 Ｎｘ 垂 直 于ｘ 轴 截 面，ｋｗ、ｑｗ 分 别 为 地

基 的弹性刚度系数以及剪切刚度系数，ｗ表示板横

图１　Ｗｉｎｋｌｅｒ－Ｐａｓｔｅｒｎａｋ弹性地基 上 四 边 受 压ＦＧＭ 板 的 几

何模型

Ｆｉｇ．１　Ｇｅｏｍｅｔｒｉｃ　ｍｏｄｅｌ　ｏｆ　ＦＧＭ　ｐｌａｔｅ　ｕｎｄｅｒ　ｆｏｕｒ－ｓｉｄｅｄ　ｃｏｍ－

ｐｒｅｓｓｉｏｎ　ｏｎ　Ｗｉｎｋｌｅｒ－Ｐａｓｔｅｒｎａｋ　ｅｌａｓｔｉｃ　ｆｏｕｎｄａｔｉｏｎ
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向的位移分量．ｙ＝０和ｙ＝ｂ两 处 边 界 条 件 为 简 支

（Ｓ），其余两 对 边 外 的 边 界 条 件 为 简 支（Ｓ）或 固 支

（Ｃ）．以下ＦＧＭ矩形板四条直边的边界条件表示均

按ｘ＝０、ｙ＝ｂ、ｘ＝ａ和ｙ＝０的顺序给出．
假设材料常数沿厚度方向遵循如下规律变化［２３］：

Ｐ（ｚ）＝ （Ｐｃ－Ｐｍ） １２＋
ｚ（ ）ｈ

ｋ

＋Ｐｍ （１）

式中：Ｐ表示材料的弹性模量Ｅ、剪切模量Ｇ或密度

ρ；Ｐｃ、Ｐｍ 分别表示两种材料的物性参 数；ｚ表 示 沿

板厚度方向的坐标；ｋ表示梯度指数，它取不同的值

代表成分含量不一的功能梯度材料．
Ｗｉｎｋｌｅｒ地基假定地基界面上任一点的压力强

度与该点的沉降量成线性变化，则在任意时间ｔ，数

学模型为

Ｈ　ｘ，ｙ，（ ）ｔ ＝ｋｗｗ（ｘ，ｙ，ｔ） （２）

　　Ｗｉｎｋｌｅｒ－Ｐａｓｔｅｒｎａｋ考 虑 各 弹 簧 之 间 存 在 相 互

的剪切作用，且弹性地基之间始终保持接触，则在任

意时间ｔ，地基的载荷与位移关系可表示为

Ｈ　ｘ，ｙ，（ ）ｔ ＝ｋｗｗ－ｑｗ !２　ｗ （３）

式中：!２为Ｌａｐｌａｃｅ算子．
１．２　基本方程

物 理 中 面 取 薄 板 的 正 应 变 与 正 应 力 为 零 的 面

ｚ＝ｚ（ ）０ ．

ｚ０ ＝∫
ｈ／２

－ｈ／２
（）ｚＥ　ｚ　ｄｚ

∫
ｈ／２

－ｈ／２
（）Ｅ　ｚ　ｄｚ

（４）

对式（４）进行积分可得

ｚ０ ＝Ｅｍｈ
２
ψ２

Ｅｍｈψ１
＝ψ２
ψ１
ｈ （５）

式中

　　　ψ１＝１＋
Ｅｃ－Ｅｍ
ｋ（ ）＋１　Ｅｍ

ψ２＝
ｋ（Ｅｃ－Ｅｍ）

２ｋ（ ）＋１ ｋ（ ）＋２　Ｅｍ
位移分量：

ｕ＝－ ｚ－ｚ（ ）０ 
ｗ
ｘ

ｖ＝－ ｚ－ｚ（ ）０ 
ｗ
ｙ

ｗ ＝ｗ　ｘ，ｙ，（ ）ｔ

（６）

　　应变分量：

εｘ ＝－ ｚ－ｚ（ ）０ 
２　ｗ
ｘ２

εｙ ＝－ ｚ－ｚ（ ）０ 
２　ｗ
ｙ２

γ＝－２　ｚ－ｚ（ ）０ 
２　ｗ
ｘｙ

（７）

　　物理方程为

σｘ
σｙ
τｘ
烅
烄

烆
烍
烌

烎ｙ

＝

Ａ１１ Ａ１２ ０
Ａ２１ Ａ２２ ０
０ ０ Ａ

熿

燀

燄

燅３３

εｘ
εｙ
γｘ
烅
烄

烆
烍
烌

烎ｙ

（８）

式中　

　　　 Ａ１１，Ａ１２，Ａ（ ）３３ ＝Ｅ
（ｚ）

１－ν２
１，ν，１－ν（ ）２

Ａ２１＝Ａ１２，　Ａ２２＝Ａ１１
　　ＦＧＭ板的抗弯刚度、抗扭刚度为

Ｄ１１，Ｄ１２，Ｄ（ ）３３ ＝

∫
ｈ
２

－ｈ２
ｚ－ｚ（ ）０ ２ Ｅ（ｚ）

１－ν２
１，ν，１－ν（ ）２ ｄｚ （９）

将式（５）代入式（９），可得

Ｄ１１ ＝ Ｅｍｈ３

１２　１－ν（ ）２ ψ３－１２ψ
２
２

ψ（ ）１ ＝νＤ１２

Ｄ３３ ＝ Ｅｍｈ３

２４　１＋（ ）ν ψ３－１２ψ
２
２

ψ（ ）１
式中：ψ３＝１＋

３　ｋ２＋ｋ（ ）＋２　 Ｅｃ－Ｅ（ ）ｍ
ｋ（ ）＋３ ｋ（ ）＋２ ｋ（ ）＋１　Ｅｍ

，ｋ为 非 负

实数，当ｋ→０和ｋ→∞时，功能梯度材料分别退 化

为抗弯刚度为Ｄｃ 和Ｄｍ 的材料．

２　控制微分方程及参数的无量纲化

由经典薄板理论可得面内受压ＦＧＭ 矩形板在

Ｗｉｎｋｌｅｒ－Ｐａｓｔｅｒｎａｋ弹 性 地 基 上 的 应 变 能Ｕ、动 能

Ｔ、外力引起的势能Ｖ 分别表示如下：

Ｕ ＝ １２∫
ａ

０∫
ｂ

０
Ｄ１１ ２　ｗ

ｘ（ ）２
２

＋ ２　ｗ
ｙ（ ）２［ ］

２

｛ ＋

２Ｄ１２ 
２　ｗ
ｘ２

２　ｗ
ｙ（ ）２ ＋４Ｄ３３ ２　ｗ

ｘ（ ）ｙ ｝
２

ｄｘｄｙ

（１０）

Ｔ＝ １２∫
ａ

０∫
ｂ

０
Ｉ０ ｗ（ ）ｔ

２

ｄｘｄｙ （１１）

Ｖ ＝ １２∫
ａ

０∫
ｂ

０
ｋｗｗ２＋ｑｗ ｗ

（ ）ｘ
２

＋ ｗ
（ ）ｙ［ ］｛

２

－

Ｎｘ ｗ（ ）ｘ
２

＋Ｎｙ 
ｗ
（ ）ｙ［ ］｝

２

ｄｘｄｙ （１２）

式中：Ｉ０ ＝∫
ｈ
２

－ｈ２
ρ（）ｚ　ｄｚ＝ｈρ

ｃ－ρｍ
ｋ＋１ ＋ρ（ ）ｍ ，为非负

实 数，ｋ→０和ｋ→∞时，ＦＧＭ分别退化为密度为ρｃ
和ρｍ 的材料．

对 Ｗｉｎｋｌｅｒ－Ｐａｓｔｅｒｎａｋ弹 性 地 基 上 面 内 受 压

ＦＧＭ矩形板使用广义 Ｈａｍｉｌｔｏｎ原理［２４］

δ∫
ｔ２

ｔ１

（Ｔ－Ｕ－Ｖ）ｄｔ＝０ （１３）

式中：δ为变分符号；ｔ为时间．将式（１０～１２）代入式

（１３）可得面内受压ＦＧＭ矩形板在 Ｗｉｎｋｌｅｒ－Ｐａｓｔｅｒ－
ｎａｋ弹性地基上自由振动和屈曲问题的控制微分方

·６６１·　　　　　　　　　　　　　　　　　　　兰 州 理 工 大 学 学 报　　　　　　　　　　　　　　 　第４７卷



程：

Ｄ１１ 
４　ｗ
ｘ４ ＋

４　ｗ
ｙ（ ）４ ＋２　２Ｄ３３＋Ｄ（ ）１２

４　ｗ
ｘ２ｙ２

＋

Ｉ０
２　ｗ
ｔ２ －

Ｎｘ
２　ｗ
ｘ２ －

Ｎｙ
２　ｗ
ｙ２

－ｑｗ !２　ｗ＋ｋｗｗ ＝０

（１４）

　　考虑ＦＧＭ矩形板在ｙ＝０和ｙ＝ｂ处的边界条

件为简支（Ｓ），取ＦＧＭ矩形板的横向位移函数为

ｗ（ｘ，ｙ，ｔ）＝ｗ
－（ｘ）ｓｉｎ（ｍπｙ／ｂ）ｅｉωｔ （１５）

式中：ω表示圆 频 率，ｉ表 示 虚 数 单 位，ｗ
－

（）ｘ 表 示ｘ
方向的振型，ｍ＝１，２，３，…表示ＦＧＭ矩形板在ｙ方

向振动的半波数，引入如下无量纲参数：

Ｘ＝ｘ／ａ，Ｙ ＝ｙ／ｂ，Ｗ ＝ｗ
－／ａ，Ｈ ＝ｈ／ａ

Ω ＝ωａ２ ρｃｈ
Ｄ槡ｃ
Ｎ＊
ｘ ＝Ｎｘａ２／Ｄｃ，Ｎ＊

ｙ ＝Ｎｙａ２／Ｄｃ

Ｑ＝ｑｗａ２／Ｄｃ，Ｋ ＝ｋｗａ４／Ｄｃ

令：η＝ρ
ｃ－ρｍ
ｋ＋１ ＋ρｍ

，将式（１５）代入式（１４）可 得 面 内

受压ＦＧＭ 矩 形 板 在 Ｗｉｎｋｌｅｒ－Ｐａｓｔｅｒｎａｋ弹 性 地 基

上自由振动和屈曲问题的无量纲控制微分方程为

Ａ０ｄ
４　Ｗ
ｄＸ４ ＋Ａ１

ｄ２　Ｗ
ｄＸ２ ＋Ａ２Ｗ ＝０

（１６）

式中

Ａ０＝Ｄ１１ρｃ／ηＤｃ
Ａ１＝－２　２Ｄ３３＋Ｄ（ ）１２ ｍ２π２λ２ρｃ／ηＤｃ－

Ｑρｃ／η－Ｎ＊
ｘρｃ／η

Ａ２＝ｍ４π４λ４ρｃ／ηＤｃ－Ω
２＋Ｎ＊

ｙｍ２π２λ２ρｃ／η＋
Ｑｍ２π２λ２ρｃ／η＋Ｋρｃ／η

　　考虑ＦＧＭ矩形板 在Ｘ＝０和Ｘ＝１处 的 边 界

条件为简支（Ｓ）或固支（Ｃ），其无量纲形式为

固支（Ｃ）　　Ｗ＝０，　ｄＷｄＸ＝０
（１７）

简支（Ｓ）　　Ｗ＝０，　ｄ
２　Ｗ
ｄＸ２＝０

（１８）

３　控制微分方程及边界条件的ＤＴＭ
变换

式（１２）结合边界条件求其固有频率及临界屈曲

载 荷 的 解 析 解 较 为 困 难，这 里 采 用 微 分 变 换 法

（ＤＴＭ）求其 数 值 解．运 用ＤＴＭ 求 解 微 分 方 程，首

先需要原函数可展开为 Ｔａｙｌｏｒ级数，然后经ＤＴＭ
变换法则变换，使系统边界条件和原微分方程（组）
能变换为由离散函数组成的代数方程（组），在通过

迭代解出含有未知量的多项式，最后进行反变换，求
得该微分方程级数形式的解．

基 于 Ｔａｙｌｏｒ公 式，Ｆｒ 为 原 函 数ｆ（ｘ）经 过

ＤＴＭ变换后所得，表示为

Ｆｒ ＝ １ｒ！
ｄｒｆ（）ｘ
ｄｘ［ ］ｒ

ｘ＝ｘ０

（１９）

式（１９）被称作ｆ（ｘ）在ｘ＝ｘ０ 时的微分变换的正变

换式，Ｆｒ 被称作ｆ（ｘ）的微分变换形式．
设函数ｆ（ｘ）可 展 开 为Ｔａｙｌｏｒ级 数 且 收 敛，此

时Ｆｒ 能变换为ｆ（ｘ），表示为

ｆ（ｘ）＝∑
∞

ｒ＝０
ｘ－ｘ（ ）０

ｒ
Ｆｒ （２０）

式（２０）被称作微分变换的反变换形式．由式（１９）和

式（２０）可得

ｆ（ｘ）＝∑
∞

ｒ＝０

ｘ－ｘ（ ）０ ｒ

ｒ！
ｄｒｆ（）ｘ
ｄｘ［ ］ｒ

ｘ＝ｘ０

（２１）

　　ＤＴＭ基于Ｔａｙｌｏｒ级数展开后不需要求解函数

的各阶导数，因此计算量大大减小．在实际应用中，
可用有限的级数表示ｆ（ｘ），则式（２１）可写成

ｆ（ｘ）＝∑
ｎ

ｒ＝０
ｘ－ｘ（ ）０

ｒ
Ｆｒ （２２）

与式（２２）相比，ｆ（ｘ）＝∑
∞

ｒ＝ｎ＋１
ｘ－ｘ（ ）０

ｒ
Ｆｒ很小，可忽

略不计，因此求解方程时，所需要的精度和收敛情况

取决于ｎ的值．
式（１６）经ＤＴＭ变换后可得其等价代数方程为

ｒ　＋（ ）４ ！
ｒ！ Ａ０Ｗ　ｒ　＋［ ］４ ＋

ｒ　＋（ ）２ ！
ｒ！ ×

Ａ１Ｗ　ｒ　＋［ ］２ ＋Ａ２ ［］Ｗ　ｒ ＝０ （２３）
将式（２３）移项化为递推形式有

Ａ０Ｗ　ｒ　＋［ ］４ ＝－
ｒ　＋（ ）２ ！
ｒ　＋（ ）４ ！

Ａ１
Ａ０
Ｗ　ｒ　＋［ ］２ －

ｒ！
ｒ　＋（ ）４ ！

Ａ２
Ａ０
Ｗ　ｒ　＋［ ］２ （２４）

这里ｒ＝０，１，２，３，…，ｎ，ＤＴＭ边界条件变换如下：
在Ｘ＝０处，简支（Ｓ）：

Ｗ［］０ ＝Ｗ［］２ ＝０ （２５）

　　在Ｘ＝０处，固支（Ｃ）：

Ｗ［］０ ＝Ｗ［］１ ＝０ （２６）

　　在Ｘ＝１处，简支（Ｓ）：

∑
∞

ｒ＝０
［］Ｗ　ｒ ＝０，∑

∞

ｒ＝０
ｒ　ｒ　－（ ）１ ［］Ｗ　ｒ ＝０ （２７）

　　在Ｘ＝１处，固支（Ｃ）：

∑
∞

ｒ＝０
［］Ｗ　ｒ ＝０，　∑

∞

ｒ＝０
［］ｒＷ　ｒ ＝０ （２８）

　　经式（２３）迭代累加并结合边界条件式（２５～２８）
可分别求得 四 边 简 支（ＳＳＳＳ）和 三 边 简 支 一 边 固 支

（ＳＳＣＳ）的频率特征方程如下：

Ｘ（ｎ）
１１ （Ω）Ｗ［］１ ＋Ｘ

（ｎ）
１２ （Ω）Ｗ［］３ ＝０
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Ｘ（ｎ）
１２ （Ω）Ｗ［］１ ＋Ｘ

（ｎ）
２２ （Ω）Ｗ［］３ ＝０ （２９）

式中：Ｘ（ｎ）
１１ （Ω），Ｘ（ｎ）

１２ （Ω），Ｘ（ｎ）
２１ （Ω），Ｘ（ｎ）

２２ （Ω）是迭代ｎ
次以后，得到的含有未知量无量纲固有频率Ω的多

项式，写成矩阵的形式：

　　　
Ｘ（ｎ）
１１ （Ω） Ｘ（ｎ）

１２ （Ω）

Ｘ（ｎ）
２１ （Ω） Ｘ（ｎ）

２２ （Ω［ ］） Ｗ［１］

Ｗ［３烅
烄

烆
烍
烌

烎］
＝｛｝００ （３０）

要使其存在非零解，则

Ｘ（ｎ）
１１ （Ω） Ｘ（ｎ）

１２ （Ω）

Ｘ（ｎ）
２１ （Ω） Ｘ（ｎ）

２２ （Ω）
＝０ （３１）

　　ＦＧＭ矩形板失稳时其固有频率应为零．式（２３）
中令无量纲固有频率Ω＝０，则此时对应的最小屈曲

载荷为临界屈曲 载 荷Ｎｃｒ，其 求 解 过 程 类 似 于Ω的

求解过程，可得

Ｐ（ｎ）
１１ Ｎ（ ）ｃｒ Ｐ（ｎ）

１２ Ｎ（ ）ｃｒ
Ｐ（ｎ）
２１ Ｎ（ ）ｃｒ Ｐ（ｎ）

２２ Ｎ（ ）ｃｒ
＝０ （３２）

　　同理在边界条件为对边简支对边固支（ＣＳＣＳ）和
一边固支三边简支（ＣＳＳＳ）时，可得到含有未知量无

量纲固有频率Ω和临界屈曲载荷Ｎｃｒ的特征方程：

Ｒ（ｎ）
１１ （Ω） Ｒ（ｎ）

１２ （Ω）

Ｒ（ｎ）
２１ （Ω） Ｒ（ｎ）

２２ （Ω）
＝０ （３３）

Ｔ（ｎ）
１１ Ｎ（ ）ｃｒ Ｔ（ｎ）

１２ Ｎ（ ）ｃｒ

Ｔ（ｎ）
２１ Ｎ（ ）ｃｒ Ｔ（ｎ）

２２ Ｎ（ ）ｃｒ
＝０ （３４）

由式（３２～３４），可 分 别 求 得 边 界 条 件 为 ＳＳＳＳ、

ＣＳＳＳ、ＳＳＣＳ、ＣＳＣＳ时的 无 量 纲 固 有 频 率Ω和 临 界

屈曲载荷Ｎｃｒ．为 了 保 证 无 量 纲 固 有 频 率Ω和 临 界

屈曲载荷Ｎｃｒ的精度，给定：

Ω（ｎ）ｊ －Ω ｎ－（ ）１
ｊ ≤η１， Ｎ

（ｎ）
ｃｒｊ －Ｎ　ｎ－（ ）１ｃｒｊ ≤η２

式中：η１、η２ 表 示 迭 代 误 差 限，这 里 取η１ ＝η２ ＝
０．０００　００１．

４　计算结果及分析

使 用 ＭＡＴＬＡＢ 软 件 编 写 程 序 能 够 得 到 由

ＤＴＭ 求 解 的 四 边 受 压 ＦＧＭ 矩 形 板 在 Ｗｉｎｋｌｅｒ－
Ｐａｓｔｅｒｎａｋ弹性地基上自由振动和屈曲 特 征 值 问 题

的无量纲固有频 率Ω和 临 界 屈 曲 载 荷Ｎｃｒ，计 算 需

迭代项数ｎ＝４０．ＦＧＭ 的算例中，各组 分 材 料 性 质

参照表１，给 定Ｎ＊
ｙ ＝αＮ＊

ｘ ，Ｎ＊
ｘ ＝－Ｎ＊

０ ，其 中α为

ＦＧＭ矩形板面内两个方向压载荷比例系数．首先为

验证ＤＴＭ的正确性和精度，设置梯度指数ｋ＝０，将
该问题退化为普通材料矩形板，并给定ｍ＝１，ｖ＝０．
３，Ｄ１１＝１，Ｄ１２＝０．３，Ｄ３３＝０．４，Ｈ＝０．１，表２为Ｎ＊

ｘ

＝０，Ｎ＊
ｙ ＝０，Ｑ＝０时，在ＣＳＣＳ、ＣＳＳＳ边界条件下，

弹性地基上 各 向 同 性 方 板 前３阶 无 量 纲 固 有 频 率

Ω，并将其与文献［２５］的微分求积法（ＤＱＭ）和文献

［２６］五次样条法（ｑｕｉｎｔｉｃ　ｓｐｌｉｎｅ　ｔｅｃｈｎｉｑｕｅ，ＱＳＴ）的

计算结果作对比，结果吻合；表３为均质各向同性矩

形板在ＣＳＣＳ、ＣＳＳＳ边 界 条 件 下 的 临 界 屈 曲 载 荷

Ｎｃｒ值，将其与文献［２４］所得计算结果对 比，结 果 吻

合，这表明本文所使用的ＤＴＭ 法，精度和正确性都

满足要求．
为了进一步 验 证 本 文 有 关ＦＧＭ 的 计 算 精 确，

考虑取不同梯度指数ｋ，并将问题退化为无地基、无

载荷的情形．表４给出了由Ａｌ／Ａｌ２Ｏ３ 组成的ＦＧＭ
方板在ＳＳＳＳ边界条件下的前２阶无量纲固有频率

值，并与文献［２７］的计算结果对比，计算结果吻合，
这表明本文对功能梯度材料的计算正确．

以下算例中若无特殊说明，ＦＧＭ 板均由Ｓｉ３Ｎ４／

ＳＵＳ３０４组 成．图２给 出 了 不 同 边 界 条 件 下 Ｋ＝
２００，Ｑ＝２０，Ｎ＊

０ ＝５，α＝２时，ＦＧＭ方板的梯度指数

ｋ对其无量纲固有频率的影响．由图２可知：随着梯

度指数ｋ的增大，ＦＧＭ方板前３阶无量纲固有频率

均减小，且梯度指数在０～１范围内变化时，频率显

著减小，此后逐渐趋向于定值，这一点符合ＦＧＭ 材

料性质随着梯度指数的增加，由一种材料过渡到另

一种材料的事实．
表１　材料力学性能

Ｔａｂ．１　Ｍｅｃｈａｎｉｃａｌ　ｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓ　ｏｆ　ｍａｔｅｒｉａｌｓ

材料 Ｅ／ＧＰａ $／（ｋｇ·ｍ－３） ν
Ａｌ　 ７０　 ２　７００　 ０．３

Ａｌ２Ｏ３ ３８０　 ３　８００　 ０．３

ＳＵＳ３０４　 ２０８　 ８　１６６　 ０．３

Ｓｉ３Ｎ４ ３２２　 ２　３７０　 ０．３

　　表２　均质各向同性方板无量纲固有频率的比较

（Ω２＝ａ５ω２ρＨ／Ｄ１１）

　Ｔａｂ．２　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ　ｏｆ　ｄｉｍｅｎｓｉｏｎｌｅｓｓ　ｎａｔｕｒａｌ　ｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓ

ｆｏｒ　ｈｏｍｏｇｅｎｅｏｕｓ　ｉｓｏｔｒｏｐｉｃ　ｒｅｃｔａｎｇｕｌａｒ　ｐｌａｔｅｓ
（Ω２＝ａ５ω２ρＨ／Ｄ１１）

边界条件 Ｋ Ω ＤＴＭ解 ＤＱＭ解［２５］ ＱＳＴ解［２６］

ＣＳＣＳ

ＣＳＳＳ

０

０．０１

０

０．０１

Ω１
Ω２
Ω１
Ω２
Ω１
Ω２
Ω１
Ω２

２８．９５０　８　 ２８．９５０　９　 ２８．９５０
６９．３２７　０　 ６９．３２７　０　 ６９．３８０
３０．９５４　０　 ３０．９５４　０　 ３０．９５３
７０．１８７　１　 ７０．１８７　１　 ７０．１８９
２３．６４６　３　 ２３．６４６　３　 ２３．６４７
５８．６４６　３　 ５８．６４６　４　 ５８．６８８
２６．０６０　４　 ２６．０６０　５　 ２６．０６１
５９．６６０　６　 ５９．６６０　７　 ５９．７０２
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表３　均质各向同性矩形板临界屈曲载荷的比较

Ｔａｂ．３　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ　ｏｆ　ｃｒｉｔｉｃａｌ　ｂｕｃｋｌｉｎｇ　ｌｏａｄｓ　ｆｏｒ　ｈｏｍｏｇｅｎｅｏｕｓ　ｉｓｏｔｒｏｐｉｃ　ｒｅｃｔａｎｇｕｌａｒ　ｐｌａｔｅｓ

边界条件 λ 方法　
（Ｋ，Ｑ）

（０，０） （０，０．００２） （０．０２，０） （０．０２，０．００２）

ＣＳＣＳ

ＣＳＳＳ

０．５

１

０．５

１

ＤＴＭ　 ２２９．８７１　０　 ３７１．３８２　２　 ３２７．１３９　３　 ４６８．６５０　６
ＤＱＭ［２５］ ２２９．８７１　０　 ３７１．３８８　２　 ３２７．１３９　０　 ４６８．６５１　０
ＤＴＭ　 ８４．９２２　５　 １３７．９１４　０　 １０９．２３９　６　 １６２．２３１　０
ＤＱＭ［２５］ ８４．９２２　５　 １３７．９１４　０　 １０９．２４０　０　 １６２．２３１　０
ＤＴＭ　 １２１．７４３　３　 ２５５．２０６　４　 ２１９．０１１　６８　 ３５２．４７４　８
ＤＱＭ［２５］ １２１．７４３　０　 ２５５．２０６　０　 ２１９．０１２　０　 ３５２．４７４　８
ＤＴＭ　 ５６．６５３　６　 １０７．６３５　３　 ８０．９７０　７　 １３１．９５２　３
ＤＱＭ［２５］ ５６．６５３　６　 １０７．６３５　０　 ８０．９７１　０　 １３１．９５２　０

表４　不同梯度指数ｋ下四边简支ＦＧＭ矩形板无量纲固有频率的比较（Ω＝ωａ２ ρｃ／Ｅ槡 ｃ／ｈ）

　　　　　Ｔａｂ．４　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ　ｏｆ　ｄｉｍｅｎｓｉｏｎｌｅｓｓ　ｎａｔｕｒａｌ　ｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓ　ｆｏｒ　ＦＧＭ　ｒｅｃｔａｎｇｕｌａｒ　ｐｌａｔｅｓ　ｗｉｔｈ　ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ　ｇｒａｄｉｅｎｔ

ｉｎｄｅｘ　ｋ（Ω＝ωａ２ ρｃ／Ｅ槡 ｃ／ｈ）

ｈ／ａ Ω ｋ＝０．５　 ｋ＝０．５　 ｋ＝１　 ｋ＝１　 ｋ＝２　 ｋ＝２　 ｋ＝５　 ｋ＝５

０．０５
Ω１ ３．３１７　３ ３．３１７　３　 ２．８３５　２ ２．８３５　２　 ２．５７７　７ ２．５７７　７　 ２．４４２　５ ２．４４２　４
Ω２ ５．９１９　８ ５．９１９　７　 ４．５２２　８ ４．５２２　８　 ４．１１１　５ ４．１１１　５　 ３．８９３　９ ３．８９３　９

０．１
Ω１ ３．０９８　３ ３．０９８　２　 ２．７９３　７ ２．７９３　５　 ２．５３８　６ ２．５３８　６　 ２．３９９　８ ２．３９９　８
Ω２ ４．８９９　７ ４．８９９　７　 ４．４１９　２ ４．４１９　２　 ４．０１４　２ ４．０１４　２　 ３．７８８　１ ３．７７８　０

　　　　　注：表示文献［２７］的结果．

　　图３给 出 了 不 同 边 界 条 件 下Ｑ＝２０，Ｎ＊
０ ＝５，

α＝２，梯度指数ｋ＝１时，无量纲弹性刚度系数Ｋ 对

ＦＧＭ方板无量纲固有频率的影响．由图３可知：在

长宽比、梯度指数、无量纲剪切刚度系数和载荷一定

时，无量纲弹 性 刚 度 系 数 的 增 大 使 得ＦＧＭ 矩 形 板

的整体刚度增大，进而导致板的固有频率也增大．
图４给出了不同边界条件下Ｋ＝２００，Ｎ＊

０ ＝５，α
＝２，梯度指数ｋ＝１时，无量纲剪切 刚 度 系 数Ｑ对

ＦＧＭ方板无量纲固有频率的影响．由图４可知：在

长宽比、梯度指数、无量纲弹性刚度系数以及载荷一

图２　不同边界条件下梯度指数与ＦＧＭ方板前三阶无量纲固有频率之间的关系曲线

　　Ｆｉｇ．２　Ｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐ　ｂｅｔｗｅｅｎ　ｆｉｒｓｔ　ｔｈｒｅｅ　ｄｉｍｅｎｓｉｏｎｌｅｓｓ　ｎａｔｕｒａｌ　ｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓ　ｏｆ　ＦＧＭ　ｓｑｕａｒｅ　ｐｌａｔｅｓ　ａｎｄ　ｇｒａｄｉｅｎｔ　ｉｎｄｅｘ　ａｓ

ｂｏｕｎｄａｒｙ　ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ　ｉｓ　ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ

图３　不同边界条件下无量纲弹性刚度系数与ＦＧＭ方板前３阶无量纲固有频率之间的关系

　　Ｆｉｇ．３　Ｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐ　ｂｅｔｗｅｅｎ　ｆｉｒｓｔ　ｔｈｒｅｅ　ｄｉｍｅｎｓｉｏｎｌｅｓｓ　ｎａｔｕｒａｌ　ｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓ　ｏｆ　ＦＧＭ　ｓｑｕａｒｅ　ｐｌａｔｅｓ　ａｎｄ　ｄｉｍｅｎｓｉｏｎｌｅｓｓ　ｅｌａｓｔｉｃ
ｓｔｉｆｆｎｅｓｓ　ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ　ａｓ　ｂｏｕｎｄａｒｙ　ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ　ｉｓ　ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ
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图４　不同边界条件下无量纲剪切刚度系数与ＦＧＭ方板前３阶无量纲固有频率之间关系

　　Ｆｉｇ．４　Ｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐ　ｂｅｔｗｅｅｎ　ｆｉｒｓｔ　ｔｈｒｅｅ　ｄｉｍｅｎｓｉｏｎｌｅｓｓ　ｎａｔｕｒａｌ　ｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓ　ｏｆ　ＦＧＭ　ｓｑｕａｒｅ　ｐｌａｔｅｓ　ａｎｄ　ｓｈｅａｒ　ｓｔｉｆｆｎｅｓｓ　ｏｆ

ｆｏｕｎｄａｔｉｏｎ　ａｓ　ｂｏｕｎｄａｒｙ　ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ　ｉｓ　ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ

定时，ＦＧＭ方板前３阶无量纲固有频率随着无量纲

剪切刚度系数Ｑ的增大而增大．这一点与无量纲弹

性刚度系数一样，随着Ｑ的增大，ＦＧＭ 矩形板整体

刚度增大，导致板的固有频率也增大．
图５给 出 了 不 同 边 界 条 件 下α＝２，Ｎ＊

０ ＝５，

Ｋ＝２００，Ｑ＝２０，梯 度 指 数ｋ＝１时，长 宽 比λ对

ＦＧＭ矩形板无量纲固有频率的影响．由图５可知：
在梯度指数、无量纲弹性刚度系数、无量纲剪切刚度

系数以及载荷一定时，ＦＧＭ矩形板前３阶无量纲固

有频率会随着长宽比的变化而变化，这是因为板尺

寸的变化会导致板刚度有所变化，进而使频率也发

生变化．在本文所研究的四种边界条件下，ＦＧＭ 板

的无量纲固有频率随着长宽比的增大而增大，且高

阶频率变化更显著．
由图２～图５可知：在无量纲弹性刚度系数、无

量纲剪切 刚 度 系 数、外 载 荷、长 宽 比 一 定 时，ＣＳＣＳ
边界的固有频率最大、ＣＳＳＳ或ＳＳＣＳ的固有频率次

之、ＳＳＳＳ的固有频率最小．这表明边界条件 约 束 越

强，ＦＧＭ矩形板的无量纲固有频率就越大．
图６给出了不同边界条件下，Ｋ＝２００，Ｑ＝２０，α

＝０．５，梯度指数ｋ＝１时面内压载荷对ＦＧＭ 矩 形

板无量纲固 有 频 率 的 影 响．由 图６可 知：在 梯 度 指

数、无量纲弹性刚度系数、无量纲剪切刚度系数一定

时，ＦＧＭ矩形板前３阶无量纲固有频率会随着面内

图５　不同边界条件下长宽比与ＦＧＭ矩形板前３阶无量纲固有频率之间的关系曲线

　　Ｆｉｇ．５　Ｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐ　ｂｅｔｗｅｅｎ　ｆｉｒｓｔ　ｔｈｒｅｅ　ｄｉｍｅｎｓｉｏｎｌｅｓｓ　ｎａｔｕｒａｌ　ｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓ　ｏｆ　ＦＧＭ　ｒｅｃｔａｎｇｕｌａｒ　ｐｌａｔｅｓ　ａｎｄ　ｌｅｎｇｔｈ－ｗｉｄｔｈ

ｒａｔｉｏ　ａｓ　ｂｏｕｎｄａｒｙ　ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ　ｉｓ　ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ

图６　不同边界条件下屈曲载荷与ＦＧＭ方板前３阶无量纲固有频率之间的关系曲线

　　Ｆｉｇ．６　Ｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐ　ｂｅｔｗｅｅｎ　ｆｉｒｓｔ　ｔｈｒｅｅ　ｄｉｍｅｎｓｉｏｎｌｅｓｓ　ｎａｔｕｒａｌ　ｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓ　ｏｆ　ＦＧＭ　ｓｑｕａｒｅ　ｐｌａｔｅｓ　ａｎｄ　ｂｕｃｋｌｉｎｇ　ｌｏａｄｓ　ａｓ

ｂｏｕｎｄａｒｙ　ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ　ｉｓ　ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ

压载荷的增大而减小，且能减小至０．由弹性稳定性 理论可知，当结构失稳时，其振动周期会无限大，此
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时结构的固有频率为零．故当频率Ω＝０时，最小的

Ｎ＊
０ 即为ＦＧＭ矩形板的临界屈曲载荷Ｎｃｒ，同时约

束刚性比强边界条件下临界屈曲载荷大．
图７为 ＣＳＣＳ和 ＣＳＳＳ两 种 边 界 条 件 下 Ｋ＝

２００和Ｑ＝２０时，长宽比λ对临界屈曲载荷的影响

曲线．由图７可知：在梯度指数、无量纲弹性刚度系

数、无量纲剪切刚度系数、边界条件一定时，临界屈

曲载荷随着长宽比的增大而减小；当长宽比小于２
时，屈曲载荷Ｎｃｒ随着长宽比的变化更显著；长宽比

大于２时，屈 曲 载 荷Ｎｃｒ随 着 长 宽 比 的 变 化 更 趋 于

平缓；长宽比、无量纲弹性刚度系数、无量纲剪切刚

度系数、边界条件一定时，临界屈曲载荷随着梯度指

数的增大而减小．

图７　不同梯度指数下长宽比与临界屈曲载荷之间的关

系曲线

Ｆｉｇ．７　Ｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐ　ｂｅｔｗｅｅｎ　ｃｒｉｔｉｃａｌ　ｂｕｃｋｌｉｎｇ　ｌｏａｄｓ　ａｎｄ

ｌｅｎｇｔｈ－ｗｉｄｔｈ　ｒａｔｉｏ　ａｔ　ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ　ｇｒａｄｉｅｎｔ　ｉｎｄｅｘｅｓ

５　结论

本文在经典薄板理论和广义 Ｈａｍｉｌｔｏｎ原理的

基础上，推 导 了 四 边 受 压ＦＧＭ 矩 形 板 在 Ｗｉｎｋｌｅｒ－
Ｐａｓｔｅｒｎａｋ弹性地基上的自由振动与屈 曲 控 制 微 分

方程并进行无量纲化．使用ＤＴＭ 对无量纲控制微

分方程及其边 界 条 件 进 行 变 换，利 用 ＭＡＴＬＡＢ软

件对计算过程进行编程，计算出不同边界条件下四

边受 压ＦＧＭ 矩 形 板 在 Ｗｉｎｋｌｅｒ－Ｐａｓｔｅｒｎａｋ弹 性 地

基上自由振动的无量纲固有频率和临界屈曲载荷并

对其特性进行 分 析．考 虑ＦＧＭ 矩 形 板 的 边 界 条 件

为对边简支和其余两边为简支或固支的任意组合，

因此本文 能 解 决ＦＧＭ 矩 形 板 相 对 较 多 的 边 界 条

件，并得到以下结论：

１）ＦＧＭ矩形板的无量纲固有频率随着梯度指

数的增大而减小，且ｋ处于０到１之间，频率减小更

显著，后逐渐趋于稳定．
２）ＦＧＭ矩形板的无量纲固有频率随着无量纲

弹性刚度系数、无量纲剪切刚度系数和长宽比的增

大而增大，且高阶频率增大更明显；边界条件约束越

强，ＦＧＭ矩形板的无量纲固有频率越大．
３）ＦＧＭ矩形板的无量纲固有频率随着面内压

载荷的增大而减小，且能减小至０，此时对应的压载

荷即为ＦＧＭ矩形板的临界屈曲载荷．
４）ＦＧＭ矩形板的临界屈曲载荷随着长宽比和

梯度指数的增加而减小，且当长宽比小于２时，屈曲

载荷随着长宽比的变化更显著．
５）本 文 采 用 的ＤＴＭ 法，编 写 程 序 简 单，计 算

精度高，特别对特征值问题具有明显的优势，研究可

为ＦＧＭ矩形板的设计及分析提供有效的依据．
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