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基于 Lagrange运动方程的悬臂梁的固有频率分析
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摘要:将悬臂梁的自由振动挠度函数假设为各阶振型函数与关于时间的广义坐标乘积的线性
组合，推导得到了系统动能与弯曲变形能的级数形式的表达式。运用 Lagrange 运动方程得到
了悬臂梁的前 4 阶固有频率方程及其解。并将计算结果与解析解进行了对比，分析了高阶固
有频率误差值逐步增加的原因，提出了改进方法。研究表明，只要能够选取合适的振型函数，
该方法对于不同边界条件的梁( 柱) 结构具有广泛的适应性，有着明显的理论意义和工程意
义。
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Analysis on cantilever beam’s natural frenquency based
on Lagrange motion equation
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Abstract: Under the assumming of the free vibration defection function of a cantilever beam being
the linear combination of multiple vibration mode functions with universal coordinate product about
the time，the series expression of the beam’s kinetic energy and bending deformation energy is de-
duced and obtained． Using Lagrange motion equation，the frout four-order natural frequency equation
of the beam is established and its solution is obeained． Furthermore，a comparison is made between a-
bove mentioned results and its analytic solution and then，the reasons coused the natural frequency
error increasing is analyzed and improred inethod is put forword too． This method has a wide applica-
tion to the beam structures with various boundary conditions if an appropriate vibration mode function
is adoped and this research work has a great significance in theory as well as in engineering．
Key words: cantilever beam; natural frequency; hypothetical modal method; Lagrange motion e-
quation．

梁在机械和土木等工程领域有着广泛的应用，其振动是机械振动中最常见的振动形式之一，研究其
振动特性具有很大的理论价值和实际工程应用背景。由于对连续系统( 无限自由度) 振动特性的研究
有着很大的理论难度，除了基于分离变量法可得到一些简单模型的解析解外，在大多数情况下，则很难
得到解析解。因此，在能够满足工程需要的前提下，寻求近似解成为研究工作的重点，国内外很多学者
对此进行了深入的研究，并提出一些切实可行的方法。如林振庭等［1］基于 Hermite再生核无网格近似，
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建立了 Euler梁自由振动分析的伽辽金无网格离散方程，针对常见的几种典型边界条件的 Euler 梁自由
振动问题，详细分析了前两阶频率的误差和收敛性，为 Euler 梁振动分析提供了一种高精度的数值方
法。潘旦光等［2］利用等截面 Euler梁的特征值和模态，将变截面 Timoshenko 梁特征方程的偏微分方程
组转化为代数方程组进行求解，从而得到变截面 Timoshenko梁的特征值和模态。吴辉琴等［3］为解决变
截面连续梁的变系数控制微分方程无法得到解析解这一困难，提出了运用有限差分方法解此问题的方
法，通过推导连续梁动力特性的振型方程，建立其差分格式，得到了自振频率，相应地求出了振型。对
于连续系统，根据离散化思想，可以得到有重要工程应用价值的而且较为精确的结构的前几阶固有频
率，如集中质量法［4］。离散化思想的另一个途径是假设振型法［5〗218，该法的实质是假设振动位移是由各
阶振型函数按照各自的振幅振动并线性叠加的结果，并假设振幅是时间的谐波函数与待定参数的乘积
形式。文献［6］分别采用假设振型法和集中质量法对简支梁的固有频率进行了分析，并与解析解作了
对比。本文直接假设振动位移是各阶振型函数与关于时间的广义坐标乘积的线性叠加，推导得到了级
数形式的系统动能与势能的通式，应用 Lagrange运动方程得到了悬臂梁的前 k 阶固有频率方程并计算
了前 4 阶固有频率。并将计算结果与基于分离变量法所得到解析解进行了对比，分析了高阶固有频率
误差值逐步增加的原因，并提出了改进方法。研究表明，只要能够选取合适的振型函数，该方法对于不
同边界条件的梁( 柱) 结构具有广泛的适应性，有着明显的理论意义和工程意义。

1 悬臂梁的动能和弯曲变形能
假设等截面悬臂梁长度为 l，抗弯刚度为 EI，单位长度质量为 珚m，则梁在系统中的动能 T 和梁弯曲

变形能 V可以表示为［5］213

T = 1
2 珚m ∫

l

0

y( x，t)
[ ]t

2
dx ( 1)

V = 1
2 EI ∫

l

0

y2 ( x，t)
x[ ]2

2

dx ( 2)

式中 y( x，t) 为梁的挠度函数，这里选取梁的挠度函数为

y( x，t) = ∑
k

r = 1
qr ( t) 1 － cos ( 2r － 1) π

2l[ ]x ( 3)

式中 1 － cos ( 2r － 1) π
2l x为悬臂梁的第 r阶振型函数，qr ( t) 为相应的广义坐标。

将( 3) 式对时间 t的偏导数代入( 1) 式，并注意到

∫0
l

cos 2r －( )1 π
2l xcos 2s －( )1 π

2l xdx = 0 ( r，s = 1，2，…k，r≠ s)

积分后梁的动能为

T = 珚ml2 ∑
k

r =1
q2r

3
2 + －( )1 r 4

2r －( )1[ ]π +∑
k

r =1
∑

k

s =1
qr qs 1 + －( )1 r 2

2r －( )1 π
+ －( )1 s 2

2s －( )1[ ]{ }π

( r≠ s) ( 4)

把( 3) 式对 x的二阶偏导数代入( 2) 式，

积分后梁弯曲变形能为

V = π
4EI

64l3∑
k

r = 1
r4q2r ( t) ( 5)

2 用 Lagrange运动方程求解梁的固有频率
保守系统的 Lagrange方程［7］289 :
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d
dt
L
q·r

－ L
qr

= 0 ( r = 1，2，…k) ( 6)

式中 qr 为广义坐标，L = T － V为 Lagrange函数。

由( 4) － ( 6) 式，得到悬臂梁自由振动的微分方程组
Mq̈( t) + Kq( t) = 0，( r = 1，2，…k) ( 7)

式中 M为质量矩阵，K为刚度矩阵。

若仅取( 3) 式的前四项，则微分方程组( 7) 化为
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方程组( 8) 的频率方程为

Δ( ω2 ) =

π4EI
32珚ml4ω2 － 0. 226 8 － 0. 575 6 － 0. 236 1 － 0. 454 3

－ 0. 575 6 81π4EI
32珚ml4ω2 － 1. 924 4 － 1. 084 9 － 1. 303 2

－ 0. 236 1 － 1. 084 9 625π4EI
32珚ml4ω2 － 1. 245 4 － 0. 963 6

－ 0. 454 3 － 1. 303 2 － 0. 963 6 2401π4EI
32珚ml4ω2 － 1. 318 1

= 0

令 ξ = π4EI
32珚ml4ω2 ( 9)

代入上式，有
121 550 625ξ4 － 30 764 419. 949 9ξ3 + 210 060. 698 5ξ2 － 151. 001 4ξ + 0. 006 866 = 0

解此四次方程得

ξ1 = 0. 246 1，ξ2 = 0. 619 3 × 10 －2，ξ3 = 0. 760 2 × 10 －3，ξ4 = 0. 487 5 × 10 －4 ( 10)

将式( 10) 代回式( 9) ，即可求出该悬臂梁自由振动的前四阶固有频率为

ω1 = 3. 52 EI
珚ml槡 4，ω2 = 22. 17 EI

珚ml槡 4，ω3 = 63. 28 EI
珚ml槡 4，ω4 = 249. 88 EI

珚ml槡 4

其解析解为［1］［5］192

ω1 = 3. 52 EI
珚ml槡 4，ω2 = 22. 03 EI

珚ml槡 4，ω3 = 61. 70 EI
珚ml槡 4，ω4 = 120. 91 EI

珚ml槡 4

引入无量纲量 βr，使得

ωr = βr
EI
珚ml槡 4 ( r = 1，2，…k) 。

表 1 列出了 1 ～ 4 阶固有频率随挠度函数 y x，( )t 所取的项数的增加而得到的近似解及其相对于解

析解的误差 δr 的变化情况。
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表 1 固有频率及其误差变化情况
Tab. 1 Situation of the natural frequency and its error variation

r β1 δ1 /% β2 δ2 /% β3 δ3 /% β4 δ4 /%

1 3. 66 4 ─ ─ ─ ─ ─ ─

2 3. 52 0 23. 99 8. 89 ─ ─ ─ ─

3 3. 52 0 22. 22 0. 85 67. 27 9. 03 ─ ─

4 3. 52 0 22. 17 0. 64 63. 28 2. 56 249. 88 106

5 3. 52 0 22. 08 0. 23 63. 22 2. 46 151. 46 25. 27

可见，如果只需求基频，则挠度函数仅取 2 项就可得到其精确值。当阶数 r取到 4 时，前 3 阶固有频

率已经和精确解相当接近。随着阶数的增加，误差会迅速增加。通过增加挠度函数的项数，使解的精度得

到改进，阶数越低，改进的程度越快。

当然，如果系统为非保守系统，则可以使用方程的一般形式［7］288

d
dt
T
q·r

－ T
qr

= Qr ( r = 1，2，…k)

求解系统的固有频率，式中 Qr 为广义力。

3 结论
( 1) 对于质量均匀分布的等截面悬臂梁，运用假设振型法结合Lagrange运动方程，可以得到系统的

固有频率方程和各阶固有频率。

( 2) 随着挠度函数所取项数 r的增加，较低阶的固有频率迅速接近相应的解析解; 阶数越低，接近

的程度越快;挠度函数仅取 2 项，就可以得到与解析解完全一致的基频;挠度函数仅取 4 项，就可以得到

足够精确的前 3 阶频率，这在工程上具有较高的应用价值。

( 3) 对于变截面梁，选定合适的挠度函数后仍可使用Lagrange运动方程求解其固有频率，此时质量
m和惯性矩 I应为 x的函数，用( 1) 、( 2) 式时分别把质量m和惯性矩 I置于积分符号内部，后续计算和等

截面梁完全相同。
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