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时间序列搜索问题的在线决策算法
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摘 要 时间序列搜索是现实中一个典型的在线交易决策问题，已有各种不同的模型用确定性或随机性算法

得到求解．基于引入利润函数的模型基础，提出了随机性算法，分析了其竞争比，并通过实例表明，该算法与确定性
算法相比较在一定情况下可以有效地降低算法竞争比．
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Online Decision Algorithm for Time Series Search Problem
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Abstract Time series search which has the massive applications is a typical online trading decision problem．
A variety of solutions have been given to different models by using deterministic or random algorithms． Based on the
model with profit function，a random algorithm is proposed and its competitive ratio is analyzed． The examples dem-
onstrate that this random algorithm can effectively reduce the competitive ratio in some cases comparing with the de-
terministic one．
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随着在线算法的深入研究，在线决策问题已经成为一个热点研究问题．在线决策问题是研究不完全信息
下的决策问题，即输入总是逐步被提供，对于每个输入部分，在线算法需要在不知道以后信息的情况下给出

输出．由于不可能知道和预测未来的确切信息，因此往往无法对问题做出最优决策，而只能尽量给出问题的
满意决策．而本文研究的时间序列搜索问题是现实中一个典型的在线决策问题，决策算法性能由竞争比决
定，即决策结果与离线最优决策结果的某一比值［1-2］．
最初的时间序列搜索模型是由 El-Yaniv等建立的［3］． El-Yaniv等研究了已知价格在区间［m，M］波动的

时间周期为 n的时间序列搜索问题，提出了保留价格的确定性算法和基于风险的随机性算法，并分析证明了
算法的竞争比［4］． 1999 年 Al-Binali在此基础上对该问题做了进一步研究，依据在线者对未来的预期和所能
承受的风险来确定出一个在线策略集合，而后根据预期成功后最小的约束竞争比来选择在此模型下的最优

在线策略［5］． Lorenz等研究了 k最大序列搜索问题和 k最小序列搜索问题，提出了相应的确定性算法和随机
性算法，并运用最坏情况分析计算了算法的竞争比［6］． Damaschke等研究了价格上下界限随着时间以一种特
定方式变化的时间序列搜索问题，提出了最优确定性算法和近似最优随机性算法［7］． Xu 等通过引入利润函
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数对最初的时间序列搜索模型进行了扩展，然后运用最大最小定理提出了已知时间周期的确定性算法

( Algorithm with Known Duration，简写为 AKD) ［8］．
与时间序列搜索问题紧密相关联的问题是单向交易问题，El-Yaniv 等在文献［4］中指出任意的确定性

单向交易算法都可以看作随机性时间序列搜索算法． 2009年，Fujiwara等对单向交易问题进行了平均情况竞
争比分析，基于最大汇率服从一个已知分布的假设，采取不同的最优化标准得出了相应的最优化策略［9］．
2004 年，Kakade等在单向交易模型基础上引入了量的概念，研究了量权平均价格交易和受限订单交易［10］．
本文是在 Xu 研究的模型［8］ 基础上提出了随机性决策算法 RAKD( Random Algorithm with Known

Duration) ，并分析证明了其竞争比，最后通过实验与确定性算法进行了算法性能比较，分析及实验结果表明
该算法可以在一定情况下降低算法竞争比．另外 El-Yaniv等人研究的时间序列搜索问题模型［4］ 因为没有引
入利润函数，因此应用具有一定的局限性，而与其相比，本文研究的时间序列搜索算法应用范围较为广泛．

1 基本模型及概念

基本模型: 一个在线者在一个报价序列中选择且只能选择一个价格，目的是在兑换货币 1 为货币 2 时最
大化地获得利润．给定 n个不相交的时间段，每个时间段称为一个时间周期．在第 i( i = 1，2，…，n) 个时间周
期，在线者获得一个报价 pi，然后必须立刻决定是否要在这个时间周期接受该价格，一旦在线者接受了价格

pi，则交易结束，在线者获得的利润为 fi ( pi ) ，即第 i时间周期接受价格 pi的利润．否则 pi无效，pi+1在下一个时

间周期到达．
对于本文研究的在线时间序列搜索问题，有以下 3 个基本假设
( 1) 价格在区间［m，M］，在线者预先知道 n，m，M的值以及利润函数 f的表达式．
( 2) 利润函数 f是连续的且是价格 p的递增函数．
( 3) 对于任意的汇率 p∈［m，M］，f1 ( p) ≥ f2 ( p) ≥…≥ fn ( p) ．
在假设( 1) 中，如果 n = 1，则在线和离线情况下，在线者只能接受唯一的一个价格，因此在线和离线情

况下，在线者会获得同样的利润，所以在后面的分析中我们只考虑 n≥ 2的情况．假设( 2) 和( 3) 说明在每一
个时间周期，较大的价格对应大的利润，对于每一个价格，早期接受获得的利润高于在后期接受获得的的利

润．并且注意到在上述模型中如果 fi+1 ( M) ≤ fi ( m) 在某一时间周期 i成立，则在线者肯定会在时间周期 i或
i之前接受一个价格并结束交易，这是因为对于任意 k ＜ i，由公式 fk ( pk ) ＞ fk ( m) ＞ fi ( m) 可知在线者在时
间周期 i或之前可以获得较高利润，所以在后面的分析中我们只需要考虑 fi+1 ( M) ＞ fi ( m) 的情况．
另外为了后面叙述清晰，先定义如下符号:

pi———第 i个时间周期的价格，
fi ( pi ) ———第 i个时间周期对于给定的价格 pi 所获得的利润，

Si———第 i个时间周期交易的货币 1 的数目，
Di———第 i个时间周期交易后，在线者仍拥有的货币 1的数目．由定义可知: Di = Di－1 － Si，并定义D0 =

1 表示在未进行交易时在线交易者拥有的货币 1 的初始值为 1．
Yi———第 i个时间周期交易后，在线者拥有的货币 2 的数目，由定义可知: Yi = Yi－1 + Si fi ( pi ) ，并定义

Y0 = 0 表示在未进行交易时在线交易者拥有的货币 2 的初始值为 0．

2 随机性决策算法

Xu 等对于上述模型运用最大最小定理提出了确定性算法 AKD，其竞争比 r为［8］:

r = min{ { max{
fi+1 ( M)
fi ( m)
，

f2 ( M)
fi ( m槡 )
} ，i = 1，2，…．，n － 1} ，

f2 ( M)
fn ( m槡 )
} ．

本文运用基于风险的思想提出了随机性算法 RAKD，分析其竞争比，并通过实验和确定性算法进行了对
比，其中算法思想如下:

规则 1 只有当前的价格汇率用利润函数计算后的值为迄今最大的时候才考虑将部分货币1兑换成货币 2．
规则2 每次将货币1兑换为货币2时，我们只兑换最少数目的货币1，使得即使以后的价格汇率一直保
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持最低时我们仍能保证竞争比为 r．
与AKD相比较，这两个规则表明随机性算法RAKD不是一次性的完成交易，是每次兑换剩余货币1的一

部分，而 AKD则是接受唯一的价格一次性兑换所有的货币 1．
注意，这两个规则应用于除最后一个时间周期的所有其他时间周期，因为按照问题的表述，在线者必须

在最后一个时间周期交易所有剩余货币1为货币2，并且只有当当前价格汇率经利润函数计算后最大时才交
易，所以假设:

rfn ( m) ≤ f1 ( p1 ) ＜ f2 ( p2 ) ＜ … ＜ fk ( pk ) ≤ fk ( M) 且 pk+1 = pk+2 = … = pn = m．
根据随机性决策算法的思想及最坏情形分析，有如下引理成立．
引理 1 如果 RAKD是竞争比为 r的基于风险的兑换策略，则对任何 i ＞ 1和利润函数 f ，每个时间周期

货币 1 的兑换数目为: Si = 1
r
fi ( pi ) － fi－1 ( pi－1 )
fi ( pi ) － fn ( m)

．

证 由于 RAKD的竞争比是 r，根据规则 2，
fi ( pi )

Yi + Difn ( m)
≤ r．

由 Di 和 Yi 的定义，有

fi ( pi )
Yi－1 + Si fi ( pi ) + ( Di－1 － Si ) fn ( M)

≤ r．

因为 RAKD必须兑换满足上述不等式的最少数目的货币 1，可以看出上述不等式左边是关于 Si 的递减函数，

因此替换不等式为等式，解关于 Si 的方程，得到

S1 = 1
r
f1 ( P1 ) － rfn ( m)
f1 ( P1 ) － fn ( m)

， ( 1)

Si = 1
r
fi ( pi ) － fi－1 ( pi－1 )
fi ( pi ) － fn ( m)

． ( 2)

证毕．

基于风险的算法的最优竞争比应满足在 k时间周期交易后没有货币 1 剩余，即∑
k

i = 1
Si = 1．将( 1) 和( 2)

式代入得到

1
r
f1 ( P1 ) － rfn ( m)
f1 ( P1 ) － fn ( m)

+∑
k

i = 2

1
r
fi ( Pi ) － fi－1 ( pi－1 )
fi ( Pi ) － fn ( m)

= 1．

解关于 r的方程得到 r的表达式为

r =
f1 ( P1 ) － rfn ( m)
f1 ( P1 ) － fn ( m)

+∑
k

i = 2

fi ( Pi ) － fi－1 ( pi－1 )
fi ( Pi ) － fn ( m)

．

进而可得到如下等式

r = r( k; p1，p2，…，pk ) = 1 +
f1 ( P1 ) － fn ( m)

f1 ( P1 )
∑

k

i = 2

fi ( Pi ) － fi－1 ( pi－1 )
fi ( Pi ) － fn ( m)

．

为了计算出竞争比 r的最大值，我们需要找到上式后半部分的最大值．令 Xi = fi ( pi ) － fn ( m) ，则

∑
k

i = 2

fi ( Pi ) － fi－1 ( pi－1 )
fi ( Pi ) － fn ( m)

= ∑
k

i = 2

Xi － Xi－1

Xi
= k － 1 －∑

k

i = 2

Xi－1

Xi
≤

( k － 1) ( 1 － (
X1

Xk
)

1
( k－1) ) = ( k － 1) ( 1 － (

f1 ( P1 ) － fn ( m)
fk ( Pk ) － fn ( m)

)
1
( k－1) ) ．

此时，r只与 f1 ( p1 ) 和 fk ( pk ) 有关，即只与 p1、pk 及 k有关．
由 fk ( pk ) 的性质及上式可知，r随着 pk的增大而增大，所以当 p*k = M时 r最大，并且根据上述讨论，可知

对于任意的 i( 1 ＜ i≤ k) 有
fi ( p

*
i ) － fi－1 ( p

*
i －1 )

fi ( p
*
i ) － fn ( m)

= 1 － (
f1 ( p1 ) － fn ( m)
fk ( pk ) － fn ( m)

)
1
( k－1) ．
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于是可以解得对于 2 ＜ i≤ k，有

fi－1 ( p
*
i －1 ) = fi ( p

*
i ) (

f1 ( p1 ) － fn ( m)
fk ( M) － fn ( m)

)
1
( k－1) + fn ( m) ( 1 － (

f1 ( p1 ) － fn ( m)
fk ( M) － fn ( m)

)
1
( k－1) ) ．

进而可由函数 f分别计算出最坏情况序列价格 p*i ，并且此时

r = r( k; p1，p
*
2 ，…，p

*
k ) = 1 +

f1 ( P1 ) － fn ( m)
f1 ( P1 )

( k － 1) ( 1 － (
f1 ( P1 ) － fn ( m)
fk ( M) － fn ( m)

)
1
( k－1) ) ， ( 3)

由于这里 r只与 p1 和 k有关，所以简写 r( k; p1，p
*
2 ，…，p

*
k ) 为 r( k，p1 ) ．

引理 2 存在唯一的 p*1 ∈［m，M］，使得 r( k，p*1 ) 取的最大值，且 r( k，p*1 ) =
kf1 ( p

*
1 )

f1 ( p
*
1 ) + fn ( m) ( k － 1)

．

证 令 t = f1 ( p1 ) ，且有如下的替换

u = ( t － fn ( m) )
1

k－1，v = ( fk ( M) － fn ( m) )
1

k－1 ．
r( k，p1 ) 对 t求导，可以得到

dr( k，p1 )
dt = －

uk + fn ( m) ku － fn ( m) ( k － 1) v
f21 ( p1 ) v

．

考虑上式的分子，对于任意的 v和 k ＞ 1，方程
uk + fn ( m) ku － fn ( m) ( k － 1) v = 0． ( 4)

有唯一的正整数解 u* ，换句话说，存在 t* = ( u* ) k－1 + fn ( m) ．因为
d2 r( k，p1 )

dt2
的值为负，所以 r( k，t* ) 是最大

值．从等式( 4) 可以得到
u*

v =
fn ( m) ( k － 1)
( u* ) k－1 + fn ( m) k

=
fn ( m) ( k － 1)

t* + fn ( m) ( k － 1)
= (

t* － fn ( m)
fk ( M) － fn ( m)

)
1

k－1 ．

代入到( 3) 式，可以证明引理 2，即

r( k，t* ) = 1 +
t* － fn ( m)

t*
( k － 1) ( 1 － (

t* － fn ( m)
fk ( M) － fn ( m)

)
1

k－1 ) =

1 +
t* － fn( m)

t*
( k － 1) ( 1 －

fn( m) ( k － 1)
t* + fn( m) ( k － 1)

) = kt*

t* + fn( m) ( k － 1)
=

kf1( p
*
1 )

f1( p
*
1 ) + fn( m) ( k － 1)

．

证毕．

引理 3 在所给时间序列使得竞争比最大时，对于任意的 1 ≤ i≤ k，Si = 1
k ．

证 由上面的讨论可知，r最大时对于任意的 1 ＜ i ＜ k，有
S2 = S3 = … = Sk，

且由( 1) 式和引理 2 有

S1 = 1
r
f1 ( P1 ) － rfn ( m)
f1 ( P1 ) － fn ( m)

=
f1 ( p

*
1 ) + fn ( m) ( k － 1)

kf1 ( p
*
1 )

f1 ( p
*
1 ) －

kf1 ( p
*
1 ) fn ( m)

( f1 ( p
*
1 ) + fn ( m) ( k － 1) )

f1 ( p
*
1 ) － fn ( m)

= 1
k ．

所以 S1 = S2 = S3 = … = Sk = 1
k ．引理 3 成立．

定理 1 对于给定的 m，M，n及利润函数 f，r( n，m，M，f) = n( 1 － (
fn ( m) ( r － 1)
fn ( M) － fn ( m)

)
1
n ) 是时间序列随机

性算法的最优竞争比．
该定理可通过( 3) 式，引理 2，函数 f的性质及单调性推导得出．
另外需要注意的是在实际应用中，如果在第 i个时间周期，在线者获得的价格汇率 pi 偏离了最坏情况序

列，则在线者可以计算出以该汇率 pi 为第 1个时间周期，在剩余 n － i个交易周期的最优竞争比 r'，并用该竞
争比 r' 决定在第 i个时间周期要兑换的货币 1 的数目．

81 湖南师范大学自然科学学报 第 34 卷



3 实验数值

为了更清楚地说明随机性算法和确定性算法的竞争比的

变化，本文以 fi ( pi ) =
pi

( 1 + α) i
( α为数值参数) ［11］为例，得到表

1 的竞争比结果．并且由于要满足 fi+1 ( M) ＞ fi ( m) 且利润函数
fi ( pi ) 随着时间呈递减状态，通过计算可知 0 ＜ α ＜ 0． 2．
观察表 1，可知随着参数 α的递增，确定性算法的竞争比 r1

逐渐递减．而根据定理 1 计算得出，在最坏情况下，随机性算法
( RAKD) 的竞争比 r2将保持为1． 067 5不变．我们看到由于随机
性算法扩大了在线最坏情况序列的利润，因此得到的竞争比不

一定比确定性算法的竞争比小，所以对于上述的利润函数得出

如下的结论: 当 0 ＜ α≤ 0． 124时，采用随机性算法，当 0. 124 ＜
α ＜ 0． 2时，采用确定性算法．并通过上述实验可知，随机性算法
在一定情况下实现了算法竞争比的降低．

表 1 竞争比结果( M = 120，m = 100，n = 30)

α 确定性算法( AKD) r1
0． 015 1． 182 3
0． 030 1． 165 0
0． 045 1． 148 3
0． 085 1． 106 0
0． 100 1． 091 0
0． 124 1． 067 5
0． 136 1． 056 3
0． 150 1． 043 5
0． 175 1． 021 3
0． 195 1． 004 2

4 总结

本文在文献［8］的模型基础上提出了基于风险的随机性决策算法，分析证明了随机性算法的竞争比，并
通过实验表明这一算法使得时间序列搜索问题的竞争比在一定情况下得到降低．在实际应用中，将根据具体
的利润函数决定采取确定性算法或随机性算法．并且引入利润函数的时间序列搜索模型是 El-Yaniv 等人［4］

提出的问题模型的一般化，因此应用范围较为广泛．另外，对于时间序列搜索问题的确定性算法和随机性算
法的平均情况竞争比分析将是今后值得研究的问题．
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