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基于压电陶瓷的等变厚度悬臂梁特性研究
杨　瑞１，２，孙霞阳１，杨胜兵１，马超善１，陈月娟１，岳一轩１

（１．兰州理工大学 能源与动力工程学院，甘肃 兰州７３００５０；２．风能太阳能利用技术教育部重点实验室，内蒙古 呼和浩特０１００５１）
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０　引言
对于振动控制有主动控制、半主动控制和被动

控制，科学技术的快速发展使主动控制成为机械行
业的中流砥柱。压电材料因其良好的频响特性、高
分辨率特性、较强的抗干扰能力及力的输出能力而
成为振动主动控制研究的新趋势。Ｋｏｒａｙｅｍ　Ｍ　Ｈ
等［１］在微梁压电层上施加谐波电压，研究了阻尼比

对振动响应的影响。Ｓｉｌｖａｎａｖａｒｒｏ　Ｇ等［２］介绍了悬

臂梁自激减振器，以压电陶瓷片为作动器控制梁振
动。Ｇｕｏｌｉａｎｇ　Ｍ等［３］将振动方程与模糊算法相结

合进行仿真，证明了锆钛酸铅压电陶瓷（ＰＺＴ）执行
机构具有较好的减振效果。方远等［４］提出了逆迟滞

补偿控制算法，验证了经过比例、积分、微分（ＰＩＤ）逆

迟滞补偿后的主动控制效果比传统比例、积分、微分
（ＰＩＤ）提高了１０．０８３％。陈希等［５］搭建了基于Ｌａｂ－
ｖｉｅｗ的测试系统，利用压电片实现了振动主动控
制。胡晓琳等［６］基于极点配置理论，运用ＳＩＭＵ－
ＬＩＮＫ验证了压电双晶片的驱动传感特性能有效控
制自由振动。
目前的研究多集中于等厚度梁，而现实中大多

梁结构因不同需要并非为单一等厚度。本文以等、
变厚度压电悬臂梁为研究对象，其上粘贴压电陶瓷
片作为制动器，采用数值模拟与实验相结合的方法，
研究压电陶瓷对等、变厚度梁模态、自由端最大位移
及应变的影响。

１　压电悬臂梁动力学建模
等厚度悬臂梁的振动基本方程［７］为
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式中：Ｅ 为杨氏模量；Ｉ为悬臂梁截面二次矩；Ｄ＝
ＥＩ为抗弯刚度；ρ为材料密度；Ａ为截面积；ｔ为时
间；ｇ为重力加速度；ｙ为悬臂梁挠度。令
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式中：Ｔ（ｔ）为时间的周期函数；ｌ为悬臂梁总长；ｌ０
为各截面与悬臂梁固定端的距离；ｐ为周期函数圆
频率。
将式（４）～（１２）代入式（１）～（３）得到无量纲式

的振动基本方程为
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４　Ｘ＝０ （１３）

Ｍ（ｘ）ｌ
Ｄ ＝－ｄ
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（１５）

任一变厚度悬臂梁示意图如图１所示。

图１　悬臂梁示意图

对变厚度悬臂梁进行离散有：

Ｄ０ ＝Ｄ（０）　　　 （０≤ｘ＜β１） （１６）

ρ０ ＝ρ（０） （０≤ｘ＜β１） （１７）

Ａ０ ＝Ａ（０）　 （０≤ｘ＜β１） （１８）

ｋ０ ＝ｋ（０） （０≤ｘ＜β１） （１９）

Ｄ１ ＝Ｄβ（ ）１ （β１ ≤ｘ＜β２） （２０）

ρ１ ＝ρβ（ ）１ （β１ ≤ｘ＜β２） （２１）

Ａ１ ＝Ａβ（ ）１ （β１ ≤ｘ＜β２） （２２）

ｋ１ ＝ｋβ（ ）１ （β１ ≤ｘ＜β２） （２３）


Ｄｉ＝Ｄβ（ ）ｉ （βｉ≤ｘ＜βｉ＋１） （２４）

ρｉ ＝ρβ（ ）ｉ （βｉ≤ｘ＜βｉ＋１） （２５）

Ａｉ＝Ａβ（ ）ｉ （βｉ≤ｘ＜βｉ＋１） （２６）

ｋｉ＝ｋβ（ ）ｉ （βｉ≤ｘ＜βｉ＋１） （２７）


Ｄｎ ＝Ｄβ（ ）ｎ （βｎ ≤ｘ＜１） （２８）

ρｎ ＝ρβ（ ）ｎ （βｎ ≤ｘ＜１） （２９）

Ａｎ ＝Ａβ（ ）ｎ （βｎ ≤ｘ＜１） （３０）

ｋｎ ＝ｋβ（ ）ｎ （βｎ ≤ｘ＜１） （３１）
因此，变厚度梁任一元素基本方程为
ｄ４　Ｘ
ｄｘ４ －ｋ

４
ｉＸ ＝０ （３２）

其中

ｋｉ＝ｋ０＋∑
ｉ

ｊ＝１

（ｘ－βｊ）＊（ｋｊ－ｋｊ－１） （３３）

Ｄｉ＝Ｄ０＋∑
ｉ

ｊ＝１

（ｘ－βｊ）＊（Ｄｊ－Ｄｊ－１） （３４）

（ｘ－βｉ）＊ ＝
１ （ｘ≥βｉ）

０ （ｘ＜βｉ｛ ）
（３５）

在ｘ＝βｉ处保证几何连续有：

ｌｉｍ
ε→０
Ｘβｉ－（ ）ε ＝Ｘβ（ ）ｉ ，ｌｉｍ

ε→０
Ｘ′（βｉ－ε）＝Ｘ′（βｉ）

（３６）
在ｘ＝βｉ处保证物理连续有：

ｌｉｍ
ε→０

Ｍ βｉ－（ ）εｌ
Ｄ０

＝Ｍ β
（ ）ｉｌ
Ｄ０

（３７）

ｌｉｍ
ε→０

Ｑ（βｉ－ε）ｌ
２

Ｄ０ ＝Ｑ
（βｉ）ｌ

２

Ｄ０
（３８）

边界条件为：

１）端点固定：Ｘ＝Ｘ′＝０ｘ＝０或（ ）１ 。

２）端点简支：Ｘ＝Ｍ ＝０ｘ＝０或（ ）１ 。

３）端点悬空：Ｍ ＝Ｑ＝０ｘ＝０或（ ）１ 。

　　于是，任意变厚度悬臂梁问题转换为边界问题，
其包括了式（１）、（１１）、（１２）及边界条件２）。
当悬臂梁受外载荷时，动力学模型为

８５ 压　电　与　声　光 ２０２０年　
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ρＡ
ｇ
２　ｙ
ｔ２ ＝

２　Ｍ（ｘ，ｔ）
ｘ２

（３９）

设压电陶瓷片长为Ｌ，宽为ｂ，厚为ｈｔ，弹性模
量为Ｅｐ，悬臂梁厚度为ｈｘ，对压电陶瓷片施加电压

Ｕ，其产生的弯矩［８］为

Ｍ ＝ＫＵ［ωｘ－ｘ（ ）２ －ω（ｘ－ｘ１）］ （４０）

其中

Ｋ ＝ １２Ｅｐｄ３１ｂ
（ｈｘ＋ｈｔ） （４１）

式中ω（ｘ－ｘ２）、ω（ｘ－ｘ１）为Ｄｉｒａｃ函数。

压电陶瓷片作动方程为

ＥＩ
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ρＡ
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ＫＵ 
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ｘ２
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ω（ｘ－ｘ１）］ （４２）

２　智能悬臂梁数值模拟

２．１　模型材料及铺层设计

因锆钛酸铅陶瓷ＰｂＺｒｘＴｉ１－ｘＯ３（ｘ＝０．４８，即锆

钛质量比为５２／４８（ＰＺＴ－５Ｈ））位于准同型相界
（ＭＰＢ）附近，具有最大介电、压电性能及最小机械

品质因数，对利用压电材料逆压电效应的研究极其
有利。因此，本文选取压电材料为ＰＺＴ－５Ｈ，其性能
参数为：横向机电耦合系数Ｋ３１＝０．３８，纵向机电耦
合系数 Ｋ３３＝０．７６，厚度伸缩机电耦合系数 Ｋｔ＝
０．５２，介电常数ε＝３　２００，非极化方向压电常数

ｄ３１＝２７５，极化方向压电常数ｄ３３＝６２０，泊松比μ＝
０．３６，介电损耗ｔａｎδ＝２％，ρ＝７．５ｋｇ／ｍ

３。悬臂梁
基体材料选用单轴向玻璃纤维，其性能参数为：ｘ向
弹性模量Ｅｘ＝３３．１９ＧＰａ，ｙ 向弹性模量Ｅｙ＝
１１．１２ＧＰａ，ｚ向弹性模量Ｅｚ＝１０．１２ＧＰａ，ｘｙ面剪
切模量 Ｇｘｙ ＝３．６９ＧＰａ，ｙｚ 面剪切模量Ｇｙｚ ＝
３ＧＰａ，ｘｚ面剪切模量Ｇｘｚ＝３ＧＰａ，ｘｙ面泊松比

μｘｙ＝０．２３，ｙｚ面泊松比μｙｚ＝０．１１，ｘｚ面泊松比

μｘｚ＝０．１１，ρ＝１　９３０ｋｇ／ｍ
３。所有样板均采用［０３／

±４５／９０／±４５／０３］ｓ（其中下角３为玻璃纤维层数，ｓ
为对称铺层）铺层，等厚度悬臂梁厚为８ｍｍ，变厚

度悬臂梁采用线性递减铺层，固定端为８ｍｍ，自由
端为４ｍｍ，压电陶瓷片尺寸为１５ｍｍ×５ｍｍ×

１ｍｍ。

２．２　悬臂梁有限元模型

为探究压电陶瓷片对悬臂梁模态频率及应变分

布的具体影响，首先采用 ＡＮＳＹＳ软件建立正确的

有限元模型。本文共模拟２２个悬臂梁样板，分别是

原型等、变厚度悬臂梁，其他２０个样板是在原样板

基础上依次增加压电陶瓷片个数（１～１０片）。拟定

悬臂梁载荷施加点分别距固定端１０％、３０％、５０％、

８０％、１００％处，所施加载荷分别为２．５Ｎ、５Ｎ、

７．５Ｎ、１０Ｎ、１２．５Ｎ，应变片粘贴于载荷施加点附

近，悬臂梁有限元模型如图２所示。

图２　悬臂梁有限元模型示意图

２．３　两种方案悬臂梁模态分析

模态作为判断结构在外界激励下是否发生共振

的凭据，是所有模型结构分析的基础也是关键。实

际工程中以前两阶模态频率最重要，因此，本文首先

利用ＡＮＳＹＳ软件对２２个样板模型进行模态分析，

提取的前两阶模态（１ｓｔ，２ｓｔ）频率如表１所示。为分

析变厚度对悬臂梁应变产生的影响，提取第一阶模

态所对应的应变，等厚度悬臂梁应变值从固定端至

自由端呈递减分布，变厚度悬臂梁应变值从固定端

至自由端呈先增后减趋势，在距固定端约３０％处达

到最大。

表１　等、变厚度悬臂梁各方案模态频率对比

模态

阶数

等厚度模态频率／Ｈｚ 变厚度模态频率／Ｈｚ

１ｓｔ　 ２ｓｔ　 １ｓｔ　 ２ｓｔ

０　 ４．１９９　４　 ２６．２９９　０　 ３．７４１　７　 ２０．６０２　０

１　 ４．２１０　１　 ２６．３４４　０　 ３．７６０　２　 ２０．８５３　０

２　 ４．２１８　３　 ２６．３４７　０　 ３．７６６　１　 ２０．８６９　０

３　 ４．２２３　７　 ２６．３２６　０　 ３．７８７　８　 ２０．８８４　０

４　 ４．２２６　７　 ２６．２９５　０　 ３．８１０　６　 ２０．９８１　０

５　 ４．２２７　１　 ２６．２６６　０　 ３．８２３　７　 ２１．０２１　０

６　 ４．２２４　９　 ２６．２５１　０　 ３．８２６　８　 ２０．９７９　０

７　 ４．２１９　７　 ２６．２５４　０　 ３．８３７　１　 ２０．９３２　０

８　 ４．２１１　０　 ２６．２６６　０　 ３．８４３　１　 ２０．９３５　０

９　 ４．２１８　３　 ２６．２５８　０　 ３．８４５　３　 ２０．９５６　０

１０　 ４．２１８　１　 ２６．１８５　０　 ３．８４４　０　 ２０．９８６　０

　　悬臂梁的模态频率与其厚度成正比、长度的平
方成反比，与宽度无关。由表１可看出，等厚度悬臂

梁整体模态频率大于变厚度悬臂梁，这是因后者厚
度线性递减所致。但无论是等厚度悬臂梁还是变厚
度悬臂梁，铺设压电陶瓷片ＰＺＴ－５Ｈ后的频率与原
模型相比模态频率均略有增大。由此可见，铺设
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ＰＺＴ－５Ｈ能在一定程度上提升模型刚度，增大悬臂
梁固有频率，进而保障结构的安全性。

由图３可知，等厚度悬臂梁最大应变集中于固
定端，而变厚度悬臂梁最大应变位于距固定端３０％
附近，亦可看出变厚度悬臂梁整体应变值大于等厚
度悬臂梁。

图３　等、变厚度悬臂梁自由端位移图

２．４　两种方案悬臂梁静力分析
本文对２２个等、变厚度悬臂梁样板的５个载荷

施加点处分别施加２．５Ｎ、５Ｎ、７．５Ｎ、１０Ｎ、１２．５Ｎ
的力，在多种工况下进行静力分析，以自由端处位移

值作为表征量。为方便分析，以载荷施加点５处施

加１０Ｎ的力为例讨论等、变厚度悬臂梁位移及应变

变化情况。考虑到实验所用可变直流电源电压范围

及压电陶瓷片最大承载能力限制，数值模拟分别研

究了压电陶瓷片依次增加且所施加电压为０、８Ｖ、

１６Ｖ、２４Ｖ、３２Ｖ时，压电陶瓷片对悬臂梁自由端位

移的抑制情况及梁各处应变的变化情况，计算结果

如图３、４所示。需要指出的是，未铺设压电陶瓷的

原型等厚度悬臂梁在额定工况下自由端最大位移为

７９．９５２ｍｍ，原型变厚度悬臂梁自由端最大位移为

１４５．９７４ｍｍ。

图４　等、变厚度悬臂梁自由端应变图

对比图３（ａ）、（ｂ），与原型等、变厚度悬臂梁相比，
在智能悬臂梁逐渐增加压电陶瓷片，但未施加电压的
情况下，对刚度有明显提升作用，而施加电载荷后又
可进一步增加模型刚度，减小自由端最大位移。在
０～３２Ｖ电载荷区间内，等厚度悬臂梁自由端位移分
别为７８．７１ｍｍ、７７．９３４ｍｍ、７７．７０２ｍｍ、７７．５４ｍｍ、
７７．１６ｍｍ，变 厚 度 悬 臂 梁 自 由 端 位 移 分 别 为
１４３．２１１ｍｍ、１４３．１７ｍｍ、１４３．０５ｍｍ、１４２．８５ｍｍ、
１４２．５３ｍｍ，与原模型相比有大幅降低。由图３还可
知，原型等厚度悬臂梁在压电陶瓷片增加至５后，自
由端位移减小趋于平缓；变厚度悬臂梁在压电陶瓷片
增加至８后，自由端位移减小程度降低。结合图
４（ａ）、（ｂ）可知，压电陶瓷片铺设于应变较大位置对悬
臂梁刚度提升及位移减小效果最佳。
对比图４（ａ）、（ｂ）可知，仅在增加压电陶瓷数目

时，等、变厚度悬臂梁应力分布未发生变化。施加电
载荷后，应变明显减小，且随着电载荷的增大呈线性
变化。

３　实验验证
３．１　实验平台搭建
为验证上述研究的有效性，本文在数值模拟基

础上设计了等、变厚度悬臂梁的特性测试实验，整体
实验测试平台如图５所示。实验采用ＤＨ３８１６静态
应变测试系统、ＷＹ－５０位移传感器、ＳＧ１７３２可变直
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流电源（模拟输入电压为０～３２Ｖ）、砝码及应变采
集软件。实验所用原材料为 ＴＣ－１９１ＤＣ不饱和聚
酯树脂、ＥＷＲ２００／０２无碱玻璃纤维、Ｖ３８８固化剂、
ＣＮ／３８００６００促进剂及脱模蜡。４个实验样板按手
糊工艺法进行制作，分原型等厚度样板，原型变厚度
样板、智能等、变厚度样板（压电陶瓷片数从１～１０
依次增加），力与电压的加载方式同模拟保持一致。

图５　实验测试平台

３．２　实验数据处理
实验过程中为尽量减小误差，在相同外界条件

下对每个测量点重复测量３次，取平均值作为最终
测试结果。鉴于模拟值与实验值数据较多，以０、
１６Ｖ、３２Ｖ时的模拟值和实验值进行对比展示，说
明压电陶瓷片的实际效果，如图６、７所示。

图６　等、变厚度悬臂梁自由端位移对比图

图７　等、变厚度悬臂梁自由端应变对比图

对压电陶瓷片施加电压使其产生变形，即对悬臂
梁施加反力抑制梁的变形。从图６、７可看出，实验值
与模拟值比较，其值整体小于模拟值，这是因为压电
陶瓷的变形不是在瞬间完成，相较于电压的增大有滞
后性。整体来看，实验值与仿真值结果吻合较好，偏
差小于１０％，说明数值模拟的正确性及实验的有效
性，为后续悬臂梁的瞬态研究提供了参考依据。

４　结束语
在主动控制下，以单轴向玻璃纤维为基体材料

结合压电陶瓷片设计出智能悬臂梁模型。通过数值
模拟与实验相结合的方法探讨了压电陶瓷片对等、
变厚度悬臂梁自由端位移及应变的影响。结果表
明，智能悬臂梁能有效提升模型刚度，增大固有频
率；静力分析无电压作用时，增加压电陶瓷片数可减
小自由端最大位移，但对应变分布无显著影响；有电
压作用时，悬臂梁自由端位移进一步减小，且各监测
点应变值相应减小。这证实了主动控制的可行性，
为后续悬臂梁动态研究打下了基础。
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通过工艺研究获得了满足ＴＣＳＡＷ 要求的高密度、无
孔隙的平坦ＳｉＯ２薄膜。在此基础上研制了ＴＣＳＡＷ
滤波器样品，其常温中心频率为１　３６２．５ＭＨｚ，在
－５５～８５℃内频率漂移仅３８８．２ｋＨｚ，频率温度系
数仅－２．０３５×１０－６／℃。
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