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摘要: 基于离散单元法颗粒流理论，采用 Hill 接触模型考虑土体颗粒单元间的接触作用，建立非饱和土的强度

模型，对固结排水三轴剪切试验进行离散元模拟，分析不同围压和吸力下试样的应力－应变发展过程． 研究结

果表明: 试样的抗剪强度随围压和吸力的增大而提高; 随着吸力的增大，应力－应变曲线由应变软化向应变硬

化发展，且黏聚力和内摩擦角均呈非线性增加． 应用 Hill 接触模型的颗粒流模型可较好地模拟非饱和土的力学

行为，可为非饱和土的强度理论分析和工程实践提供参考．
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three－dimensional discrete element method
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Abstract: Based on the discrete element method of particle flow theory，the Hill contact model is used
to consider the contact between soil particles，and the strength model of unsaturated soil is established．
The three － axis shear test of consolidation and drainage is simulated by discrete element，and the
stress-strain development process of the specimen under different confining pressure and suction is ana-
lyzed． The results show that the shear strength of the specimen increases with the increase of confining
pressure and suction． With the increase of suction，the stress－strain curve develops from strain soften-
ing to strain hardening，and the cohesive force and internal friction angle are nonlinearly increased．
The particle flow model using Hill contact model can better simulate the mechanical behavior of unsat-
urated soil，and the results can provide a reference for the strength theory analysis and engineering
practice of unsaturated soil．
Keywords: unsaturated soil; discrete element method; contact model; suction; shear strength

0 引言

非饱和土在自然界中广泛存在，尤其是在干旱与半干旱地区． 由于受气候条件的影响，存在着若干种

具有特殊性质的土类，如膨胀土、黄土与残积土等特殊土，它们均具有非饱和土的基本特性． 在工程实践
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中，如在路堤及土坝工程的建设过程中，通常涉及到膨胀土、湿陷性土的变形分析以及边坡稳定与滑坡等

问题． 但由于土体通常处于非饱和状态，孔隙水和孔隙气共存，使得非饱和土的力学特性与饱和土相比较

显得非常复杂． 以往大都通过室内直剪试验与三轴试验，来获得非饱和土的强度参数以及应力－应变曲线

等宏观力学性质，或通过离散单元法，从细观角度分析土颗粒的运动规律以及孔隙水的作用力． 其中，三

轴剪切试验的优点在于可以控制围压，应力状态、应变测量方便可靠，能够反映试样受力变形直到破坏的

全过程，但是，室内三轴剪切试验成本高、制样复杂，技术要求高，且耗时长． 相比之下，三维离散元数值

模拟不仅能通过控制颗粒级配、孔隙率等生成数值试样，通过借助标定细观参数的方式考虑含水率、剪切

强度等因素，还具备成本低、效率高、易建模等明显的优势．
离散单元法是从细观尺度分析颗粒材料力学性质以及解决非连续介质力学问题的数值计算方法． 自

从 Cundall 等［1－2］提出离散单元法后，利用离散单元法对土体力学的研究已经取得一系列成果［3－7］． Liu
等［8］通过离散单元法对非饱和土在各向同性压缩和双轴剪切过程中的破坏机理进行数值模拟，确定颗粒

间不同毛细黏聚力下的屈服应力; Jiang 等［9］应用二维离散元法研究非饱和土的抗剪强度并提出两个能够

考虑大吸力范围和颗粒级配影响的抗剪强度函数; 蒋明镜等［10］应用三维离散元法，考虑毛细水的作用，

研究吸力对密实和松散颗粒材料强度的影响; 在此基础上，许自立［11］通过三维离散元法建立非饱和土三

轴剪切试验和单轴拉伸试验的离散元计算模型，研究非饱和土的强度问题．
在非饱和土离散元数值模拟的过程中，大多采用颗粒流软件 PFC 中内嵌的线性平行黏结模型或线性

接触黏结模型来模拟土中的基质吸力，这两种模型适用于模拟黏结材料的力学行为． 但是，在程序运行的

过程中，需要人工不断地调节黏结参数来近似模拟土中的吸力，其本身不符合实际中非饱和土的基质吸

力． 对于蒋明镜等［9－10］所提出的毛细水模型，是将毛细水作用考虑入颗粒间作用力，在 PFC3D 中编写 fish
语句，每当有新的颗粒接触时，将新产生的接触模型变为毛细水模型． 然而，对于这种用户自定义的接触

模型，需要基于第三方编译平台编写准确且符合实际的程序代码，其技术难度高，且耗时长、难推广．
本文基于颗粒流理论，借助离散元数值模拟工具 PFC，综合考虑非饱和土的孔隙水压力、含水率等因

素，基于 Hill 接触模型，建立非饱和土的颗粒流模型，并从细观角度深入分析非饱和土的力学特性，旨在

对利用数值方法高效解决非饱和土强度相关问题进行探索．

1 离散元模型

1．1 Hill 材料

Hill 材料被定义为颗粒集合体，且 Hill 接触模型存在于所有的颗粒－颗粒间接触处，所组成的 Hill 材

料类似于不饱和的颗粒材料． 首先，Hill 接触模型可能只存在于颗粒－颗粒间的接触处，可将水分添加到

Hill 材料中，如果水分状态是湿的，则颗粒间存在液桥，如果水分状态干燥，则不存在液桥． 其次，Hill 接

触模型提供了一个微小的、非线性弹性( 无张力) 和摩擦界面，具有压缩表面相互作用力的行为，并可携

带吸力，故采用 Hill 接触模型来考虑湿颗粒材料．
图 1 给出 Hill 接触模型下非饱和土中的粒间作用力 Fc ． 基于 Hertz－Mindlin 接触理论，结合阻尼机理

和库仑滑动摩擦，建立了土颗粒表面相互作用力模型． 颗粒间的表面相互作用力由赫兹力和阻尼力组成

( Fs =Fh+Fd ) ，且 Hertz－Mindlin 弹簧与阻尼平行． Hertz－Mindlin 弹簧提供了由两个弹性体相互压缩而产生

的非线性力－位移响应，从而导致接触面附近物体的局部变形，局部变形由接触面附近物体的变形和弹性

常数决定． 滑移是通过摩擦系数 μ 对总剪力( Fs≤μFn ) 施加库伦极限来调节的． 另外，刚度和阻尼系数

{ k槇n，k槇s，η槇n，η槇s} 是通过接触颗粒的半径 Rp、杨氏模量 Eb、泊松比 vb 和质量 mb，以及阻尼常数 αh 得到的

模型内部参数．
Hill 模型是在液桥模型的启发下建立的，这种模型机械地捕捉颗粒间分散的液体对颗粒系统宏观响

应的影响． 只有当水分状态为湿时，才会出现吸力 Fm，这是一种在法线方向的吸引力． 当颗粒接触时最

大，并且呈指数形式衰减，直到接触间隙达到一个临界值 2scr时，液桥破裂，此时水分消失吸力减小为零．
在不饱和的颗粒材料中，考虑到与表面张力有关的吸力，即在颗粒间接触处保持孔隙水的作用，从而考虑

了水分效应在 Hill 材料中的作用． 通过以下方法可在选定的颗粒之间加入吸力来模拟 Hill 材料中的水分．
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每个 Hill 接触都有水分状态，可以是湿的，也可以是干的，当颗粒－颗粒间产生新的接触时，被指定为干

的 Hill 接触模型，在模拟的过程中，通过调用函数@ him_makeWet( ψ，gm ) ，可以将水分随时加入到 Hill
材料中，其中 ψ 为吸力，gm 为粒间距离． 在此函数被调用后，具有吸力的 Hill 接触模型将存在于彼此的粒

间距离内的所有颗粒之间．

Fc =F
s +Fm =Fh +Fd +Fm，Mc≡0 { k槇n，k槇s，η槇n，η槇s } = f( Rp，Eb，vb，mb，αh )

( a) 颗粒－颗粒接触示意图 ( b) Hill’s 法向和切向方向流变接触模型

图 1 湿的 Hill 接触模型的力学行为和流变特性

Fig．1 Behavior and rheological components of the wet hill contact model

1．2 力－位移定律

Hill 接触模型的力－位移定律:

Fc = F
s + Fm ; Mc ≡ 0 ( 1)

式中: Fs 为颗粒间的表面相互作用力; Fm 为吸力． 表面相互作用力由赫兹力和阻尼力组成:

Fs = Fh + Fd ( 2)

另外，表面相互作用力 Fs 可分解为法向力和切向力:

Fs = － Fs
nnc + Fs ( 3)

吸力作用在法线方向:

Fm = － Fmnc ( 4)

式中: Fm ＞ 0 为张力( 吸力) 且 Fm ≥ 0．

2 非饱和土室内三轴剪切试验的离散元模拟

2．1 原型试样颗粒级配

本文使用的试验数据来自室内非饱和重塑黄土三轴剪切试验［12］，该试验采用 FYS30 型应力－应变控

制式非饱和三轴仪，进行非饱和黄土等吸力三轴剪切试验． 试验中选用新疆西部伊犁地区重塑黄土，天然

含水量为 4%～16．1%，主要以粉土为主( 含量高达 81．5%) ，含有少量的砂粒( 0．5%) 和黏粒( 18%) ，其基

本物理性质见表 1．
表 1 伊犁黄土试样基本物理性质

Tab．1 Basic physical properties of Ili loess sample
颗粒直径

/mm
颗粒相对

密度

最大干密

度 /g·cm－3

最优含水率

/%
不均匀系数

Cu

曲率系数

Cc

塑限 /
%

液限 /
%

塑性指数

Ip

塑性图

分类

0．002～2．0 2．72 1．72 16．5 11．5 2．2 17．0 28．0 11．0 CL

2．2 离散元模型

建立三轴剪切试验的颗粒流模型可分为试样生成、预固结和竖向加载 3 个阶段． 以室内非饱和土重塑

黄土三轴剪切试验为基础，进行离散元模拟． 模型边界由圆柱筒和上下两面墙体组成，墙体尺寸与室内试

验中所制备的土样大小相一致，直径 39．1 mm，高 80 mm，土粒相对密度为 2．72． 由于试样尺寸与颗粒粒径

相差较大，直接生成颗粒工作量大、计算时间过长，且生成模型不够直观，因此考虑对颗粒粒径进行适当

比例放大，当模型最短边长度为颗粒平均粒径的 30 倍以上时，可忽略尺寸效应［13］． 本文离散元试样颗粒
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级配如图 2 所示，颗粒粒径在 0．6～6．0 mm 之间，颗粒总数在 5 000～8 000 之间．
通过伺服机制，以迫使模型接近真实的物理过程，即通过对模型边界条件的调整，使得颗粒体系间的

接触尽可能快地达到理想状态，然后在其基础上进行加载分析，完成模型试样的预固结过程． 在 PFC3D
中，由于墙体在其接触处是允许发生一定重叠的刚体，故减小侧面墙体的刚度来模拟橡皮膜的柔性边界，

墙体刚度取试样颗粒刚度的 1 /10［14］． 在数值模拟的过程中，颗粒与墙体之间通过接触发生作用，设颗粒

与墙体间的摩擦系数为零，采用线性接触模型，颗粒与颗粒间采用 Hill 接触模型． 对于每一个颗粒，都能

满足运动定律，由于刚性墙体没有质量，因此墙体受到的不平衡力无法影响墙体的运动，即墙体不符合运

动定律，不能直接施加外力，只能施加速度，在 PFC 三轴剪切试验中，通过对墙体施加速度来达到相应的

围压． 非饱和土三维离散元试样数值模型如图 3 所示．

图 2 离散元试样颗粒级配曲线

Fig．2 Particle size distribution of numerical sample
图 3 非饱和土三维离散元试样数值模型

Fig．3 Numerical model of three－dimensional discrete
element specimen of unsaturated soil

剪切阶段中，墙体内部上、中、下分别设置半径为 19．55 mm 的测量圆，记录并监控不同时步下模型内

部应力、应变、孔隙率以及配位数等变化过程． 此外，控制侧面墙体的围压恒定，对固结后的模型试样在

垂直方向上施加竖向应力． 此时上下墙体按恒定的速率对模型试样进行加载，使得试样在周围压力和竖向

应力共同作用下产生竖向和径向变形，从而获取模型试样的应力－应变关系曲线． 当竖向应力出现峰值或

轴向应变达到 15%时，则认为试样已经发生破坏［15］．
2．3 模型参数标定

图 4 给出干密度 ρd = 1．39 g·cm－3，饱和度 Sr = 60%的试样，在相同吸力不同围压下应力－应变曲线的

离散元数值结果，并与室内三轴剪切试验结果进行比较． 从图 4 可看出，数值模拟结果与室内试验实测曲

线较为吻合，可模拟非饱和土的三轴剪切试验． 离散元分析中的材料参数如表 2 所示．

( a) 吸力与黏聚力的关系 ( b) 吸力与内摩擦角的关系 ( c) Su = 70 kPa，σ3 = 300 kPa

图 4 不同围压试样的应力－应变关系曲线

Fig．4 Stress and strain curves with different confining pressure

PFC 模型中的细观参数与宏观参数之间具有高度非线性的关系，且相互之间具有一定耦合性，即使

只调整一个细观参数也可能会同时影响到多个宏观特性． 因此，细观参数的标定顺序至关重要． 对于 Hill
接触模型，首先，确定模型所处的围压和吸力的大小; 其次标定杨氏模量和泊松比，二者是通过控制颗粒

法向和切向刚度的大小，进而影响曲线的斜率; 最后，对摩擦系数进行标定，控制曲线峰值高度． 另外，
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局部阻尼系数根据工程实践经验所得取常数值 0．7［16］，其他值与室内试验各参数相对应． 此时三轴剪切试

验数值模型所表现出的宏观特性，将与相应的室内试验结果接近或基本吻合，再根据宏细观参数之间相

互影响的一般规律，对细观参数做进一步调整，即可快速标定出数值模型细观参数．

表 2 离散元试样细观参数标定结果

Tab．2 Calibration results of meso－parameters of discrete element samples

围压 /kPa
密度 /

kg·m－3

粒径范围 /
mm

杨氏模量 /
GPa

泊松比
细观

摩擦系数

阻尼

系数

局部

阻尼系数

100 2 600 0．6～6．0 300 0．35 0．010 0 0．7
200 2 600 0．6～6．0 10 0．35 0．028 0 0．7
300 2 600 0．6～6．0 25 0．35 0．060 0 0．7

3 非饱和土离散元分析

3．1 应力－应变关系曲线

对于干密度 ρd = 1．39 g·cm－3，饱和度 Sr = 60%的试样，在吸力 Su = 70 kPa 和各级围压( 100，200 和

300 kPa) 下，按恒定的加载速率进行竖向压缩，通过调节模型参数，得到同密度、同吸力，不同围压下的

应力－应变曲线． 在此基础上，改变吸力的大小，根据应力－应变曲线的变化规律，分别研究围压和吸力对

非饱和土抗剪强度的影响．
图 5( a) 所示为 ρd = 1．39 g·cm－3的试样在吸力 Su = 70 kPa 时不同围压下的应力与应变关系，该试样呈

应变软化特性． 当围压 σ3 = 100 kPa 时，最大主应力差值在 100 kPa 附近，当围压 σ3 = 200 kPa 时，最大主

应力差值在 250 kPa 附近，当围压 σ3 = 300 kPa 时，最大主应力差值在 400 kPa 附近，说明围压对试样的影

响较为明显． 试样达到相同轴向应变时，围压 σ3 = 300 kPa 的情况下施加的竖向应力大于围压为 200 kPa
下施加的竖向应力; 同样，围压 σ3 = 200 kPa 下施加的竖向应力大于围压为 100 kPa 下的情况，即增大围

压有利于提高土样的强度． 对比图 5( a) ～ ( d) ，当吸力从 70 kPa 逐步增加到 200 kPa，试样的应力－应变曲

线由应变软化向应变硬化发展，说明增大吸力可以改变应力－应变特性．

( a) Su = 70 kPa，ρd = 1．39 g·cm－3 ( b) Su = 100 kPa，ρd = 1．39 g·cm－3

( c) Su = 150 kPa，ρd = 1．39 g·cm－3 ( d) Su = 200 kPa，ρd = 1．39 g·cm－3

图 5 不同围压下试样的应力与应变的关系曲线

Fig．5 The stress and strain curves with different confining pressures of saturation
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3．2 强度特性

根据密度 ρd = 1．39 g·cm－3的试样，在吸力 Su = 20、50、70、100、120 和 150 kPa 下的应力－应变曲线，

利用莫尔－库伦强度理论，获得不同吸力下试样的抗剪强度包线，从而得到非饱和土模型试样的抗剪强度

参数，如图 6 所示． 同一密度的试样，随着吸力的增加，其黏聚力和内摩擦角均呈非线性增加，在高吸力

段，黏聚力增加的速度大于低吸力段，此外，随着吸力的增大，内摩擦角增加速度放缓．

( a) 吸力与黏聚力的关系 ( b) 吸力与内摩擦角的关系

图 6 离散元试样抗剪强度参数随吸力变化的关系曲线

Fig．6 Relationship curve of shear strength parameters and suction derived from numerical sample

3．3 吸力与含水率的关系

以干密度 ρd = 1．39 g·cm－3，饱和度 Sr = 60%的离散元试样，在吸力 Su = 70 kPa、围压 σ3 = 200 kPa 的

条件下所得的应力－应变曲线为基础，结合室内试验中非饱和土试样在相同密度不同饱和度下的应力－应

变曲线，对离散元试样的吸力值进行调整，标定饱和度为 40%和 20%时的应力－应变曲线，从而获得不同

饱和度下离散元试样的应力－应变关系曲线，如图 7 所示．
由数值模拟所得的离散元试样在不同饱和度下的吸力值，可绘制出 Hill 接触模型下吸力与含水率的

关系曲线，如图 8 所示． 在 7%～21%的变化范围内，含水率随吸力的增大呈线性递减．

图 7 不同饱和度下离散元试样的应力－应变关系曲线

Fig．7 Stress－strain curves of discrete element specimens
under different saturation

图 8 吸力与含水率的关系曲线

Fig．8 Relationship between suction and water conten

4 结语

1) 在剪切过程中其抗剪强度随围压和吸力的增大显著提高，且随着吸力的增大，应力－应变曲线由

应变软化向应变硬化发展．
2) 黏聚力和内摩擦角均随吸力的增大呈非线性增加，低吸力段黏聚力增加速度缓于高吸力段，且随

吸力的增大内摩擦角增大速度变缓．
3) 随着模型试样含水率的减小，吸力线性增大，应用 Hill 接触模型的颗粒流模型可以较好模拟非饱

和土的力学行为．
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