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摘　要：　研究了一类具有隔离且潜伏期及感染期均有传染性的手足口病ＳＥＩＱＲ传染病模型．得到
了该模型的无病平衡点和地方病平衡点局部稳定的条件，构造Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数证明了无病平衡点的
全局稳定性，并给出数值模拟．
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利用动力学的方法建立合理的传染病数学模型以便有效分析传染病的传播规律，控制和预测传染病的传
播一直是各国数学家关注的研究课题．早在１９２７年，Ｋｅｒｍａｒｋ等［１］首先建立ＳＩＲ传染病的数学模型，并利用动
力学方法对其传播规律和流行趋势进行了研究．然而一些流行病不但在染病期传染，而且在潜伏期也传染．最
近几年在我国多个地区出现的手足口病ＨＦＭＤ（Ｈａｎｄ，Ｆｏｏｔ　ａｎｄ　Ｍｏｕｔｈ　Ｄｉｓｅａｓｅ，ＨＦＭＤ），是由肠道病毒引起的
传染病，通过人群间的密切接触传染，多发生于５岁以下孩童，可引起手、足、口等部位的疱疹，少数患儿可引起
心肌炎、无菌性脑膜炎等并发症，个别重患儿病情发展快，导致死亡．因此，潜伏期和染病期均有传染的流行病
模型日益受到了人们的关注［２－８］．文献［５］研究了潜伏期和染病期均有传染的数学模型，而文献［７］研究了具有年
龄结构和隔离措施的传染病模型．受文献［５－８］启发，得到关于手足口病模型的结构（见图１）．
关于手足口病具有隔离措施且潜伏期及染病期均有传染的ＳＥＩＱＲ传染病模型如下：

Ｓ′（ｔ）＝μ＋ηＱ（ｔ）＋δＲ（ｔ）－μＳ（ｔ）－β１Ｓ（ｔ）Ｅ（ｔ）－β２Ｓ（ｔ）Ｉ（ｔ）

Ｅ′（ｔ）＝β１Ｓ（ｔ）Ｅ（ｔ）＋β２Ｓ（ｔ）Ｉ（ｔ）－ｗＥ（ｔ）－μＥ（ｔ）

Ｉ′（ｔ）＝ｗＥ（ｔ）－ｐＩ（ｔ）－（１－ｐ）ｒＩ（ｔ）－αＩ（ｔ）－μＩ（ｔ）

Ｑ′（ｔ）＝ｐＩ（ｔ）－ηＱ（ｔ）－ｑＱ（ｔ）－μＱ（ｔ）

Ｒ′（ｔ）＝ （１－ｐ）ｒＩ（ｔ）＋ｑＱ（ｔ）－δＲ（ｔ）－μＲ（ｔ
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图１　 模型结构

其中Ｓ（ｔ）、Ｅ（ｔ）、Ｉ（ｔ）、Ｑ（ｔ）和Ｒ（ｔ）分别表示在ｔ时刻易感类、潜伏类、染病类、隔离类和康复类的人口密度．

μ为自然出生率（自然死亡率）；β１，β２ 分别表示一个潜伏者，染病者所具有的传染力；ｗ表示潜伏者成为染病
者的比例；α为因病死亡率；ｐ表示隔离比例；ｒ－１和ｑ－１分别表示平均治愈期和平均隔离期；δ和η分别代表康
复类人群和隔离类人群成为易感类人群的比例．这里μ，ｒ，α，ｗ，β，δ，η，ｐ，ｑ，β１，β２ 都假定为正常数，并且人口
总数保持不变，还满足条件

Ｓ（ｔ）＋Ｅ（ｔ）＋Ｉ（ｔ）＋Ｑ（ｔ）＋Ｒ（ｔ）＝１．

１　 模型分析

１．１　 平衡点的存在性
系统（１）总有一个相应于疾病消除的无病平衡点ＤＦＥ（Ｄｉｓｅａｓｅ－Ｆｒｅｅ　Ｅｑｕｉｌｉｂｒｉｕｍ，ＤＦＥ）Ｅ０（１，０，０，０，０）．另

外，系统（１）有地方病平衡点Ｅ＊（Ｓ＊，Ｅ＊，Ｉ＊，Ｑ＊，Ｒ＊）．首先由系统（１）的第３个和第４个方程分别得

Ｅ＝Ｅ（Ｉ）＝ｐ＋
（１－ｐ）ｒ＋μ＋α

ｗ Ｉｐ０ｗＩ
，Ｑ＝Ｑ（Ｉ）＝ ｐ

ｑ＋μ＋η
Ｉ ｐｐ１

Ｉ，

分别代入到系统（１）的第２个和第５个方程中得

Ｒ＝Ｒ（Ｉ）＝ｐｑ＋ｒｐ１
（１－ｐ）

ｐ１（δ＋μ）
Ｉ，Ｓ＝Ｓ（Ｉ）＝

（ｗ＋μ）Ｅ
β１Ｅ＊ ＋β２Ｉ

＝
（ｗ＋μ）ｐ０
ｐ０β１＋ｗβ２

．

将Ｓ，Ｅ，Ｑ和Ｒ 代入到系统（１）中的第１个方程可得

μ（１－Ｓ）＝ β１Ｓ
ｐ０
ｗ ＋β２Ｓ－

ｐη
ｐ１－

δ（ｐｑ＋ｒｐ１（１－ｐ））
ｐ１（δ＋μ［ ］） Ｉ．

由于Ｓ＜１，故Ｉ存在的条件为

ｐ０ｐ１（ｗ＋μ）（δ＋μ）＞ｗ［ｐη（δ＋μ）＋δ（ｐｑ＋ｒｐ１（１－ｐ））］．
进一步计算可得

Ｉ＊ ＝ μｗｐ１（δ＋μ）［ｐ０β１＋ｗβ２－ｐ０（ｗ＋μ）］
（ｐ０β１＋ｗβ２）［ｐ０ｐ１（ｗ＋μ）（δ＋μ）－ｗ（ｐη（δ＋μ）＋δｐｑ＋δｒｐ１（１－ｐ））］

．

这样得到系统（１）的地方病平衡点Ｅ＊（Ｓ＊，Ｅ＊，Ｉ＊，Ｑ＊，Ｒ＊），其中

Ｓ＊ ＝
（ｗ＋μ）ｐ０
ｐ０β１＋ｗβ２

，Ｅ＊ ＝ｐ０ｗＩ
＊，Ｑ＊ ＝ ｐｐ１

Ｉ＊，Ｒ＊ ＝ｐｑ＋ｒｐ１
（１－ｐ）

ｐ１（δ＋μ）
Ｉ＊．

根据文献［９］的方法，计算系统（１）的基本再生数为Ｒ０ ＝ｐ０β１＋ｗβ２（ｗ＋μ）ｐ０
．

１．２　 无病平衡点的局部稳定性
在无病平衡点Ｅ０（１，０，０，０，０）处，线性化系统（１）为

Ｓ′（ｔ）＝－μＳ（ｔ）－β１Ｅ（ｔ）－β２Ｉ（ｔ）＋ηＱ（ｔ）＋δＲ（ｔ）

Ｅ′（ｔ）＝ （β１－ｗ－μ）Ｅ（ｔ）＋β２Ｉ（ｔ）

Ｉ′（ｔ）＝ｗＥ（ｔ）－ｐ０Ｉ（ｔ）

Ｑ′（ｔ）＝ｐＩ（ｔ）－ｐ１Ｑ（ｔ）

Ｒ′（ｔ）＝ （１－ｐ）ｒＩ（ｔ）＋ｑＱ（ｔ）－（δ＋μ）Ｒ（ｔ

烅
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其对应的特征方程为

（λ＋μ）（λ＋ｐ１）（λ＋δ＋μ）［λ
２＋（ｗ＋μ＋ｐ０－β１）λ＋（ｗ＋μ）ｐ０－ｐ０β１－ｗβ２］＝０．　　 （３）

显然，方程（３）有３个负实根，分别为λ＝－μ＜０，λ＝－ｐ１ ＜０，λ＝－（δ＋μ）＜０．方程（３）的其他根由下
列一元二次方程所决定：

λ２＋（ｗ＋μ＋ｐ０－β１）λ＋（ｗ＋μ）ｐ０－ｐ０β１－ｗβ２ ＝０．　　 （４）
当Ｒ０ ＜１时，可以直接得

（ｗ＋μ）ｐ０－ｐ０β１－ｗβ２ ＞０，

且由ｗ＋μ＞β１＋
ｗβ２
ｐ２
得

ｗ＋μ＋ｐ０ ＞β１＋
ｗβ２
ｐ０ ＋ｐ０ ＞β１

，

所以方程（４）有２个负实根．
定理１　 当Ｒ０ ＜１时，系统（１）在无病平衡点Ｅ０（１，０，０，０，０）处是局部稳定的．

１．３　 地方病平衡点的局部稳定性
线性化系统（１）后在地方病平衡点Ｅ＊（Ｓ＊，Ｅ＊，Ｉ＊，Ｑ＊，Ｒ＊）处的Ｊａｃｏｂｉ矩阵为

Ｊ＝

－（μ＋β１Ｅ＊ ＋β２Ｉ＊） β１Ｓ＊ β２Ｓ＊ η δ

β１Ｅ＊ ＋β２Ｉ＊ β１Ｓ＊ －ｗ－μ －β２Ｓ＊ ０ ０
０ －ｗ －ｐ０ ０ ０
０ ０ ｐ －ｐ１ ０
０ ０ （１－ｐ）ｒ －ｑ －（δ＋μ

烄

烆

烌

烎）

，

其对应的特征方程为

（λ＋ｐ１）（λ＋δ＋μ）｛λ
３＋（ｗ＋２μ＋ｐ０＋β１Ｅ＊ ＋β２Ｉ＊ －β１Ｓ＊）λ

２＋［（ｗ＋μ）（μ＋β１Ｅ＊ ＋β２Ｉ＊）＋
２ｕ＋ｗ＋β１Ｅ＊ ＋β２Ｉ＊ －（β１＋μβ１＋ｗβ２）Ｓ＊］λ＋ｐ０（μ＋ｗ）（μ＋β１Ｅ＊ ＋β２Ｉ＊）－

μ（ｐ０β１＋ｗβ２）Ｓ＊｝（β１Ｅ＊ ＋β２Ｉ＊）［ｗｐｑδ＋ｗｒδ（１－ｐ）（λ＋ｐ１）＋ｗｐη（λ＋δ＋μ）］＝０． （５）
若不考虑隔离类人群和康复类人群转变为易感类人群，即δ＝η＝０，方程（５）显然有２个负根λ＝－ｐ１＜０
和λ＝－（δ＋μ）＜０，而其余根的分布情形由下列方程所决定：

λ３＋Ａλ２＋Ｂλ＋Ｃ＝０，　　 （６）
其中

Ａ＝μ＋ｐ０＋
（ｗ＋μ）ｗβ２
ｐ０β１＋ｗβ２

＋ｐ０β１＋ｗβ２ｗ Ｉ＊ ＞０，

Ｂ＝μｐ０＋
（ｗ＋μ）μｗβ２
ｐ０β１＋ωβ２

＋ｗ＋μ＋ｐ０ｗ
（ｐ０β１＋ｗβ２）Ｉ＊ ＞０，

Ｃ＝ｐ０ｗ
（ｗ＋μ）（ｐ０β１＋ｗβ２）Ｉ＊ ＞０．

因为ＡＢ－Ｃ＝β２（ｗ＋μ）（ｗ＋２μ＋ｐ０）＋
ｐ０β１＋ｗβ２

ｗ
［μ（ｗ＋μ＋ｐ０）＋ｐ０（μ＋ｐ０）］＞０，由霍尔 — 维茨

定理知方程（６）的所有根均为负实部，从而方程（５）的所有特征根均为负的，即Ｅ＊ 为局部渐近稳定的．
１．４　 无病平衡点的全局稳定性
为了证明系统（１）的无病平衡点的全局稳定性，首先给出下列性质．
性质１　 非负象限Ｒ５＋ 关于系统（１）是正的、不变的．
容易证得对于ε≥０，点集

Ωε＝ ｛（Ｓ，Ｅ，Ｉ，Ｑ，Ｒ）∈Ｒ５＋，Ｎ（ｔ）≤１＋ε｝
是关于系统（１）的一个紧的正向不变集，并且当ε＞０时，此集合是吸引的．
定理２　 当Ｒ０≤１时，无病平衡点Ｅ０在Ωε内是全部渐近稳定的，这也暗示着无病平衡点Ｅ０关于非负

象限Ｒ５＋ 是全局渐近稳定的．
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证明 　 首先构造下列ＬａＳａｌｌｅ－Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数

ＶＤＦＥ（ｔ）＝Ａ１Ｅ（ｔ）＋Ａ２Ｉ（ｔ）＋Ａ３Ｑ（ｔ）＋Ａ４Ｒ（ｔ），
其中Ａ１，Ａ２，Ａ３ 和Ａ４ 是待定系数．它对系统（１）的导数为
ＶＤＦＥ（ｔ）＝Ａ１Ｅ（ｔ）＋Ａ２Ｉ（ｔ）＋Ａ３Ｑ（ｔ）＋Ａ４Ｒ（ｔ）＝

［Ａ１（β１Ｓ＊ －ｗ－μ）＋Ａ２ｗ］Ｅ（ｔ）＋［Ａ１β２Ｓ＊ －Ａ２ｐ０＋Ａ３ｐ＋Ａ４（１－ｐ）ｒ］Ｉ（ｔ）＋
［Ａ４ｑ－Ａ３ｐ１］Ｑ（ｔ）＋Ａ４（－δ－μ）Ｒ（ｔ）． （７）

选取恰当的Ａ１，Ａ２，Ａ３ 和Ａ４，使得Ｅ（ｔ），Ｉ（ｔ），Ｑ（ｔ）和Ｒ（ｔ）前面的系数均为０．这样，容易计算得

Ａ１ ＝ｗ，Ａ２ ＝ｗ＋μ－β１Ｓ＊，Ａ３ ＝Ａ４ ＝０．
由于Ｓ＊ ≤１，将上述结果代人式（７）中得ＶＤＦＥ（ｔ）≤（Ｒ０－１）Ｉ（ｔ）．这样，当Ｒ０≤１时，有ＶＤＦＥ（ｔ）≤０．

根据ＬａＳａｌｌｅ不变集原理知在Ωε内包含了｛（Ｓ，Ｅ，Ｉ，Ｑ，Ｒ）∈Ｒ５＋，ＶＤＦＥ（ｔ）＝０｝最大不变集．这证明了系统（１）
的无病平衡点关于Ωε是全局渐近稳定的．由于Ωε是吸引的，这也证明了在Ｒ０≤１时，无病平衡点Ｅ０关于非
负象限Ｒ５＋ 是全局渐近稳定的．

２　 数值模拟

验证上述理论，举例如下：

　　　

Ｓ′（ｔ）＝ １１０＋
１
１００Ｑ

（ｔ）＋ １
１００Ｒ

（ｔ）－１１０Ｓ
（ｔ）－１５Ｓ

（ｔ）Ｅ（ｔ）－３５Ｓ
（ｔ）Ｉ（ｔ）

Ｅ′（ｔ）＝ １５Ｓ
（ｔ）Ｅ（ｔ）＋３５Ｓ

（ｔ）Ｉ（ｔ）－４５Ｅ
（ｔ）－１１０Ｅ

（ｔ）

Ｉ′（ｔ）＝ ４５Ｅ
（ｔ）－３１０Ｉ

（ｔ）－ １－３（ ）１０ ×２５Ｉ（ｔ）－ １
１００Ｉ

（ｔ）－１１０Ｉ
（ｔ）

Ｑ′（ｔ）＝ ３１０Ｉ
（ｔ）－ １

１００Ｑ
（ｔ）－１５Ｑ

（ｔ）－１１０Ｑ
（ｔ）

Ｒ′（ｔ）＝ １－３（ ）１０ ×２５Ｉ（ｔ）＋１５Ｑ（ｔ）－ １
１００Ｒ

（ｔ）－１１０Ｒ
（ｔ

烅

烄

烆
）

， （８）

初始值为（Ｓ（０），Ｅ（０），Ｉ（０），Ｑ（０），Ｒ（０））＝ （０．８，０．４，０．３，０．５，０．２）．经过简单的计算，得系统（８）的基本
再生数Ｒ０ ＝０．９９５　２＜１，因此系统存在无病平衡点Ｅ０（１，０，０，０，０）且该平衡点是全局稳定的（见图２）．在
系数中改变取值ω＝０．４，β１＝０．４，其他系数取值不变的情形下，此时系统的基本再生数Ｒ０＝１．４９５　７＞１，

系统（８）存在地方病平衡点Ｅ＊（Ｓ＊，Ｅ＊，Ｉ＊，Ｑ＊，Ｒ＊）＝（０．６７，０．０７，０．０４，０．０４，０．１７）（见图３）．由图３可以
看出，系统的地方病平衡点也是全局渐近稳定的．

５４第２４卷　　　　　　　　　　　　　　　　孟新友等：一类手足口病ＳＥＩＱＲ传染病模型的稳定性分析　　　　　　　　　　　　　　　　



３　结语

讨论了具有隔离措施且在潜伏期及染病期都有传染性的手足口病传染病模型，分析相应特征方程的特
征根，得到了系统无病平衡点的局部稳定性和全局稳定性条件及地方病平衡点的局部稳定性的条件，并给出
了相应的数值模拟．
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