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区间干涉模型下的非概率可靠性应用研究
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摘要：针对可靠性分析中不确定参数的分布类型难以精确获得的情况，采用非概率方法进行可
靠性分析．用区间模型描述不确定参数，结合应力－强度非概率集合干涉理论，建立了不同情况下
的非概率可靠性指标，分析了某传动轴在概率模型和区间模型下的可靠性指标以及不确定参数
的离差与非概率可靠性之间的关系．结果表明：当传动轴外径为５０ｍｍ时，二者均认为结构可
靠，外径为４８ｍｍ时，概率可靠度为０．９９９　８０３，非概率可靠度为０．９８２　１１０，两种结论是一致的，
但非概率方法更保守，同时传动轴的非概率可靠度随着不确定参数离差的增加而逐渐减低，其中
强度离差对可靠度影响最大，扭矩离差最小．说明增加壁厚以及减小不确定参数的离差可以提高
传动轴的可靠度，表明非概率可靠性分析方法的工程适用性．
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工程学科中，对既有产品进行安全评估和如何
设计出高质量的产品是可靠性研究的主要领域．实
际工程中，由于工程材料特性的离散性以及测量、
加工、制造和安装误差等因素的影响，必然有大量
的不确定性存在．传统的产品分析和设计中，通常
采用概率模型和模糊模型对这种不确定性进行描

述，称为随机可靠性和模糊可靠性［１－２］．采用这两种
方法计算可靠度和失效概率，需要精确知道不确定
参数的概率密度函数或隶属度函数．由于工程实际
的复杂性和统计数据的相对缺乏，使得不确定参数
的分布类型难以获得或者不确定参数适合多种分

布，其计算结果难以令人信服．因此有学者提出采
用集合模型对该类不确定参数进行描述，称为非概
率可靠性．
有关非概率可靠性的问题，由 Ｅｌｉｓｈａｋｏｆｆ等

［３］提出，认为当对不确定信息掌握的信息较少时，

宜采用集合模型进行描述，Ｂｅｎ－Ｈａｉｍ在１９９４年
基于凸集理论首次提出了非概率可靠性的概

念［４－５］，认为系统能容许不确定参量在一定范围内
波动，则系统是可靠的．Ｅｌｉｌｓｈａｋｏｆｆ在此基础上提
出非概率可靠性同不确定参量一样，属于某一区
间，提出可靠性指标是一区间而非具体量值，区间
的边界是根据传统的安全因子法进行区间运算而

求得［６］．文献［７－８］通过区间模型表示结构不确定
参数，运用区间算法，提出按无穷大范数度量坐标
原点到失效面的最短距离作为结构非概率可靠性

的度量指标．并应用该理论进行了结构的非概率可
靠性优化设计和结构系统的非概率可靠性分析．文
献［９］结合该理论对叶片振动的非概率可靠性进行
了分析．以上的非概率可靠性研究均建立在结构绝
对安全和绝对失效的基础上，即结构应力集合和强
度集合完全相离条件下的非概率可靠性．文献［１０］
在区间模型基础上对应力集合和强度集合干涉条

件下的非概率可靠性进行了研究，提出以结构安全
域的体积与基本区间变量域的总体积之比作为结

构非概率集合可靠性的度量．文献［１１］基于容差分
析，提出了一种新的应力－强度干涉模型下的非概
率可靠性指标的度量方法．
本文采用区间模型描述某机械传动轴的不确

定参数，结合应力－强度非概率集合干涉理论，建立

了不同情况下的非概率可靠性指标，对比分析了传
动轴在概率模型和区间模型下承受扭矩和弯矩复

合作用的可靠性指标，说明两种分析获得的结果是
一致的，同时对不同离差情况下传动轴的非概率可
靠性指标的变化情况进行了研究分析，表明本文所
提方法的工程适用性．

１ 区间变量及其运算法则

设某不确定参数ｘ为区间变量，则ｘ可表示为

ｘ∈ＸＩ＝ ［ｘ，ｘ－］，其中ｘ－和ｘ分别为区间的上下
界，根据区间算法，有

ｘｃ＝
ｘ－＋ｘ
２
；ｘｒ＝

ｘ－－ｘ
２
， （１）

式中：ｘｃ为ｘ的均值，ｘｒ为ｘ离差或区间半径．
则区间ＸＩ和区间变量ｘ可分别表示为

ＸＩ＝ｘｃ＋ｘｒΔＩ，ｘ＝ｘｃ＋ｘｒδ， （２）

式中：ΔＩ＝［－１，１］为标准化区间；δ∈ΔＩ＝［－１，

１］为标准化区间变量．
对于任意两个区间变量ｘ∈ＸＩ＝［ｘ，ｘ－］，ｙ∈

ＹＩ＝ ［ｙ，珔ｙ］，其四则运算定义为

ＸＩ＋ＹＩ＝ ［ｘ，ｘ－］＋［ｙ，珔ｙ］＝ ［ｘ＋ｙ，ｘ－＋珔ｙ］．（３）

ＸＩ－ＹＩ＝ ［ｘ，ｘ－］－［ｙ，珔ｙ］＝ ［ｘ－珔ｙ，ｘ－－ｙ］．（４）

ＸＩ×ＹＩ＝ ［ｘ，ｘ－］×［ｙ，珔ｙ］＝ 　　　　　　
［ｍｉｎ｛ｘ　ｙ，ｘ珔ｙ，ｘ－ｙ，ｘ－珔ｙ｝，

ｍａｘ｛ｘ　ｙ，ｘ珔ｙ，ｘ－ｙ，ｘ－珔ｙ｝］． （５）

ＸＩ／ＹＩ＝ ［ｘ，ｘ－］／［ｙ，珔ｙ］＝ 　　　　
［ｘ，ｘ－］×［１／珔ｙ，１／ｙ］． （６）

２ 区间模型下非概率可靠性指标

设结构的不确定参数为区间变量，向量Ｘ ＝
（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ）表示与结构有关的区间变量的参
数集合，ｘｉ∈ＸＩｉ ＝ ［ｘｉ，ｘ－ｉ］（ｉ＝１，２，…，ｎ）．结合
可靠性理论中功能函数的定义方法，设结构的功能
函数为

Ｍ ＝Ｇ（Ｘ）＝Ｇ（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ）． （７）

　　根据区间算法可知，当Ｇ（Ｘ）为ｘｉ（ｉ＝１，２，
…，ｎ）的连续函数时，Ｍ为一区间变量，即Ｍ∈ＭＩ

＝ ［Ｍ，Ｍ］，其均值Ｍｃ和离差Ｍｒ分别为

Ｍｃ＝
Ｍ＋Ｍ
２

，Ｍｒ＝
Ｍ－Ｍ
２

， （８）

６７６
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令

η＝
Ｍｃ
Ｍｒ．

（９）

　　根据可靠性理论，超曲面Ｇ（Ｘ）＝０称为失效
面，将结构的基本参量空间分为失效域（Ｇ（Ｘ）＜
０）和安全域（Ｇ（Ｘ）＞０）．进一步分析可知，当η＞
１时，则对ｘｉ∈ＸＩｉ（ｉ＝１，２，…，ｎ）均有Ｇ（Ｘ）＞
０，结构可靠，如图１ａ所示；当η＜－１时，则对 ｘｉ
∈ＸＩｉ（ｉ＝１，２，…，ｎ）均有Ｇ（Ｘ）＜０，结构失效，如
图１ｂ所示；当－１≤η≤１时，对ｘｉ∈Ｘ

Ｉ
ｉ（ｉ＝１，

２，…，ｎ）存在Ｇ（Ｘ）＜０和Ｇ（Ｘ）＞０两种情况，结
构介于失效与可靠之间，如图１ｃ所示，对此文献
［７］认为“由于区间变量属于确定性区间，在区间
内取任何值的可能性均存在，从严格意义上讲，此
时不能认为结构是可靠的”．因此该定义下的“可
靠”指“在最坏情形也不失效的结构才可靠”，即追
求结构的绝对安全，按照该理论指导设计必然使结
构的成本和造价大大上升，有必要对结构介于失效
与可靠之间的状态进行进一步研究．

图１ η的意义
Ｆｉｇ．１ Ｍｅａｎｉｎｇ　ｏｆη

以Ｒ－Ｓ 模型为例，设向量Ｓ（ｓ１，ｓ２，…，ｓｍ）和

Ｒ（ｒ１，ｒ２，…，ｒｎ）分别为与应力和强度相关的不确

定参数集合，其中ｒｉ ∈ｒＩｉ ＝ ［ｒｉ，ｒｉ］（ｉ＝１，２，…，

ｎ），ｓｉ∈ｓＩｉ ＝ ［ｓｉ，ｓｉ］（ｉ＝１，２，…，ｍ），则结构的应
力集合Ｓ和强度集合Ｒ均为区间变量，即Ｓ∈ＳＩ＝
［Ｓ，Ｓ］，Ｒ∈ＲＩ＝ ［Ｒ，Ｒ］，其上下界可通过区间算
法获得．
设结构的功能函数为Ｍ＝Ｒ－Ｓ，则非概率可

靠性指标η可表示为

η＝
Ｍｃ
Ｍｒ＝

Ｒ＋Ｒ－Ｓ－Ｓ
Ｒ－Ｒ＋Ｓ－Ｓ

＝

１＋
２（Ｒ－Ｓ）

Ｒ－Ｒ＋Ｓ－Ｓ
， （１０）

或

η＝
Ｍｃ
Ｍｒ＝－１＋

２（Ｒ－Ｓ）
Ｒ－Ｒ＋Ｓ－Ｓ

． （１１）

　　分析式（１０），（１１）可知，可等到如下结论：

１）若Ｓ＜Ｒ，则η＞１，结构完全可靠，如图２ａ
所示，其中阴影部分表示结构的基本变量可行域，
其完全位于可靠域内，结构完全可靠．
若Ｒ＜Ｓ，则η＜－１，结构完全失效，如图２ｂ

所示，其中阴影部分表示结构的基本变量可行域，
其完全位于失效域内，结构完全失效．

图２　 Ｒ－Ｓ不相交模型
Ｆｉｇ．２　 Ｒ－Ｓｄｉｓｊｏｉｎｔ　ｍｏｄｅｌ

以上两种情形下应力集合Ｓ和强度集合Ｒ 均
处于相离状态．
２）若Ｒ＜Ｓ且Ｓ＜Ｒ，则－１≤η≤１，结构失
效与否难以界定，如图３所示，其中二维图中阴影
部分表示失效区域，结构存在部分失效与部分可
靠．一维图中阴影部分表示干涉部分，当结构应力
集合Ｓ和强度集合Ｒ均处于该区域时，结构失效与
否难以界定．

图３　 Ｒ－Ｓ干涉模型
Ｆｉｇ．３　 Ｒ－Ｓｉｎｔｅｒｆｅｒｅｎｃｅ　ｍｏｄｅｌ

对于该类情况，文献［１４］提出以结构安全域的
体积与基本区间变量域的总体积之比作为结构非

概率集合可靠性的度量，对于Ｒ－Ｓ 模型采用二者

的面积之比：η（Ｍ＞０）＝
Ｓ安全域
Ｓ总 ．
在假设结构应力

集合Ｓ和强度集合Ｒ在已知区间上服从均匀分布
的随机变量的情况下，证明了非概率集合可靠性和

７７６
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概率集合可靠性的相容性．根据该理论，可得到图

３所示的４种干涉情况下的非概率可靠性度量指
标，即
当Ｓ＜Ｒ＜Ｓ＜Ｒ时，

η（Ｍ ＞０）＝１－
（Ｓ－Ｒ）２

２（Ｒ－Ｒ）（Ｓ－Ｓ）
． （１２）

　　当Ｒ＜Ｓ＜Ｒ＜Ｓ时，

η（Ｍ ＞０）＝
（Ｒ－Ｓ）２

２（Ｒ－Ｒ）（Ｓ－Ｓ）
． （１３）

　　当Ｒ＜Ｓ＜Ｓ＜Ｒ时，

η（Ｍ ＞０）＝
（Ｒ－Ｓ）
（Ｒ－Ｒ）

＋
（Ｓ－Ｓ）
２（Ｒ－Ｒ）

． （１４）

　　当Ｓ＜Ｒ＜Ｒ＜Ｓ时，

η（Ｍ ＞０）＝
（Ｒ－Ｓ）
（Ｓ－Ｓ）

＋
（Ｒ－Ｒ）
２（Ｓ－Ｓ）

． （１５）

３ 传动轴的非概率可靠性分析

以某机械设备的传动轴为例，其承受的弯矩

Ｍ 的变化区间为［２４５，４５５］Ｎ·ｍ，扭矩Ｔ 的变化
区间为［２２９．５，３１０．５］Ｎ·ｍ，刀轴强度ｒ的变化区
间为 ［８５，１４５］ＭＰａ，受力图如图４所示．分析传动
轴直径Ｄ＝５０ｍｍ，ｄ＝４０ｍｍ和Ｄ＝４８ｍｍ，ｄ＝
４０ｍｍ时的可靠性．

图４ 传动轴力学模型
Ｆｉｇ．４ Ｍｅｃｈａｎｉｃａｌ　ｍｏｄｅｌ　ｏｆ　ｐｒｏｐｅｌｌｅｒ　ｓｈａｆｔ

根据力学分析可知，其所受的弯曲应力和扭转

应力分别为

σ＝ ３２　ＭＤ
π（Ｄ４－ｄ４）

，　τ＝ １６ＴＤ
π（Ｄ４－ｄ４）

， （１６）

式中：Ｍ，Ｔ为传动轴所受的弯矩和扭矩，Ｎ·ｍ；

Ｄ，ｄ为传动轴截面的外径和内径，ｍｍ．
根据第四强度理论，可知传动轴危险截面处的

合成应力ｓ为

ｓ＝ σ２＋３τ槡 ２＝ ３２Ｄ
π（Ｄ４－ｄ４）

Ｍ２＋０．７５Ｔ槡 ２．（１７）

　　功能函数可表示为

Ｍ ＝ｒ－ｓ， （１８）
式中　ｒ为传动轴材料的强度，ＭＰａ．
由功能函数可知，影响传动轴性能的不确定参

数集合为Ｘ＝ （ｒ，Ｍ，Ｔ，Ｄ，ｄ）Ｔ，表１为概率可靠
性与非概率可靠性的分析结果，采用概率可靠性分
析时，假设不确定参数相互独立服从正态分布，其
特征参数采用“３σ”法则求得，其中μＭ ＝３５０
Ｎ·ｍ，σＭ ＝３５Ｎ·ｍ，μＴ＝２７０Ｎ·ｍ，σＴ＝１３．５
Ｎ·ｍ，μｒ＝１１５ＭＰａ，σｒ＝１０ＭＰａ．
从表１可以看出，当Ｄ＝５０ｍｍ，ｄ＝４０ｍｍ，

应力区间上限小于强度区间下限，二者相离，结构
完全可靠，概率可靠度为０．９９９　９９９，可以认为结构
可靠．当Ｄ＝４８ｍｍ，ｄ＝４０ｍｍ，应力区间与强度
区间发生干涉，采用应力－强度干涉条件下的非概
率可 靠 性 理 论，传 动 轴 的 非 概 率 可 靠 度 为

０．９８２　１１０，概率可靠度为０．９９９　８０３．对比分析不
难发现，采用非概率可靠性理论求的传动轴的可靠
度较概率方法求的结果保守，其主要原因是在不确
定参数的概率分布类型不能精确获得，而其变化区
间容易确定的条件下，假设其在变化区间内服从均
匀分布时对其可靠性的一种度量．

表１　不同设计参数时传动轴可靠度
Ｔａｂｌｅ　１　 Ｒｅｌｉａｂｉｌｉｔｙ　ｏｆ　ｔｒａｎｓｍｉｓｓｉｏｎ　ｓｈａｆｔ　ｉｎ　ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ　ｄｅｓｉｇｎｓ

内外径Ｄ，ｄ／ｍｍ 应力区间ｓＩ／ＭＰａ 强度区间ｒＩ／ＭＰａ 可靠度指标β 概率可靠度 非概率可靠度

Ｄ＝５０，ｄ＝４０ ［４３．５４２７，７２．９４６５］ ［８５，１４５］ ５．２６２　１８４　 ０．９９９　９９９　 １．０００　０００
Ｄ＝４８，ｄ＝４０ ［５６．１２１７，９４．０１９９］ ［８５，１４５］ ３．５４４　３１６　 ０．９９９　８０３　 ０．９８２　１１０

图５为传动轴在概率模型和区间模型下可靠
度随外径变化的曲线．从图５中可以看出，传动轴
的可靠度随着外径的增大而增大，原因主要是在内
径不变情况下，外径增大使得传动轴的壁厚增加，
可以承受更大的弯矩和扭矩，使得结构更加可靠．
另外，从图中还可以看出，当传动轴的外径相同时，
区间模型下获得的可靠度较概率模型下的结果保

守．
图６为传动轴弯矩均值不变，不同离差下的非

概率可靠度变化曲线．从图中可以看出，在相同的
内外径下，随着弯矩离差的增大，传动轴的可靠度
逐渐减小．其主要原因是弯矩离差的增大，其不确
定程度增大，传动轴的应力区间强度区间干涉程度
增加，致使传动轴的可靠性减低．另外，从图６中还
可以看出，在相同的离差下，随着传动轴外径的减
小，结构的壁厚逐渐减小，从而使得传动轴的可靠
性依次减低．

８７６
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图５ 可靠度变化曲线
Ｆｉｇ．５ Ｃｕｒｖｅ　ｏｆ　ｒｅｌｉａｂｉｌｉｔｙ

　　 图６ 不同弯矩离差下的非概率可靠度
Ｆｉｇ．６ Ｃｕｒｖｅ　ｏｆ　ｎｏｎ－ｐｒｏｂａｂｉｌｉｓｔｉｃ　ｒｅｌｉａｂｉｌｉｔｙ　ｖｅｒｓｕｓ

ｄｅｖｉａｔｉｏｎ　ｏｆ　ｂｅｎｄｉｎｇ　ｍｏｍｅｎｔｓ

图７为传动轴扭矩均值不变，不同离差下的非
概率可靠度变化曲线．从图７中可以看出，在相同
内外径和相同离差情况下，结构的非概率可靠度的
变化情况与弯矩在不同离差时的变化一样，均随离
差的增大和外径尺寸的减小，但变化范围较弯矩离
差变化时小．

图７ 不同扭矩离差下的非概率可靠度
Ｆｉｇ．７ Ｃｕｒｖｅ　ｏｆ　ｎｏｎ－ｐｒｏｂａｂｉｌｉｓｔｉｃ　ｒｅｌｉａｂｉｌｉｔｙ

ｖｅｒｓｕｓ　ｄｅｖｉａｔｉｏｎ　ｏｆ　ｔｏｒｑｕｅ

图８为传动轴强度均值不变，不同离差下的非
概率可靠度的变化曲线，从图８中可以看出，在相
同内外径和相同离差情况下，结构的非概率可靠度
的变化情况与弯矩和扭矩在不同离差时的变化一

样，均随离差的增大和外径尺寸的减小，传动轴的
非概率可靠度逐渐减小，但在相同的内外径尺寸
下，变化范围较弯矩和扭矩离差变化时明显．

图８ 不同强度离差下的非概率可靠度
Ｆｉｇ．８ Ｃｕｒｖｅ　ｏｆ　ｎｏｎ－ｐｒｏｂａｂｉｌｉｓｔｉｃ　ｒｅｌｉａｂｉｌｉｔｙ　ｖｅｒｓｕｓ

ｄｅｖｉａｔｉｏｎ　ｏｆ　ｓｔｒｅｎｇｔｈ

综上所述，当传动轴的不确定参数的均值不变
时，非概率可靠度均随着不确定参数的离差的增大
而减小．结合传统的概率可靠性分析，可靠度为功
能函数的均值和标准差之比，当均值减小或标准差
增大时，均使可靠度减小．而在非概率可靠性分析
中，结构的离差可通过“３σ”法来获得，因此标准差
的增大将使得结构的不确定参数的不确定程度增

加，从而使得结构的非概率可靠度减小，这与传统
的概率可靠性的结论是一致的．

４ 结 论

１）采用区间模型描述不确定参数，结合应力－
强度非概率集合干涉理论，采用结构安全域的体积
与基本区间变量域的总体积之比作为结构的非概

率可靠性度量指标，得到了不同情况下的非概率可
靠性指标．
２）对比分析了传动轴在概率模型和区间模型
下的可靠度，结果表明相同内径下，当传动轴外径
为５０ｍｍ时，二者均认为结构可靠，外径为４８ｍｍ
时，概率可靠度为０．９９９　８０３，非概率可靠度为

０．９８２　１１０，两种结论是一致的，但非概率方法更保
守，是不确定参数分布类型不能精确获得条件下进
行可靠性分析的一种新方法．
３）在传动轴的扭矩、弯矩和强度均值保持不
变时，对不同离差下的非概率可靠性的变化情况进
行了分析，发现随着离差的增大，传动轴的可靠性
逐渐减小，其中强度离差对可靠性的影响最大，扭
矩离差最小．分析结果同时还表明离差相同时，随
着传动轴外径的减小，可靠性逐渐降低．
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